Kapitel 9

Ausgewahlte Themen

9.1 Suchenin Texten

In zahlreichen Anwendungen von Computern spielen Texte eine dominierende Roll
Man denke etwa an Texteditoren, Literaturdatenbanken, Bibliothekssysteme und <
steme zur Symbolmanipulation. Der Begii#xtwird hier meistens in einem sehr all-
gemeinen Sinne benutzt. Texte sind nicht weiter strukturierte Folgen beliebiger Lan
von Zeichen aus einem endlichen Alphabet. Das Alphabet kann Buchstaben, Ziffe
und zahlreiche Sonderzeichen enthalten.

Der diesen Anwendungen zugrundeliegende Datentyp ist destiipg (Zeichenkettp
Wir lassen offen, wie dieser Datentyp programmtechnisch realisiert wird. Als Mdglich
keiten kommen z.B. die Bereitstellung des Datentyps string als einer der Grundtype
der Sprache in Frage oder die Realisierung alsdfilcharacters, als Arragf characters
oder als verkettete Liste von Zeichen. Unabhéangig von der programmtechnischen Re:
sierung soll jeder Zeichenkette eine nichtnegative, ganzzahlige Léange zugeordnet w
den kdnnen und der Zugriff auf dage Zeichen einer Zeichenkette fur jedes 1
mdglich sein. Algorithmen zur Verarbeitung von Zeichenketttrir(g processingum-
fassen ein weites Spektrum. Dazu gehdren das Suchen in Texten und allgemeiner
Erkennen bestimmter Mustepdttern matchinyj das Verschliisseln und Komprimie-
ren von Texten, das Analysiergpafsing und Ubersetzen von Texten und viele andere
Algorithmen.

Wir wollen in diesem Abschnitt nur das Suchen in Texten behandeln und einige kla:
sische Algorithmen zur Losung dieses Problems angeben. Das Suchproblem kann
nauer wie folgt formuliert werden:

Gegebersind eine Zeichenkettelgx) a;...ay von Zeichen aus einem endlichen
AlphabetZ und eine Zeichenkette, ddduster(pattern), b1...by, mith € 2, 1 <i <
M. Gesuchtind ein oder alle Vorkommen vdn ...by in a;...an, d.h. Indizes mit
1<i<(N—M+1)undg =bs,a4+1=Dby,...,81+m-1=bwm.

In der Regel ist die Langd des Textes sehr viel gro3er als die LaMydes Musters.
Als Beispiel verweisen wir auf das Oxford English Dictionary (OED): Die zweite, im
Jahre 1989 publizierte Ausgabe des OED umfal3t etwa 616500 definierte Stichwol
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und beansprucht 540 Mb Speicherplatz bzw. 20 Bande mit insgesamt 21728 Seiter
der gedruckten Version.

Das OED ist ein Beispiel fiustatischerText; Anderungen sind verhéaltnismaRig sel-
ten und im Verhaltnis zum Gesamtumfang geringfiigig. Demgegenuber ist der dur
Texteditoren manipulierte TedynamischAnderungen sind haufig und erheblich. Will
man das Suchproblem fiir statischen Text I6sen, so kann es sich lohnen, den Text du
Hinzufligen von geeigneter Information (eindndeX so aufzubereiten, daf? die Su-
che fir verschiedene Muster gut unterstiitzt und insbesondere nicht das Durchsuc
des gesamten Textes erforderlich wird. Bei dynamischem Text lohnt sich eine aufwe
dige Vorverarbeitung in der Regel nicht. Es kann sich in diesem Fall aber auszahle
Suchalgorithmen von der Struktur des Musters und vom zugrundeliegenden Alphal
abhangig zu machen.

Wir geben im folgenden eine Reihe von Algorithmen zur Losung in dynamische
Texten an und verweisen fiir den anderen Fall (statische Texte) und neueste Ergebn
Uber Algorithmen zur Textsuche all].

9.1.1 Das naive Verfahren zur Textsuche

Am einfachsten laRt sich das Problem, ein Vorkommen des Mustersby im Text

ai ...ay zu finden, wie folgt I16sen: Man legt das Muster, beginnend beim ersten Zeiche
des Textes, der Reihe nach an jeden Teilstring des Textes mit Miageind vergleicht
zeichenweise von links nach rechts, ob eine Ubereinstimmung zwischen Muster u
Text vorliegt oder nicht (eiMismatch), solange, bis man ein Vorkommen des Musters
im Text gefunden oder das Ende des Textes erreicht hat. In Pascal-ahnlicher Notat
kann das Verfahren so beschrieben werden:

fori:=1toN—M+1do
begin
found:= true;
for j:=1toM do
if aj_1 # bj thenfound:= falsg
if foundthen write ("B kommt vor von Position’, i,
“bis Position', M — 1);
end

Bei diesem Verfahren muR das MusBeoffensichtlich(N — M + 1)-mal an den Text
A angelegt und dann jeweils ganz durchlaufen werden. Das bedeutet, dafNstets
M+ 1) -M Vergleiche ausgefiihrt werden. Die Laufzeit des Verfahrens ist also von de
GroéRenordnun®(N-M). Eine Verbesserung ist méglich, wenn man das Muster jeweils
nur bis zum ersten Mismatch durchlauft:

function bruteforce(a, b: string; M, N: integer) : integer,

{liefert den Beginn des Muster$lb.M] im Text &1..N] oder
einen Wert> N, falls b in a nicht vorkommt}

var i, j : integer,

begin


Literaturverweis [11]
[11] R. A. Baeza-Yates. Efficient Text Searching. PhD Dissertation, University of Waterloo, Research Report CS-89-17, Department of Computer Science, University of Waterloo, Ontario, Canada, 1989.
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i=1;
=1
repeat
if & =D
then
begin
i=i+1;
j=j+1
end
else
begin
i=i—j+2;
ji=1
end
until (j > M) or (i > N);
if j>M
then bruteforcee=i—M
elsebruteforce:=i
end

Jetzt werden in vielen praktischen Féllen nur n@fiM + N) Vergleiche zwischen
Zeichen im Text und Zeichen im Muster durchgefihrt. Einen solchen Fall zeigt da
Beispiel in Abbildung 9.1; hier wird in einem Text mit L&nge 50 (einschliel3lich Leer-
zeichen und Komma) nach einem Muster mit Lange 4 gesucht. Nach insgesamt 51 V
gleichen wird ein Vorkommen des Musters im Text entdeckt. Der Grund dafir ist, da
in den meisten Fallen ein Mismatch bereits beim ersten Buchstaben auftritt und dat
das Muster sofort an die nachste Textposition verschoben werden kann. Andererseits
es naturlich nicht schwer, Beispiele zu finden, in denen das naive Verfahren mindeste
(NM) Schritte benétigt, um ein Vorkommen des Musters im Text zu finden: Man wéhle
als Text eine Zeichenfolge bestehend Bus 1 Nullen und einer 1 als letztem Zeichen.
Das Muster sei dhnlich aufgebaut, d.h. &uf 1 Nullen folge eine 1. Dann wird stets
erst beim Vergleich des letzten Zeichens im Muster mit einem Zeichen im Text ein Mis
match entdeckt. Bis man das Vorkommen des Musters im Text gefunden hat, werd
also(N—M)-M+ M = Q(MN) Zeichen verglichen.

Das naive Verfahren ist gedachtnislos in folgendem Sinne: Dieselbe Textstelle wil
unter Umstanden mehrfach inspiziert; das Verfahren merkt sich nicht, welche Ze
chen im Text bereits mit einem Anfangsstiick des Musters Ubereingestimmt haben, |
ein Mismatch auftrat. Das im folgenden Abschnitt dargestelite Verfahren von Knuth
Morris-Pratt nutzt diese Information. Es kann erreicht werden, daf3 der Aeigédie
nachste Textstelle, anders als beim naiven Algorithmus, niemals zuriickgesetzt werc
muf3.

9.1.2 Das Verfahren von Knuth-Morris-Pratt

Dem Verfahren liegt folgende Idee zugrunde: Tritt beim Vergleich des Musters mit der
Text an derj-ten Stelle des Musters ein Mismatch auf, so haben die vorangehende
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er sprach abrakadabra, es bewegte sich aber nichts
@ber

b
er

Abbildung 9.1

j — 1 Zeichen im Muster und Text Ubereingestimmt. Wir nutzen jetzt diese Informati
on, um das Muster nach dem Mismatch nicht stets um eine Position, wie beim naivi
Verfahren, sondern so weit wie méglich nach rechts zu verschieben. Betrachten wir n
ein Beispiel fur ein binéres Alphabet:

i
Text: ... 010110101 ...
Muster: 010@1

Beim Vergleich des flinften Zeichens im Muster mit dem dariberstehertdarZei-
chen im Text tritt ein Mismatch auf. Die vorangehenden vier Zeichen 0101 des Mt
sters haben also mit den dartiberstehenden Zeichen im Text Gbereingestimmt. Wird |
Muster um nur eine Position nach rechts verschoben, so tritt mit Sicherheit wieder €
Mismatch auf, und zwar schon an der ersten Stelle. Wie weit kann man das Muster n¢
rechts verschieben, ohne ein Vorkommen im Text zu Ubersehen? Offenbar kann man
Muster gleich um zwei Positionen nach rechts verschieben und erneutedasichen
im Text mit dem darunterstehenden Zeichen im Muster vergleichen. Im vorliegende
Beispiel weil man, dafR keine Ubereinstimmung vorliegen kann, da die 0 an der fiir
ten Stelle im Muster nicht mit dem dariiberstehenden Zeichen im Text Ubereingestim
hat. Das den Mismatch verursachende Zeichen im Text mul3 also eine 1 gewesen s
Sie fuhrt abermals zu einem Mismatch beim Vergleich mit dem dritten Zeichen im Mu
ster. Im allgemeinen, d.h. fiir Texte liber beliebigen Alphabeten, kann man aber so ni
argumentieren. Wir bestimmen dann die maximal mdgliche Verschiebung des Muste
nach rechts allein unter Ausnutzung der Kenntnis der Zeichen im Muster, die mit de
daruberstehenden Zeichen im Text Ubereingestimmt haben, bis ein Mismatch auftra

Die allgemeine Situation ist in Abbildung 9.2 dargestellt und kann folgendermal3e
beschrieben werden. Nehmen wir an, beim Vergleichjdes Zeichens im Muster mit
demi-ten Zeichen im Text tritt ein Mismatch auf, d.h.:
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1. Die letztenj — 1 gelesenen Zeichen im Text stimmen mit den ergteth Zeichen
des Musters Uberein.

2. Das gerade geleseitte Zeichen im Text ist verschieden vopten Zeichen im
Muster.

Mit welchem Zeichen im Muster kann man dat® Textzeichen als nachstes verglei-
chen, so dal3 man kein Vorkommen des Musters im Text tibersieht?

i—-1

Text:

Muster:

'~

j—1
Abbildung 9.2

Dazu muf3 man offenbar von dem Anfangsstiick des Musters mit LargE ein
Endstick maximaler Langebestimmen, das ebenfalls Anfangsstiick des Musters ist
Dann ist die Positioh+ 1 im Muster, die wimex{ j] nennen wollen, die von rechts her
nachste Stelle im Muster, die man mit déften Zeichen im Text mit der Chance auf
Ubereinstimmung vergleichen muR.

Falls im Vergleich desten Zeichens im Text mit dem Zeichen an Positi@x{ j] im
Muster kein Mismatch mehr auftritt, verschiebt man den Zeiger im Text und im Muste
um eine Position nach rechts und vergleicht die Zeichen an den Posiiientmund
nextj] + 1 in Text und Muster.

Falls im Vergleich des-ten Zeichens im Text mit dem Zeichen an Positieax{ j]

im Muster jedoch erneut ein Mismatch auftritt, gehen wir entsprechend vor: Wir be
stimmen die Langd’ des langsten echten Endstlicks des Anfangsstiicks mit Lang
nex{j] — 1, das zugleich Anfangsstiick des Musters ist, und vergleichentaZei-
chen im Text mit dem Zeichen an Positibr- 1 = nex{nex{j]]. Falls immer noch ein
Mismatch auftritt, muf3 man wie beschrieben fortfahren, d.h.

nexinexi...nex{j]...]]
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bestimmen. Es missen also immer wieder fiir Anfangsstiicke des Musters Endstil
bestimmt werden, die selbst Anfangsstiicke maximaler Lange des Musters sind. L
i-te Zeichen im Text muf3 der Reihe nach mit den Zeichen an den Positipner{j],
nextnextj]]... im Muster verglichen werden. Das geschieht solange, bis erstmals ke
Mismatch mehr auftritt oder man an der Position 1 im Muster angekommen ist. Im let:
ten Fall kann man offenbar den Textzeigemm eine Position nach rechts verschieben
und das Zeichen an Positioa- 1 mit dem ersten Zeichen im Muster vergleichen.
Es qgilt also fur jedeg mit 2 < j <M, M Lange des Musters:

nextj] = 1+ Lange des langsten echten Endstlicks der efjsteh Zeichen,
das zugleich Anfangsstiick des Musters ist.

Wir setzen noctnexf1] = 0. Nehmen wir nun an, dal daextArray bekannt ist, so
kann das Verfahren von Knuth-Morris-Pratt wie folgt beschrieben werden:

function kmpsearch(a, b: string; M, N : integer) : integer,
var i, j : integer,
begin
i=1;
j=1
repeat
if &y =bjor j=0
then
begin
i=i+1;
ji=j+1
end
else
j = next]]
until (j > M) or (i > N);
if j>M
thenkmpsearch:.=i—M
elsekmpsearch:= i
end

Man kann aus dieser Formulierung des Verfahrens unmittelbar ablesen, dal? der z
geri, der auf die jeweils nachste zu inspizierende Stelle im Text weist, nie zurlickge
setzt wird. Der Zeigelj kann natirlich zuriickgesetzt werden. Mit jeder Zuweisung
j := nex{j] verringert sich der Wert von um wenigstens 1; fijy = 1 wird nex{j] = 0
und j = 0 und damit beim nachsten Durchlauf depeat-Schleife sowohi als auchj
um 1 erhéhtj kann naturlich insgesamt nur so oft herabgesetzt werden, wie es erhd
wurde. Da jedoch und j innerhalb derepeat-Schleife stets gemeinsam erhéht wer-
den, kannj insgesamt nur so oft herabgesetzt werden,iwieraufgesetzt wurde. Weil
dierepeatSchleife furi > N abbricht, folgt, daR die Anweisung= nex{j] insgesamt
hdchstendN-mal ausgefiihrt wird. Nimmt man also an, dal3 dastArray bekannt ist,
so bendtigt das Verfahréd(N) Schritte.
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Wir mussen jetzt noch angeben, wie man die BelegungnéesArrays berechnet.
Das geschieht durch ein Programm, das eine ganz ahnliche Struktur hat wie das ber
angegebene Verfahréampsearch Darin kommt zum Ausdruck, dal3 wir das Muster
mit sich selbst vergleichen.

procedureinitnext
var i, j : integer,
begin
i=1;
ji=0;
nexi] :=0;
repeat
if bj=Dbjorj=0
then
begin
i=i+1;
j=i+1
nexti] := |
end
else
j = nextj]
until i > M
end

DasnextArray mul3 fiir allei, 2 <i < M, M Lange des MusterB = b;...by, so
belegt werden, daf gilt: Istex{i] = |, so istj — 1 die Lange des langsten echten End-
stiicks des Anfangsstiicks mit Lanige 1, das zugleich Anfangsstiick des Musters ist.
Zunéchst wirchex{1] = 0 gesetzt, wie wir das im Verfahr&mpsearchverlangt haben.
Nehmen wir jetzt an, daffex{1], ..., nex{i] im angegebenen Sinne bereits richtig belegt
wurden. Nach Ausfiihrung der Zuweisumgxii] := j ist alsoj — 1 die Lange des lang-
sten echten Endstiicks des Anfangsstiicks mit Largk, das zugleich Anfangsstiick
des Musters ist. Wir vergleichen nbnundb;.

Fall 1: [bj = bj]

Dann kennen wir das langste echte Endstiick des Musters im Anfangsstiick mii Lang
das zugleich Anfangsstiick des Musters ist. Es enthélt das nachste Zeidizm b;
und hat damit die L&ngg Nach Definition ist folglicmexti + 1] = j + 1.

Fall 2: [bj # bj]

Zur Bestimmung des langsten echten Endstiicks des Anfangsstiicks mit iLdege
Musters, das zugleich Anfangsstiick des Musters ist, miissen wir genauso vorgehen,
wir das beim Vergleich des Musters mit dem Text getan habet ¢abei Textzeiger,

j Musterzeiger). Wir vergleichen der Reihe ndgimit den Zeichen an den Positionen
nextj], nexfnextj]]..., bis erstmals eine Ubereinstimmung miterreicht wurde oder
der Zeigerj bei 0 angekommen ist. Im letzten Fall wissen wir, dal3 das leere Wort da
langste echte Endstiick des Anfangsstiicks des Musters mit Lasigalas zugleich
Anfangsstiick des Musters ist, und wir kdnneex{i + 1] = 1 setzen. Sonst s¢i die
Position, fiir die erstmals eine Ubereinstimmungthéestgestellt wurde. Dann miissen
wir setzennexti + 1] = j' + 1.
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Wieviele Schritte benotigt das oben angegebene Verfahren zur Bestimmumgxiies
Arrays?i und j durchlaufen Positionen im Muster, dabei wirdur erhéht, wahrengl
entweder erhéht oder wieder herabgesetzt wjirkkknn natirlich insgesamt nur so oft
herabgesetzt werden, wie es erhdht wurdej [aloch stets nur gemeinsam inérhéht
wird, die Schleife aber béi> M abbricht, gilt: Die Gesamtzahl aller Ausfiihrungen der
Anweisungj := nex{j] in allen Schleifendurchlaufen dezpeat-Schleife ist hdchstens
M. Damit folgt, da’ dasextArray in O(M) Schritten bestimmt werden kann. Das Ver-
fahren von Knuth-Morris-Pratt benétigt also insgesamt hochsigéhs+ N) Schritte,
um ein Muster mit LAng® in einem Text mit L&ng& zu finden.

Die Existenz eines Verfahrens zur Textsuche mit Zeitkomplet@d + N), statt
O(M - N) wie beim naiven Verfahren, folgt aus einem allgemeinen Satz von S. Coo
Uber die Simulierbarkeit von gewissen Automal 31]. Die wichtigste Referenz fi
die von uns angegebene Version des Verfahre [91]. Man kann das Verfahren a
in einem automatentheoretischen Gewand pr: tieren: Zu einem gegebenen Mu
wird ein endlicher Automat konstruiert, der den gegebenen Text liest und genau dann
einen ausgezeichneten Endzustand Gibergeht, wenn ein Vorkommen des Mustersim’
gefunden wurde. Die Zustande des Automaten reprasentieren, welches Arﬁsst

des Musters bereits entdeckt wurde. Diese Darstellung des Verfahrens wurd .in
gewahlt. Eine Erweiterung auf die gleichzeitige Suche nach mehreren Mus finc
man i

9.1.3 Das Verfahren von Boyer-Moore

Bei dem Verfahren von Boyer und Moo!Z] werden die Zeichen im Muster nich
von links nach rechts, sondern von rechtS Nach links mit den Zeichen im Text verg
chen. Man legt das Muster zwar der Reihe nach an von links nach rechts wachsel
Textpositionen an, beginnt aber einen Vergleich zwischen Zeichen im Text und Zeich
im Muster immer beim letzten Zeichen im Muster. Tritt dabei kein Mismatch auf, ha
man ein Vorkommen des Musters im Text gefunden. Tritt jedoch ein Mismatch auf, s
wird eine Verschiebung des Musters berechnet, d.h. eine Anzahl von Positionen, um
man das Muster nach rechts verschieben kann, bevor ein erneuter Vergleich zwiscl
Muster und Text, wieder beginnend mit dem letzten Zeichen im Muster, durchgefur
wird. In vielen Féllen ist es mdglich, das Muster um grof3e Distanzen nach rechts :
verschieben und so nur einen Bruchteil der Textzeichen zu inspizieren. Betrachten \
als Beispiel noch einmal den Text aus Abbildung 9.1. Wird das Muster an die ers
Textposition angelegt, so wird zuerst das Textzeichanit dem letzten Zeichen des
Musters verglichen. Es tritt ein Mismatch auf. Da das Textzeiché@n Muster Uber-
haupt nicht vorkommt, kann man das Muster gleich um die Musterléange, also um vi
Positionen nach rechts verschieben. Falls das den Mismatch verursachende Zeic
doch im Muster auftritt, wie z.B. in folgender Situation

abrakadabra

abe


Literaturverweis [31]
[31] S. A. Cook. Linear time simulation of deterministic two-way pushdown automata. In Proc. IFIP Congress 71, TA-2, S. 172-179, Amsterdam, 1971. North Holland.


Literaturverweis [91]
[91] D. E. Knuth, J. Morris und V. Pratt. Fast pattern matching in strings. SIAM Journal on Computing, 6:323-350, 1977.

Literaturverweis [6]
[6] J. Albert und Th. Ottmann. Automaten, Sprachen und Maschinen für Anwender. BI-Wissenschaftsverlag, Mannheim, 1983.

Literaturverweis [2]
[2] A. V. Aho und M. Corasick. Efficient string matching: An aid to bibliographic search. Comm. ACM, 18:333-340, 1975.

Literaturverweis [22]
[22] R. S. Boyer und J. S. Moore. A fast string searching algorithm. Comm. ACM, 20(10):762-772, 1977.
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kann man das Muster so weit nach rechts schieben, bis erstmals das Textzeicl
und das Zeichen im Muster Ubereinanderstehen. Die gesamte Folge der Vergleiche
Verschiebungen des Musters ist in Abbildung 9.3 dargestellt. Bis das Muster gefund
ist, werden nur insgesamt 17 Zeichen des Textes inspiziert.

er sagte abrakadabra, es bewegte sich aber nichts

abe abe
abe abe

aber
aberabeiabei
abeiabelabei
aber
Abbildung 9.3

Das Beispiel in Abbildung 9.3 ist insofern durchaus typisch, als insbesondere b
kurzen Mustern die meisten Textzeichen im Muster Gberhaupt nicht vorkommen. |
diesem Beispiel tritt dariiberhinaus ein Mismatch stets bereits beim Vergleich des let
ten Zeichens im Muster mit dem daruberstehenden Textzeichen auf. Das ist natrli
im allgemeinen nicht so, wie wir bereits gesehen haben und auch folgendes Beisp
nochmals zeigt.

abrakad @bra

szra

In jedem Fall kann man aber eine mogliche Verschiebung des Musters nach recl
berechnen. Man kann diese Verschiebuang davon abhéngig machen, welches Zei-
chenim Textfur den Mismatch verantwortlich war, und davon, ob dieses Zeichen unc
gegebenenfalls an welcher Position es im Muster auftritt. Diese Heuristik zur Berecl
nung der Verschiebung wird aléorkommens-Heuristikezeichnet. Das den Mismatch
verursachende Zeichenm Text bestimmt die Weite der Spriinge bei der Suche nach
dem MusteB =b;...by im TextA=a;...an.

Abhéngig vom Muster und vom Alphabet wird eidelta-1-Tabelleerstellt, die fur
alle im Text eventuell vorkommenden Zeichen des Alphabets die mdgliche Verschi
bung des Musters nach rechts nach Auftreten eines durch das Zeiokearsachten
Mismatches enthalt.

M, fallscin by ... by nicht vorkommt
deltad(c)=¢ M—j, fallsc=bjundc# by
fir j <k<M
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Fur die meisten Zeichendes Alphabets istlelta-1(c) = M. Fallsc im MusterB =
b;...byw vorkommt, istdelta-1(c) der Abstand des rechtesten Vorkommens ¢@mB
vom Musterende.

Naturlich ist man eigentlich nicht an der Verschiebung des Musters, sondern an c
mdglichen Verschiebung des Textzeigers nach rechts interessiert. Ferner mochte r
nach Auftreten eines Mismatches den Textzeiger auf jeden Fall Giber die Position hing
nach rechts verschieben, an der man zuletzt begonnen hat, Zeichen in Muster und 1
von rechts nach links zu vergleichen. In jedem Fall kann man die Verschiebung d
Textzeigers aus demelta-1-Wert berechnen. Seidas den Mismatch verursachende
Zeichen, und seienund j die aktuellen Positionen im Text und im Muster.

Fall 1:[M — j + 1> delta-1(c), siehe Abbildung 9. 4

c
#
b1 cee bj S Cc cee bM
j
delta-1(c)
Abbildung 9.4
Wir setzeni :=i+M — j+1, j := M. Dies ist eine besonders einfache Version des

Verfahrens von Boyer-Moore. Denn durch die Ersetzungi + M — j + 1 wird das
Muster gegeniiber seiner vorherigen Position ja nur um eine Position nach rechts v
schoben erneut an den Text angelegt. Offensichtlich konnte man sich noch zusatzl
die Information zunutze machen, dal3 das den Mismatch verursachende Z=ietlets
von dem im Muster auftretendenan Positiondelta-1(c) von rechts nicht vorkommt.
Daher kdnnte mansogar auf den gro3eren Wert M — | + deltal(c) setzen.

Fall 2:[M — j + 1 < delta-1(c), siehe Abbildung 96
Setze =i+ delta(c); j := M.

Denken wir uns diedelta-1-Tabelle gegeben, so kann eine dieser Vorkommens
Heuristik folgende, vereinfachte Version des Verfahrens von Boyer-Moore wie folg
beschrieben werden:
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delta-1(c)

Abbildung 9.5

function bmeinfach(a, b: string; M, N : integen : integer,

var i, j : integer,
begin
i:=M;
ji=M
repeat
if & = Db
then
begin
i=i-1;
j=j-1
end

else{Mismatch verursacht durch;alTextzeiger entsprechend Fall 1
oder Fall 2 heraufsetzen; Musterzeiger an das Ende
des Musters

begin
if M—j+1> deltal(a)
theni:=i+M—j+1
elsei ;=i + delta-1(g);
ji=M
end
until (j <1)or (i >N);
bmeinfach=i+1
end

Es ist leicht zu sehen, dal3 diese vereinfachte Version des Verfahrens von Boy
Moore im schlechtesten Fall nicht besser ist als das naive Verfahren zur Textsucl
also Q(NM) Schritte benétigt. (Man betrachte ein Muster. 10 mit La&ngeM und
durchsuche einen aus lauter Nullen bestehenden Text nach diesem Verfahren.)
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Von Boyer und Moore wurde daher&Z] eine zweite Heuristik zur Berechnung de
mdglichen Verschiebung des Muster nutzt, die sogeniatich-Heuristik Ahn-

lich wie beim Verfahren von Knuth-Morris-Pratt nutzt diese Heuristik die Information
Uber den bis zum Auftreten des Mismatch bereits inspizierten, mit einem Endstlick d
Musters ibereinstimmenden Text. Betrachten wir dazu folgendes Beispiel:

Text: orange ananas banana ...
Muster: banana

Nehmen wir also an, dal die letzterZeichen im Muster mit den dartiberstehenden
m Zeichen im Text Ubereinstimmen und an der Posifiaer von rechts her erste Mis-
match auftritt. Wir wollen die letztem Zeichen dasSubmustedes Musters (fir dieses
m und j) nennen. Wir suchen dann von rechts her im Muster nach einem weitere
Vorkommen des Submusters. Haben wir ein solches Vorkommen gefunden, so kénr
wir das Muster so weit nach rechts verschieben, daf} das weitere Vorkommen des S
musters im Muster dem Vorkommen des Submusters im Text gegenibersteht. Dies
zweiten Vorkommen des Submusters im Muster darf natirlich nicht das gleiche Ze
chen vorangehen wie dem ersten, denn sonst wiirde dieses Zeichen sicher wieder e
Mismatch verursachen.

Im oben angegebenen Beispiel kommt das Submasgeim Musterbanana noch
einmal vor, und das dem zweiten Vorkommen vorangehende Zeizkstwerschieden
von dem Zeichem, das dem ersten Vorkommen vorangeht:

banana
banana

Wir kdnnen das Muster also um zwei Positionen nach rechts verschieben und fortfe
ren, von rechts her Zeichen im Muster mit Zeichen im Text zu vergleichen, beginner
mit dem letzten Zeichen im Muster.

Es bezeichnevrw(]) die Position, an der das von rechts her nachste Vorkommen de
Submusters beginnt. Dabei igtdie Position, an der der erste Mismatch auftrat, also
bj+1...bu das Submuster. Es wird angenommen, dafl3 das dem zweiten Vorkomm
des Submusters vorangehende Zeichen, also das Zeichen an Resit{gh— 1, vom
Zeichenb; verschieden ist.

Im obigen Beispiel isf = 3, denn das dritte Zeichenim Musterbanana hat den
Mismatch verursachivrw(3) = 2, denn das von rechts her néachste Vorkommen de:
Submusterana beginnt an Position 2 im Muster.

Eine Funktiordelta2(j) gibt an, um wieviele Positionen der Zeigewuf das aktuelle
Zeichen im Text nach rechts verschoben werden kann, wenn der erste Mismatch
Muster an Positiorj auftrat. Der Vergleich der Zeichen in Muster und Text beginnt
nach jedem Mismatch jeweils neu mit dem letzten Zeichen des Musters. Es muf} dal
jeweils nur berechnet werden, um welche Distanz der ZeigeText bewegt werden
kann. Durch Verschieben nach rechtsnma: M — j Positionen wird der Zeigéran das
dem letzten Zeichen im Muster gegenuberliegende Zeichen im Text bewegt; das Mus
kann jetzt umj + 1 — wrw(j) Positionen nach rechts bewegt werden. Der Textzeigel
muf noch um denselben Betrag erhdht werden. Insgesamt ergibt sich also, dal3 n
Auftreten eines Mismatches an Positipder Textzeiger undelta2(j) Positionen nach
rechts bewegt werden kann, mit

delta2(j) =M+ 1 —wrw(j).


Literaturverweis [22]
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Wir berechnen die Werte vaomrw(j) unddelta2(j) fur j = 5,4,3,2,1 und das oben
angegebene Beispiel des Musteasiana . Sei zunéchsit=5; das an Position+1 =6
beginnende Submustartritt im Muster noch zwei weitere Male auf. Dem von rechts
her nachstera geht aber das gleiche Zeichen voran wie deran Position 6. Es ist
dahemwrw(5) = 2 unddelta2(5) = 5.

Sei nunj = 4; das an Position 5 beginnende Submustéekommt noch einmal vor;
beiden Vorkommen geht aber dasselbe Zeichen a voran. Innerhalb des Musters ¢
es also uberhaupt kein weiteres Vorkommen des Submusters mit der verlangten Eig
schaft. Denkt man sich aber das Muster nach links um ,don't care“-Symbole fortgeset
und setztwrw(4) = —1, so ergibt sich fudelta2(4) der Wert 8, also genau der Wert,
um den man den Textzeiger nach rechts verschieben mul3, wenn man das Muster un
Positionen nach rechts verschieben kann und an Pogitied ein Mismatch auftrat.
Den Wertwrw(3) = 2 haben wir schon begrindet. Damit ergibt sit#ta2(3) = 5.

Sei schlieBlichj = 2. Das an Position 3 beginnende Submuster kommt im Muster nich
noch einmal vor. Es istrw(j) = —3:

Position j: -4 -3 21 01 2 3 4 5 6
Muster: L. ¥ * % x % b a n a n a
Submuster: n a n a

Damit ergibt sichdelta2(2) = 10. Auf ahnliche Weise erhalt maww(1) = —4 und
delta2(1) = 11.

Offenbar hangt didelta2-Tabelle nur vom Muster ab und kann ganz ahnlich berech-
net werden wie im Verfahren von Knuth-Morris-Pratt, indem man das Muster gewisse
mafRen Uber sich selbst hinwegschiebt. Fir jedds< j < M, enthaltdelta2(j) als
Wert die Distanz, um die man den Textzeig@ach rechts schieben muf3, wenn beim
Vergleich des Zeichens an Positidm Text ein Mismatch mit dem Zeichen an Position
j im Muster aufgetreten ist.

Das Verfahren von Boyer und Moore in der urspriinglich angegebenen Version b
nutzt beide Heuristiken zur Berechnung der Verschiebung des Musters und folgt j
weils der, die den gréBeren Wert liefert. Denken wir uns alsaddiga-1-Tabelle und
die delta2-Tabelle gegeben, so kann man das Verfahren wie folgt formulieren:

function boyermoorga, b: string; M, N : integer) : integer,
var i, j : integer,

begin
i=M;
ji=M;
repeat
if & =D
then
begin
i=i-1;
j=j-1
end

else{Mismatch; Muster verschiebén



630 9 Ausgewahlte Themen

begin
i :=i+maxXdeltal(a)+ 1, delta2(j)};
ji=M
end
until (j < 1) or (i > N);
boyermoore=i+1
end

Man kann sich leicht Giberlegen, daR nach Auftreten eines Mismatches das Mus
stets um wenigstens eine Position nach rechts verschoben wird, also der Textzeiger
wenigstendvl — j + 1 Positionen, wenn ein Mismatch an Positijpim Muster auftrat.
Die bei der vereinfachten Version des Verfahrens von Boyer-Moore gemachte Fallu
terscheidung ist also jetzt entbehrlich.

Die verwendeten Tabelletielta-l unddelta2 hangen nur vom Alphabet und vom
gegebenen Muster ab. Wie 1] gezeigt wurde, tragtéiea-2-Tabelle zur Schnel-
ligkeit des Algorithmus in deFPraxis kaum etwas bei. Der einzige Zweck dieser Tabel
ist es, Muster mit mehrfach auftretenden Submustern optimal zu nutzen und eine La
zeit des Verfahrens vo®(M - N) im schlechtesten Fall zu verhindern. Weil Muster
mit wiederholt auftretenden Submustern aber relativ selten vorkommen, inshesonde
wenn die Muster kurz sind, kann man auf dilta-2-Tabelle auch ganz verzichten.

Wir haben das Verfahren von Boyer-Moore so formuliert, dal’ der Algorithmus hal
wenn das erste Vorkommen des Musters im Text gefunden wurde. Die Laufzeit dies
Verfahrens betragd(M + N). Natrlich ist es einfach, das Verfahren so zu verandern,
daR es alle Vorkommen des Musters im Text findet. Die Laufzeit betragt dafd +
rM).

In der Praxis hat sich die vereinfachte Version des Verfahrens von Boyer-Moore au
gezeichnet bewahrt. Man kann erwarten, da® das Verfahren fiir gentigend kurze Mus
und hinreichend grof3e Alphabete et®@N/M) Schritte durchfiihrt, d.h. das Verfah-
ren inspiziert nur jedeb-te Textzeichen und das Muster kann nahezu immer um die
gesamte Musterldange nach rechts verschoben werden.

9.1.4 Signaturen

Die von uns angegebenen Verfahren zur Suche in Texten benutzen als einzige Gru
operation den Vergleich von Zeichen im Muster und Zeichen im Text. Man kann Zei
chen und Zeichenketten aber auch Zahlen zuordnen und Algorithmen entwerfen, ¢
diese Zuordnung nutzen und arithmetische Operationen verwenden. Eine sehr einfa
Méglichkeit besteht darijedemTeilstring des Textes mit Landd durch eine Hash-
funktion h eine Zahl zuzuordnen. Ist dahrso beschaffen, dafd AdreRRkollisionen sehr
unwabhrscheinlich sind, so hat man ein Vorkommen des Musters gefunden, wenn ¢
Wert der Hashfunktioh furr einen Teilstring mit LAng# gleich dem Werh(b; ... by)

des Musters ist. Man berechnet also zu jedem Teilstring mit L&mgen h-Bild als
Signaturdes Textes. Weil man nur einen einzigeklVert sucht, muf3 man dieWerte,
also die Hashtafel, natlrlich nicht speichern. Attraktiv wird ein Verfahren zur Textsu
che Uber die Berechnung von Signaturen natirlich erst dann, wenn die Berechnung


Literaturverweis [81]
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Signatur einfach und zwar inkrementell méglich ist. D.h. dékert von zwei aufein-
anderfolgenden Teilstrings mit Lany& sollte sich wie folgt berechnen lassen:

s Q1@+ 2 A MA LML - -

ser Art wurde erstmals von Karp und Rabin angeg [84]. Sie fassen eine Zeiche
kette mit LangeM als d-adische Zahl auf, wobel die abetgréf3e ist, und benut-
zen als Hashfunktion die Funktidiik) = k mod p fur eine geeignet gewabhlte, grof3e
Primzahlp. Man kann dann zeigen, daf’ das Verfahren von Karp und Rabin mit hohe
Wahrscheinlichkeit nu@(l\iﬁl) Schritte benétigt.

h(ajt2...a+m+1) ist eine einfache Funktion vdn{ai+I ...3i+m). Ein Verfahren die-

Gonnet und Baeza-Yat 1] haben Verfahren zur Textsuche angegeben, bei de
die Berechnung der Sign nur noch vom gegebenen Muster abhangt. lhre Verfe
ren lassen sich leicht tiber die reine Textsuche (exact match) hinaus ausdehnen auf
Fall, daf? auch ,don't care“-Symbole, Komplementérsymbole (wiezzBr Bezeich-
nung aller Zeichen, die voniverschieden sind) und mehrfache Muster in Suchanfrager
vorkommen.

9.1.5 Approximative Zeichenkettensuche

Das Problem, in einem gegebenen Text alle Vorkommen eines gegebenen Musters
finden, kann auf naheliegende Weise zi#ilismatch-Problenverallgemeinert wer-
den: Gegeben sind ein Teat. .. an, ein Musterb; ... by und eine Zahk, 0 < k < M.
Gesucht sind alle Vorkommen von Mustéyn .. by, der LangeM im Text derart, dafd
sichby ...bv undbj...by, an héchstenk Positionen unterscheiden.

Furk = 0 ist dies das uns bereits bekannte Textsuchproblem, das wir mit Hilfe vel
schiedener, in den vorangehenden Abschnitten vorgestellter Algorithmen l6sen kénn
Als Beispiel fur den Falk = 2 betrachten wir verschiedene Textstlicke mit acht Buch-
staben, die mit dem Mustenismatch verglichen werden. Ein Vergleich des jewei-
ligen Textstlicks mit dem Muster fiihrt zu einem positiven Ergebnis, wenn das Muste
und das jeweilige Textstiick an hdchstens zwei Stellen verschiedene Buchstaben hat

Muster: mismatch
Text 1: mis@atch jg

Text 2: His @atch ja

Text 3: s Hatch nein

Das naive Verfahren zur Textsuche kann leicht auf diesen allgemeineren Fall ause
dehnt werden: Man legt das Muster der Reihe nach an jeder Position des Textes |
ginnend an, vergleicht zeichenweise von links nach rechts, ob eine Ubereinstimmu
zwischen Muster und Text vorliegt, und z&hlt die Anzahl der aufgetretenen Nichtlibe
einstimmungen (Mismatches). In Pascal-ahnlicher Notation kann das Verfahren so t
schrieben werden:


Literaturverweis [84]
[84] R. Karp und M. Rabin. Efficient randomized pattern-matching algorithms. IBM Journal of Research and Development, 31:249-260, 1987.

Literaturverweis [11]
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procedure mismatch(a, b : string; N,M, k : integen;

{liefert alle Positionen im Text[&.. N], an denen ein Vorkommen des
Musters 1 .. M] mit hochstens k Mismatches begipnt

var i, j, m:integer,

begin
fori:=1toN—M+1do
begin
m:=0;
for j:=1toM do
if &+j—1# bj thenm:=m+1;
if m<k
then write("hdchstens', m, "Mismatches an Positiol’', i
end
end

Es ist offensichtlich, daR das Verfahren Z8{tM - N) bendtigt.

Wie im Falle der exakten Zeichenkettensuche, also wie fiir den Spezialfall des
Mismatch-Problems, kann man auch daslismatch-Problem fik > 0 dadurch effi-
zienter zu l6sen versuchen, daR man etwa die Verfahren von Knuth-Morris-Pratt oc
BiMoore geeignet verallgemeinert. Uberlegungen dazu findet man beispielswe

in .
nwendungen bei Texteditoren oder bei der ,Dekodierung” von DNA-Sequenze
in der Biologie viel wichtiger ist aber eine andere Verallgemeinerung des Textsuchpr
blems: Statt einfach die Anzahl der Buchstaben zu z&hlen, die verschieden sind, pi
man, wieviele Buchstaben eingefiigt, geldéscht oder gedndert werden missen, um ¢
Ubereinstimmung zwischen Text und Muster herzustellen. Das fiihrt zum Begriff de
Editier- (oder:Evolutions)distanz und zu Algorithmen fiir die approximative Zeichen-
kettensuche, die auf dem algorithmischen Prinzip digsamischen Programmierens
beruhen. Das ist die Methode, immer groRere optimale Teilldésungen eines Problel
iterativ ,von unten nach oben“ zu berechnen, d.h. angefangen bei optimalen Lésung
von ,trivialen* Anfangsproblemen bis zur optimalen Gesamtlésung. Wir haben dies
Methode bereits fiir die Konstruktion optimaler Suchbaume im Abschnitt 5.7 benutzt

Editierdistanz
Wir wollen die folgenderkditier-Operationerzur Veranderung von Zeichenreihen zu-
lassen:Ldschen Einfiigenund Anderneines einzelnen Symbols an einer bestimmten
Stelle. Wir kdnnen diese Operationen als ,Ersetzungsregeln® in der o3 mit-
teilen, wobeia und 3 Buchstaben des zugrunde liegenden Alphaketsler aber das
Zeichene fur das leere Wort sind. Die Veranderung einer Zeichenkettieirch eine
Editier-Operatiorn — (3 bedeutet dann, daf3 ein Vorkommen wvin A durchf er-
setzt wird. Da das leere Woet,Uberall“ in A vorkommt, heif3t das insbesondere, dald
eine Einfiige-Operatioa — a das Einfligen eines Zeicheasan jeder Position voi
erlaubt.

Jeder Editier-Operatioo — [3 werden nichtnegative Kostezja — [3) zugeordnet.
Man interessiert sich insbesondere fur den Fall, dal3 die Kosten jeder Editier-Operat
einheitlich gleich 1 gewéhlt werden (Einheitskosten-Modell). Im Einheitskosten
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Modell gilt also fur zwei beliebige Zeichea, b € X, a # b: c(a — b) = c(e — b)
=c(a— €) = 1 und natirlichc(a— a) = 0.

Sind nun zwei Zeichenkette = a;...am und B = b; ... b, gegeben, so definie-
ren wird alsEditierdistanz BJA, B) die minimalen Kosten, die eine Folge von Editier-
Operationen hat, did in B Uberfihrt.

Beispielfir eine Folge von Editier-Operationen, diato inrad Uberfihrt:

auto  Operationu — € an Position 2 liefert
ato Operatiort — d an Position 2 liefert
ado Operationo — € an Position 3 liefert
ad Operatiore — r an Position O liefert
rad

Im Einheitskosten-Modell hat diese Folge von Editier-Operationen die Kosten 4. E
ist nicht schwer zu sehen, dal3 es keine Folge von Editier-Operationen mit geringer
Kosten gibt, dieauto inrad uberfihrt. Daher isb(auto ,rad ) = 4.

Es ist Ublich anzunehmen, daR ein durch eine Editier-Operation einmal eingefl
tes, geldschtes oder geandertes Zeichen nicht nochmals veréandert, also geldscht,
geflgt oder geéndert wird. Diese Annahme gilt fir die Folge der Editier-Operatione
mit minimal moéglichen Kosten sicher dann, wenn die Kostenfunktion fur die Editier-
Operationen eine ,Dreiecksungleichung* erftllt, d.h. wenn gilt

c(a—y) <cla—PB)+cB—y),

falls a # B # vy, und c(a — PB) > 0, falls a # B. Das ist insbesondere im
Einheitskosten-Modell erfllt.

Zwei Probleme sind im Zusammenhang mit Editierdistanzen von besonderem Inte
esse:

Probleml: (Berechnung der Editierdistanz)

Berechne flr zwei gegebene Zeichenkettennd B moglichst effizient die Editier-
distanzD(A,B) und eine kostenminimale Folge von Editier-Operationen,Adia B
Uberfihrt.

Problem2: (Approximative Zeichenkettensuche)

Gegeben seien ein TeAtund ein MusteB sowie eine Zahk > 0. Gesucht sind alle
Vorkommen von Zeichenreihdsi in A, so da®(B,B') < kist.

Firk= 0ist Problem 2 naturlich wieder das gewohnliche Zeichenketten-Suchproble
Dask-Mismatch-Problem kann als Spezialfall von Problem 2 aufgefalit werden, wen
man nur Anderungen von Zeichen, also weder Einfiigen noch Léschen von Zeichq
zulant.

Wir behandeln zunachst Verfahren zur Lésung von Problem 1 und werden dann s
hen, dal3 dabei verwendete Methoden auch zur Losung von Problem 2 benutzt werc
kénnen. Dabei setzen wird zur Vereinfachung stets das Einheitskosten-Modell vora
und Gberlassen es dem Leser, sich zu tiberlegen, wie Verfahren auf den Fall unterschi
licher Kosten ausgedehnt werden kénnen.
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Berechnung der Editierdistanz
Eine Folge von Editier-Operationen mit minimalen Kosten, die eine Zeichenkeihe
in eine andere Zeichenreilitberfihrt, &ndert jedes von einer Operation betroffene
Zeichen hochstens einmal. Wir kbnnen uns daher auch vorstellen, dal3 die Operatiol
nicht nacheinander, sondern alle gleichzeitig ausgefuhrt werden. Das fuhrt zum Beg
derSpur(englischtrace), dieAin B transformiert. Wir verzichten auf eine formal exak-
te Definition dieses Begriffs und verweisen dazu 187]. Stattdessen teilen v
Spuren in folgender Weise graphisch mit: Wird au @nA eine Anderungs-
operationa — b ausgefiuihrt, so verbinden wir das Zeickem A (an der Position, an
der diese Operation ausgefihrt wird) mit dem entsprechenden Zdiegh&tdurch eine
Kante; die Kante wird mit 1 beschriftet, wearg b ist, und mit 0 sonst. Ein Zeichen
in A, auf das eine Losch-Operatian— € angewandt wird, erhélt einen linken oberen
Index 1; ein Zeicheib in B, das durch eine Einflige-Operation~ b entstanden ist,
erhélt einen linken oberen Index 1. Die Summe der Indizes und Kantenbeschriftung
sind die Kosten der Spur.

Beispiel: Die oben angegebene Folge von vier Editier-Operationer di@uto in
B=rad transformiert, kann zur folgenden Spur zusammengefal3t werden:

Aus der Annahme, dal3 zur Transformation Vom B jedes Zeichen hdchstens ein-
mal gedndert werden darf, folgt, dal3 eine Spur keine sich kreuzenden Kanten enthal
kann. Statt alle Folgen von Editier-Operationen zu betrachten geniigt es also, alle S
ren ohne sich kreuzende Kanten zu betrachten. Die EditierdiBtighiB) ist gleich den
Kosten eineoptimalenSpur, also einer Spur mit minimalen Kosten, dién B trans-
formiert. Aus einer Spur kann man leicht eine Folge von Editier-Operationen ablese
die Ain B transformiert und die genau die Kosten der Spur hat.

Beispiel: SeienA = baacb undB = abacbc .

Dann ist

eine Spur mit Kosten 5. Das ist keine optimale Spur. Eine optimale Spur mit de
Kosten 3 ist:

(o3
<8}
[N
<8}
(o3
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Aus dieser Spur kann man ablesen, daf Loscheravam der Position 3 i\, dann
Einfigen vora am Anfang und Einfigen voniam EndeA in B transformiert. Offenbar
kann man aus jeder Spur, ddein B transformiert, auch sofort eine Spur erhalten, die
umgekehrB in Atransformiert und dieselben Kosten hat. Man muf3 dazu nur alle Ope
rationen, dieA in B transformieren, umkehren. Daher ist klar, daf3 (im Einheitskosten:
Modell) D(A,B) = D(B, A) gilt.

Offenbar kann man Spuren in der Regel auf vielfaltige Art teilen, so daf3 die Teils
selbst wieder Spuren zur Transformation kiirzerer Zeichenreihen sind. Beispielswei
kann man die (optimale) Spur

(o
o))
QD
(9]
o

=
QO
(o
QD
(9]
o
S

entlang der gestrichelten Linie teilen und erhalt zwei Spurerhakein aba undcb
in cbc transformieren.

Der Schlissel zur Berechnung einer optimalen Spur nach der Methode der dynar
schen Programmierung besteht nun in der Beobachtung, dal? jede durch Teilung ei
optimalen Spur entstandene Spur selbst wieder optimal sein muf3. Denn wére das ni
der Fall, dann kdnnte man durch Ersetzen eines nicht optimalen Teils einer optimal
Spur durch einen Teil mit geringeren Kosten die Gesamtkosten verringern, so daf? ¢
urspriinglich gegebene Spur nicht optimal gewesen sein kann. Daher kann man imn
slangere” optimale Spuren nach der Methode des dynamischen Programmierens ¢
.Klrzeren“ berechnen. Genauer besteht das Verfahren zur Berechnung der Editier
stanzD(A, B), also der Kosten einer optimalen Spur zur Transformation einer Zeicher
reiheA=a;...ay in eine Zeichenreih® = b ...by, darin, fur jedes Paafi, j) mit
0<i<mund0< j < ndie KosterD; j einer optimalen Spur zu berechnen, gie. . 3;
in bz ...bj transformiert. Wir berechnen also fiir allg mit0<i <mund 0< j <n

Di,j=D(a1...a,bs1...bj).

Dabei ist das erste Argument véndas leere Wort, falls= 0, und das zweite Argu-
ment vonD das leere Wort, fall§ = 0. Dann ist offenbar die gesuchte Editierdistanz
D(A,B) = Dmpn.

Zunachst gilt offensichtlich

Doo = D(g€) =0,
Doj = D(gbi...b)) =], furl<j<n,

da genay Einflge-Operationenin die (anfangs) leere Zeichenreihe erforderlich sinc
umbs...bj zu erzeugen. Ferner ist

Dio=D(a1...a,¢&) =i, fur1<i<m,
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da genau Lésch-Operationen nétig sind, um aais .. a; das leere Wort zu erzeugen.
Nun Gberlegen wir uns, wie wir flir> 1 undj > 1 den WertD; j ausD;j_1 j, Dj j_1
undD;_1 j_1 berechnen kénnen. Dazu betrachten wir eine optimale Spum; dieg; in
b: ...bj transformiert. Am rechten Ende dieser Spur liegt dann einer der folgenden dr
Falle vor.
Fall 1: [Andern:a und bj sind durch eine Kante miteinander verbunden, die mit 1
beschriftet ist, falls; # bj ist, und mit 0, fallsa; = bj ist]
Lait man diese Kante weg, so erhalt man eine Spur mit minimalen KDstgn 1, die
a...a_pinby...bj_1 transformiert:

Spur mit KosterDj_1j—1
Fur die KosterD; j gilt in diesem Fall

1, fallsa # bj

Di,j = Dil,j1+{ 0; fallsa = b

Fall 2: [Einflgen:b; ist nicht durch eine Kante mit einem Zeichen &userbunden]
Lart marb; weg, so erhélt man eine Spur mit minimalen Kosigp_1, dieas ... & in
b:...bj_y transformiert:

. —
Spur mit KosterD; j_1
Fur die KosterD; j gilt in diesem Fall
Dij =Dij-1+1.

Fall 3: [Loschenz; ist nicht durch eine Kante mit einem Zeichen &ugerbunden]
Lart mane; weg, so erhalt man eine Spur mit minimalen Kosien, j, dieay...a_1
in bz ...bj transformiert:

- bj_1 by |
Spur mit KosterD; 1

Fur die KosterD; j gilt in diesem Fall

Di7j = Difl,j +1.
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Wir Gberlegen uns noch, daR dies alle zu betrachtenden Falle sind. Weil eine Sg
kreuzungsfrei ist, kann es nicht vorkommen, dafind b; auf zwei verschiedenen
Kanten liegen. Schlief3lich liegt wegen der Optimalitat der Spuragdie g in by ... b;
transformiert, wenigstens eines der beiden Zeichemdb; auf einer Kante (andern-
falls wére ein Kante voa; nachb; billiger). Damit ist unsere Fallunterscheidung voll-
standig und eindeutig.

Wir erhalten insgesamt also die folgende Rekursionsformel fiir die gesuchten Wer
Dij,0<i<mO0o<j<n

Doo = O
Doj = j, furl<j<m
Dip = i, furl<i<n,

und firO0<i<mundO0< j<m

. 1; fallsa; # bj
D;,j = min{ Dil,j1+{ 0: faIIsZ i b: , Dijra+1,Digj+1}

Diese Darstellung zeigt, dafl man die Wdbg z.B. zeilenweise oder spaltenweise
und daher in ZeiO(m-n) und Platz2O(m) oderO(n) berechnen kann. Die Editierdistanz
D(A,B) =D(a1...am,b1...bn) = Dmn kann man dann in der rechten unteren Ecke der
Matrix (D;,j) ablesen.

Man kann sich eine vollstandige Ubersicht iiber alle mdglichen Spurer) B
transformieren, und Uber alle méglichen Wege zur Berechnungnderl) - (n+ 1)
WerteD; j mit Hilfe der angegebenen Rekursionsformel verschaffen. Dazu ordnet me
jedem Paa(i, j) mit 0 <i <mund 0< j < n einen (mit dem WerD; ; beschrifte-
ten) Knoten eines (planaren) Graphen zu; die Knoten werden in Form einer Matrix m
m+ 1 Zeilen undn+ 1 Spalten angeordnet. Um nicht zu viele Bezeichnungen einfih.
ren zu missen, bezeichnen wir auch den Knoten an Pogitipnmit D; . Es ist aus
dem Kontext stets eindeutig zu entnehmenDpk den Knoten an der Positiof, j)
oder dessen Wert bezeichnet. Der Knoten in der linken oberen Ecke erhalt den Wert
Die Knoten in der O-ten Zeile sind jeweils durch eine waagerechte, mit 1 beschrifte
te Kante miteinander verbunden. Jede Kante reprasentiert eine Einflige-Operation,
ausgehend vom anfangs leeren Wort das jeweils nachste Zeichdhliadart. Daher
erhalten die Knoten der O-ten Zeile auch der Reihe nach die Werte. 1,12 Entspre-
chend sind die Knoten der 0-ten Spalte jeweils durch eine senkrechte, mit 1 beschrifte
Kante miteinander verbunden. Jede Kante reprasentiert eine Losch-Operation, die
jeweils nachste Zeichen vokldscht. Daher erhalten die Knoten der O-ten Spalte der
Reihe nach die Werte 1, 2., m. Alle anderen Knoten werden nach folgendem Schema
durch mit 0 oder 1 beschriftete Kanten miteinander verbunden:
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Di1j1 Di 1,

1
Dij-1 Dij

Die Diagonalkante ist midl = 1 beschriftet, falls; # bj, und mitd = 0, fallsa; = b
ist. Sie repréasentiert also eine Anderungsoperatien b;. Entsprechend reprasentiert
die horizontale Kante eine Einfuge-Operatiors b; und die senkrechte Kante eine
Lésch-Operatio; — €. Abbildung 9.6 zeigt als Beispiel einen Graphen Al baac
undB = abac.

B = a b a c

1 N1 1
A (o) ) (@3 O,

1

Y

\\\

Dl (D)t Db ()L

b (1) ©) ©) (2 ©),
1\1\1\\1
N1 NN N1

a (@ ) 2 ) \@
o] N W
N1 N L N N1

a C& 2 2 2 \@
NN
N1 1 N1

¢ (+-E+—G——0G—+®

Abbildung 9.6

Man beachte, daR fiir@i < mund 0< j < n D ; das Minimum der Wert®; j_1+1,
Di_1,j +1undDj_qj_1+d ist. Jedem Weg von der linken oberen zur rechten unterer
Ecke entspricht eine Spur, diein B transformiert. Umgekehrt entspricht auch jeder
Spur ein solcher Weg. Wir nennen den resultierenden Graphen dah&purgnaphen
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Beispielsweise entspricht dem fett gezeichneten Weg des Spurgraphenin Abbildung
die folgende Spur:

A= Iy a a c
o]
B= a Ip a c

Falls es sich, wie in diesem Beispiel, um eine optimale Spur handelt, sind die Wer
der Knoten langs eines solchen Weges jeweils genau die Summen der Kantenbesct
tungen. Genau die Wege mit dieser Eigenschaft reprasentieren daher die optimalen S
ren und séamtliche Mdglichkeiten zur Berechnung s, = D(A, B).

In jedem Fall sind die Kosten einer Spur die Summe der Kantenbeschriftungen d
die Spur reprasentierenden Weges im Spurgraphen.

Betrachten wir jetzt das Problem, fiir eine gegebene Zddtzustellen, olbmn, <'s
ist. Natirlich kann man dieses Problem lésen, indem man(ale 1) - (n+ 1) Werte
Di,j im Spurgraphen berechnet und nachsiehDgly < sist. Das ist aber nichtimmer
noétig. Denn jede horizontale und jede vertikale Kante eines eine Spur reprasentierenc
Weges im Spurgraphen liefert den Beitrag 1 zu den Kosten der Spur. Die Gesamtkos
kénnen also héchstens dann unterhalb der vorgegebenen Schidaiten, wenn der
Weg hdchstenshorizontale und vertikale Kanten insgesamt enthélt. Weil die Zahl del
horizontalen und vertikalen Kanten, die man mindestens durchlaufen muf3, um vo
Knoten Do im Spurgraphen zum Knote; ; zu gelangen, gleichi — j| ist, folgt:
Sobald|i — j| > sist, kann der Knote; ; auf keinem Weg voDgp zu Dmn liegen,
dessen Koster s bleiben. Zur Priifung, odmy < sist, genligt es also, allg; j zu
berechnen, fur dié — j| < sbleibt. Sie liegen auf einem Streifen links und rechts von
der Diagonalen durcBq, vgl. Abbildung 9.7.

n+1

Doo .- DR -
-

1

I

]

J

m+ 1 (,\’ Di,j

i

|

1

| Dij

< Dmn

Abbildung 9.7

Insbesondere folgt natrlich, dd®,, < s nur moglich ist, wenm—n| < s ist.
Wie grof3 kann der WerDmpn hochstens sein? Offenbar nicht langer als die Lan-
ge eines Weges voBgo nach Dmpny mit minimaler Kantenzahl. Nehmen wir (wie
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in Abbildung 9.7 geschehen) ohne Einschréankung an, mafim ist, so haben al-

le Wege mitn — m horizontalen undn Diagonalkanten die minimal mogliche Kan-
tenzahl. Sie verlaufen im dunkel schraffierten Bereich von Abbildung 9.7. Es ist als
Dmn = D(A,B) < m+ (n—m) = n. Diese Beobachtung entspricht nattrlich beispiels-
weise der MdglichkeitA in B dadurch zu transformieren, da3 man die ersteBuch-
staben vorB durch Andern dem Buchstaben voA erzeugt und anschlieBend die noch
fehlendem — mBuchstaben voB durch Einflige-Operationen erzeugt.

Fallss < n—mist, gibt es sicher keinen Weg im Spurgraphen,igg mit Dy, ver-
bindet und Koster: shat, weil man auf jeden Fall wenigstems mhorizontale Kanten
durchlaufen muf3, um voBop nachDmn zu gelangen. Sonst gendigt es, die m+ 1
Diagonalen der Langmim stark schraffierten Bereich von Abbildung 9.7 auszuwerten
und je /2(s— (n—m)) kurzere Diagonalen unterhalb der Diagonalen dudgp und
oberhalb der Diagonalen duréh,,. Denn nur Wege in diesem Diagonalband kénnen
Spuren entsprechen mit Gesamtkosten,stiecht Ubersteigen. Der Aufwand zur Be-
rechnung der Wert®; j in diesem Bereich kann daher nach oben abgeschatzt werde
durch

(n—=m+1)-m+(s— (n—m))(m—1)
=sm—s+n<sm—(n—m)+n=O(s-m)

In[ ist gezeigt, dal’ man mit Pla® min(s, m,n)) auskommt, um diese Rechnung
durc Uhren.
Man erhéalt so insgesamt:

Satz 9.1 Fur zwei Zeichenreihen A a;...am und B=by...b, mit m< n und ei-
ne gegebene Zahl s kann man in Ze{sOn) und Platz @min(s,m)) feststellen, ob
D(A,B) <sist.

Die besonders regelmafige Struktur des Spurgraphen Ia3t noch weitere Verbe:
rungen, d.h. eine weitere Reduzierung des Zeit- und Platzbedarfs zur Berechnung
Editierdistanz zu. Dazu vergleiche man z..1.187].

Approximative Zeichenkettensuche

Um in einem gegebenen Tekt= a;...a, fUr ein gegebenek > 0 und ein Muster
B =bs...by, alle Vorkommen von Zeichenreih@in A zu finden, fiir dieD(B,B') < k
ist, kann man natdrlich wie folgt vorgehen: Man betrachtet fir jedes Hag) mit
1< j <} < ndas Teilstiickajaj;1...ay von A und berechnet die Editierdistanz
D(ajaj+1...ay,B). Falls sie kleiner oder gleickist, hat man ein approximatives Vor-
kommen vorB in A gefunden.

Wieviele Schritte benétigt diewive Verfahrerzur approximativen Zeichenkettensu-
che? Da es(n— 1)/2 Teilstiickea;ja;j 1 ...aj von A gibt, die betrachtet werden, und
die Prifung, ob fir die Editierdistaiix(aja;j. 1 ...ay,B) < kgilt, nach Satz 9.1 in Zeit
O(k-min(j’ — j,m)) durchgefiihrt werden kann, folgt: Das naive Verfahren findet al-
le approximativen Vorkommen vaB in A in Zeit O(n(n—1)/2-k-min(j’ — j,m)) =
O(n?-k-m). Das ist wenig praktikabel, weil im allgemeinarsehr groRR im Vergleich
zumundk ist.


Literaturverweis [187]
[187] E. Ukkonen. Finding approximate patterns in strings. 
J. of Algorithms, 6:132-137, 1985.

Literaturverweis [186]
[186] E. Ukkonen. Algorithms for approximate string matching. Information and Control, 64:100-188, 1985.

Literaturverweis [187]
[187] E. Ukkonen. Finding approximate patterns in strings. 
J. of Algorithms, 6:132-137, 1985.
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Um zu effizienteren Verfahren fiir die approximative Zeichenkettensuche zu komme
ist es zunachst vernunftig, die Problemstellung leicht zu verandern. Anstatt alle Pae
(J,§") von Indizes mit 1< j < ' < n zu finden, fur dieD(ajaj1...a,B) < Kist,
bestimmt man fir jede Stellgim TextA ein &hnlichstesbei j endendes Teilstlick von
A. Das ist ein Teilstliick vo\, das an der Positiop endet und die minimal mégliche
Editierdistanz zum MustdB hat. Wir I6sen also das folgende Problehafstelle des
oben formulierten Problems 2:

Problem?2’: (Bestimmung ahnlichster Teile)

Gegeben sind ein Te = a;...a, und ein MusteB = b ...by. Gesucht ist fur je-
desj, 1< j<neinj mitl<j <j, sodal fur jedeg” mit 1 < j” < j gilt:
D(aj ...aj,B) < D(ajr...a;,B). (Das Teilstickaj ...a; von A ist also ein zuB ahn-
lichstes Teilstiick, das an Positigrendet.)

Wir werden Problem 2so l6sen, daR wir zu jeder Textstelle nicht nur ein dort en-
dendes, dem Muster maglichst ahnliches Teilstlick finden, sondern auch die Editier
stanz zwischen diesem Teilstlick und dem MuBtbestimmen. Daher kénnen wir eine
Lésung von Problem’2auch als eine Lésung von Problem 2 auffassen: Fir jede Text
stelle j kbnnen wir feststellen, ob es Uberhaupt ein an der Siedledendes Teilstlick
gibt, das eine Editierdistanz von héchst&rmim MusterB hat; und wenn das der Fall
ist, kennen wir ein dort endendes, Biéhnlichstes Stiick voA. Die Uibrigen Teilstlicke
von A mit Editierdistanz kleiner oder gleidhzu B lassen sich daraus durch Verlangern
oder Verkirzen gewinnen.

Bestimmung &hnlichster Teile

Wir werden uns jetzt iberlegen, daf? das Probléraud ganz ahnliche Weise geldst
werden kann wie das Problem 1, namlich durch sukzessive Berechnung aller Wel
einer(m+1) - (n+ 1)-Matrix wie folgt:

Doj = 0, fur0<j<n,
Dio = i, fur0<i<m,

undfir0o<i<moO<j<m

Di,j = min{ Di17j1+{ é ]]::::22 i g: , Dij1+1,Di1j+1}.

Diese Matrix unterscheidet sich also von der Matrix zur Berechnung der Editierdi
stanz zwischer\ und B nur durch die Initialisierung der O-ten Zeile: Dort treten aus-
schlieRlich Nullen auf.

In Analogie zum Spurgraphen kénnen wir alle Welltg; in einemAbhéangigkeits-
graphenveranschaulichen. Das ist ein Graph rfiit+ 1) - (n+ 1) Knoten. Darin ist
der KnotenD; ; mit Dj_y j, Djj_1 oderDj_yj_1 durch eine Kante verbunden, wenn
der WertD; j unter Rickgriff auf diese Werte erhalten werden kann. Genauer gilt fil
i > 0undj > 0: Es gibt eine Kante zwischdd_y j undD; j, wennD;j j = Dj_1j+1
ist. Ferner gibt es eine Kante zwischen;_1 undD; j, wennD; ; = Dj j—1+ 1 ist; und
schlief3lich gibt es eine Kante zwischBp_1j—; undD; j, wennD; j = Dj_1,j—1 und
a; = bj ist oder wenrD; j = Dj_1 j_1+ 1 unda; # bj ist.



642 9 Ausgewahlte Themen
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Abbildung 9.8

Abbildung 9.8 zeigt als Beispiel den Abhéangigkeitsgraphen fur den Pext
abbdadcbc und das MusteB = adbbc .

Ahnlich wie fiir die optimalen Wege im Spurgraphen gilt féidenWeg im Abh&n-
gigkeitsgraphen, daf’ die Werte langs eines jeden Weges von links oben nach rec
unten nur zunehmen. Die Wege im Abhangigkeitsgraphen entsprechen optimalen S
ren in folgendem Sinne: Gibt es im Abhangigkeitsgraphen einen We®ygn; nach
Dij, so istaj...aj ein zub;...b; ahnlichstes, bej endendes Teilstlick voA mit
D(by...bj,aj...aj) = Dj j. Das kann man leicht durch Induktion beweisen, weil jeder
Weg zum KnoterD; j im Abhangigkeitsgraphen tiber einen der Knogn, j, D j—1
oderDj_1,j_1 fihren muf3. Man findet also ein Bu= by . .. b, &hnlichstes Teilstlick von
A, das bei Position) endet, wenn man einen Weg vBr, j zur Zeile 0 zuriickverfolgt:

Ist Dg, ;1 durch einen (nach rechts und unten gerichteten) We@®mjtverbunden, so
istajr...a; ein gesuchtes Teilstlick, vgl. Abbildung 9.9.

Der WertDn, j gibt die Editierdistanz des bgiendenden, z8 &hnlichsten Teils von
A an. So entnimmt man beispielsweise der Abbildung 9.8,athf3ein an Position 7
endendes, zum Must& dhnlichstes Teilstlck voA ist, das die Editierdistanz 2 Al
hat.

Alle Stellenj in der letzten Zeile, an denen Weilg, ; < k auftreten, sind also Stel-
len, an denen Teile voA mit Editierdistanz héchsterklszum MusterB enden kénnen.
Insgesamt erhalten wir damit:

Satz 9.2 Fir einen Text A= a; ...a, und ein Muster B= by ... by kann man in Zeit und
Platz Qm-n) zu jeder Stelle j1 < j <n, im Text ein zu B &hnlichstes, bei j endendes
Teilstlick von A finden.
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Abbildung 9.9

Dieses Ergebnis wurde von Sellers !}65] bewiesen. Es wurde spéter in vielfaltig
Weise verbessert. Ein Ziel ist dabei, rithmen zu entwickeln, die in zwei Phase
arbeiten, einer ersten, nur vanund evtl. der AlphabetgroRe abhangigen Aufberei-
tungsphase fiir das Muster und einer zweiten, dann nur noch abhangigen Textin-
spektionsphase. Daf? das prinzipiell méglich ist, zeigt folgende Uberlegung: Man kar
die Spalten des Abhangigkeitsgraphen als Zustande eines (allerdings sehr grof3en)
lichen Automaten auffassen. Man berechnet dann zunéachst alle méglichen Zustan
Ubergange voraus, d.h. zu jedem mdglichen Zustand und jedem Zeichen des zugrur
liegenden Alphabets berechnet man den Folgezustand. Dann inspiziert man den T
mit diesem endlichen Automaten. Diese und andere Verbesserungen des oben ang:
benen Verfahrens von Sellers findet man.186] und in der Ubersic.\ [68].

9.2 Parallele Algorithmen

Wir sind bisher stets davon ausgegangen, daf3 die Instruktionen von Programmen du
einen einzigen Prozessor sequentiell nacheinander ausgefiihrt werden. Als Modell
nes solchen, nach dem Von-Neumann-Prinzip aufgebauten Rechners haben wir im /
schnitt 1.1 die Random-Access-Maschine (RAM) eingefiihrt. Eine Beschleunigung vc
Algorithmen fir Rechner dieses Typs kann nur dadurch erfolgen, dafd man die A
beitsgeschwindigkeiten der einzelnen Systemkomponenten (Prozessor, Speicher,

tenUbertragungswege) erhdht. Hier ist man inzwischen fast an der Grenze des phy
kalisch Méglichen angelangt. Eine weitere Steigerung der Rechengeschwindigkeit |
jedoch erreichbar, wenn man die Von-Neumann-Architektur verlaf3t und sogenanr


Literaturverweis [165]
[165] P. H. Sellers. The theory and computation of evolutionary distances: Pattern recognition. Journal of Algorithms, 1:359-373, 1980.

Literaturverweis [186]
[186] E. Ukkonen. Algorithms for approximate string matching. Information and Control, 64:100-188, 1985.

Literaturverweis [68]
[68] G. H. Gonnet und R. Baeza-Yates. Handbook of Algorithms and Data Structures, 
2. Auflage. Addison-Wesley, 1991.
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Parallelrechner mit vielen Prozessoren benutzt, die es erlauben, mehrere Verarbeitur
schritte gleichzeitig auszufiuhren.

Parallelitat bedeutet aus algorithmischer Sicht, dal3 man Probleme daraufhin unt
sucht, ob sich mehrere zur L6sung erforderliche Teilaufgaben unabhéangig voneinan
und damit parallel erledigen lassen. Solche Verfahren kénnen dann unter Umstanc
auf geeigneten Parallelrechnern implementiert werden.

Inzwischen wurde eine groRRe Zahl verschiedener Parallelrechner vorgeschlagen
teilweise auch realisiert. Analog zur RAM hat man auch idealisierte Modelle von Para
lelrechnern vorgeschlagen und studiert. Das wichtigste Modell ist die Parallel-Randol
Access-Maschine (PRAM). Sie besteht quBrozessoreRy, ... ,P,, die samtlich auf
einen gemeinsamen Speicher zugreifen kénnen. Aul3er diesem gemeinsamen Spei
verfligt jeder Prozessor noch Uber einen privaten Arbeitsspeichep Brezessoren
sind synchronisiert, d.h. sie fihren Rechenschritte gleichzeitig, taktweise durch. E
Rechenschritt eines Prozessors besteht aus drei Phasen. Zuerst kann ein Prozessc
Inhalt einer Zelle des gemeinsamen Speichers lesen, dann eine Rechnung unter
nutzung seines privaten Arbeitsspeichers ausfiihren und schlie3lich das Ergebnis
Rechnung in eine Zelle des gemeinsamen Speichers tbertragen. Die Kommunikat
der Prozessoren untereinander erfolgt Uber den gemeinsamen Speicher. Jeder Proz
kann mit jedem anderen Daten in zwei Rechenschritten austauschen.

Man unterscheidet PRAM-Modelle haufig weiter danach, ob mehrere Prozess
ren gleichzeitig Daten aus derselben Zelle des gemeinsamen Speichers lesen ¢
dorthin schreiben dirfen. Das fiihrt zu den EREW (exclusive read exclusive write
CREW (concurrent read exclusive write) und CRCW (concurrent read concurrent wr
te) PRAM-Modellen. Wir zeigen im Abschnitt 9.2.1 an einigen einfachen Beispielen
welche Auswirkung auf die Laufzeit von Algorithmen der Wechsel des Maschinenmc
dells von der RAM zur PRAM hat.

Naturlich ist die Annahme, daf3 unbeschrankt viele Prozessoren auf dieselbe Sf
cherzelle zugreifen kénnen und so miteinander verbunden sind, nicht sehr realistis
Man kann stattdessen auch Parallelrechner betrachten, bei denen mehrere Proze
ren Uber ein sogenanntes Verbindungsnetz miteinander kommunizieren. In diesem F
sind identische Prozessoren an den Knoten eines Graphen plaziert. Die Prozesst
kommunizieren untereinander langs der Kanten des Graphen. Eine ganze Reihe un
schiedlicher Verbindungsnetze sind studiert und zum Teil realisiert worden. Die Strul
tur des Verbindungsnetzes bestimmt weitgehend, fir welche Aufgaben der paralle
Rechner besonders geeignet ist. Insbesondere ist die Frage interessant, welche Ve
dungsnetze als Basis von universellen Parallelrechnern in Frage kommen. Ein proi
nenter Vertreter eines Verbindungsnetzes ist der Shuffle-exchange-Graph. Wir werc
im Abschnitt 9.2.2 zeigen, wie das Sortieren von Zahlen in einem Netz von Prozessor
durchgefiihrt werden kann, die an den Knoten eines Shuffle-exchange-Graphen plaz
sind. Eine spezielle Form der Parallelverarbeitung auf in der Regel fur bestimmte Au
gaben spezialisierten Rechnern sind systolische Arrays und Algorithmen. Wir bringe
einige einfache Beispiele im Abschnitt 9.2.3.

Ziel dieses Abschnittes kann es nicht sein, einen auch nur einigermaf3en vollstandic
Uberblick iiber das umfangreiche Gebiet der parallelen Algorithmen und Parallelrec
ner zu geben. Es soll vielmehr an einigen Beispielen illustriert werden, daf? ein Wech:
des Rechnermodells erhebliche Auswirkungen auf die Form und Effizienz von Ldsu
gen fUr Probleme hat, die wir bisher auf Rechnern des Von-Neumann-Typs gel6st f
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ben. Als Einstieg in die umfangreiche Literatur zum Thema Parallelitat verweisen wi
auf das Lehrbuch von Leightoh)? auf die zusammenfassende Ube t [159] u
auf die Blcher von Quinn Li Parberr.45] und Petk.l4 er systo-
lische Algorithmen.

9.2.1 Einfache Beispiele paralleler Algorithmen

Fir manche sequentiellen Algorithmen liegt die Parallelisierbarkeit auf der Hand. Be
trachten wir als erstes Beispiel die Aufgabe, das Minimum in einer gegebenen Men
von N Schlisseln zu finden. Jeder sequentielle Algorithmus zur Bestimmung des M
nimums muf3 wenigsterid — 1 Schlusselvergleiche durchfiihren, vgl. Abschnitt 2.1.1.
Naturlich kann man das Minimum voN Schllsselrky, ..., ky auch tatsachlich mit

N — 1 Schlisselvergleichen auf folgende Weise finden:

min = ky;
fori:=2toNdo
if ki < minthenmin:= k;;

Offensichtlich kann man jedoch auch anders vorgehen. Man bestimmt zunachst
einem ersten Durchgarg = min(ky,kz), ki, = min(ks, ks), ks = min(ks, ke kN/2
= min(kn-1,kn). Dann bestimmt man in einem zweiten Durchgétig= mm(k’l,k’)
ky = min(kj, k) usw. Nach[log, N|] Durchgéngen hat man dann das Minimum ge-
funden. Offenbar kdnnen samtliche Minimumbestimmungen eines Durchgangs paral
aufgefuhrt werden. Nehmen wir nun an, dafl Wi/2] Prozessoren zur Verfiigung
haben und dieN Schliissel anfangs in Speicherzellefi],...,mN] des gemeinsa-
men Speichers der Prozessoren stehen. In einem ersten Durchgang lefdriAie
Prozessoren gleichzeitig jeweils den Inhalt zweier aufeinanderfolgender Speicherz
len, der letzte Prozessor eventuell zweimal denselben Schlissel, berechnen das M
mum der jeweils gelesenen Werte und schreiben es in die ¥ Speicherzellen
zurlick. Jeder ProzessBy, 1 <i < [N/2], liest alsom[2i — 1] und m[2i], berechnet
min= min(m[2i — 1], m[2i]) und speicherminin Zelle m[i]. In einem zweiten Durch-
gang leserfN/4] Prozessoren wiederum gleichzeitig jeweils den Inhalt zweier aufein.
anderfolgender Speicherzellen, berechnen das Minimum der jeweils gelesenen We
und schreiben es in die erst¢N/4] Speicherzellen zurlick usw. Nach= [log, N]
Durchgéngen steht dann das Minimum in der Speichereglle Folgende Tabelle 9.1
zeigt die Belegung des gemeinsamen Speichers nach jedem Durchgang fur ein kleil
Beispiel.

Der Inhalt der mit ,—" markierten Zellen hat sich nicht verandert. Lesekonflik-
te treten nicht auf. Es werden Werte des gemeinsamen Speichers Uberschrieben, :
Schreibkonflikte treten dabei ebenfalls nicht auf. Man kann also das MinimurNvon
Schlusseln mit einer EREW-PRAM niiN/2] Prozessoren i@(logN) Zeit berechnen.

Offenbar kann man diese abénére Fan-in-Technilbekannte Methode des Akku-
mulierens von Werten inflogN] Schritten auf eine ganze Reihe weiterer Probleme
anwenden. Wir geben einige Beispiele.

yN . & kann mit Hilfe von[N/2] Prozessoren in Ze®(logN) berechnet werden.
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17 4 47 — — —| nach 1. Durchgang
4 — — — — — | nach?2. Durchgang

1 7

15 2 43 17 4 8 47 Anfangsbelegung
2

2

2 — — — — — — | nach3.Durchgang

Tabelle 9.1

Denn nehmen wir ohne Einschrankung an, d&R- 2" ist. Wir benutzen im er-
sten Durchgang di&l/2 Prozessoren, umpi_1+ ag fir 1 <i < N/2, also die Par-
tialsummen aus je zwei Summanden, zu berechnen. Im zweiten Durchgang werc
N/4 Prozessoren benutzt, um die Partialsummen aus je vier Summanden zu berech
usw. Schlielich berechnet ein Prozessor aus den Partialsuaymen . + ay/2 und
an/2+1+ .-+ an das Ergebnis. Naturlich funktioniert dasselbe Verfahren auch flr die
Berechnung voY.; &;.

Das Produkt zweieMN x N Matrizen kann mitN® Prozessoren in Ze®(logN) be-
rechnet werden.

Zur Berechnung vo€ = A-B, mitC = (¢jj) undcij = z{;‘zlaik -byj, verwendet man
fur jedes Element der ProduktmathixkProzessoren. Mit Hilfe diesé& Prozessoren be-
rechnet man zunachst dieProduktes;s - byj, a2 - byj,. .. ,an - by j und daraus wie oben
angegeben i©(logN) Zeit das Element;; durch wiederholte Verdopplung der An-
zahl der Summanden der Partialsummen. Die insgeB&rrozessoren miissen zwar
dieselben Elemente der Ausgangsmatri&emdB gleichzeitig lesen kénnen, Schreib-
konflikte sind aber vermeidbar, so daf? sich das Verfahren auf einer CREW-PRAM in
plementieren laft.

Falls mehrere Prozessoren gleichzeitig in dieselbe Speicherzelle des gemeinsatr
Speichers schreiben dirfen, ist das Ergebnis von Schreiboperationen zunéachst nur ¢
wohldefiniert, wenn alle Prozessoren denselben Wert in eine Zelle schreiben. Mdglic
Schreibkonflikte, also der Versuch, verschiedene Werte in dieselbe Zelle zu schreibi
kénnen nach unterschiedlichen Strategien aufgelést werden, die uns hier nicht wei
interessieren. Wir wollen jedoch zeigen, da3 das MinimumN@chlisseln auf einer
CRCW-PRAM in konstanter Zeit berechnet werden kastme dafd Schreibkonflikte
auftreten. Dazu nehmen wir an, daf? die Schllssel in Zellgh...,a[N] gespeichert
sind und zusétzlicN Speicherzelleb[1], ...,b[N] des gemeinsamen Speichers genutzt
werden kénnen. Fir alleund j mit 1 <i,j < N flihren die Prozessordn; gleich-
zeitig die folgenden vier Schritte aus, die wir an einem Beispiel mit sieben Schliisse
erlautern.




9.2 Parallele Algorithmen 647

1. Schritt:R1 schreibt 0 nachli].

2. Schritt:R; liesta[i] unda[j] und schreibt eine 1 nads) genau dann, wenali] <
a[j]. Mit Ausnahme jeder Positioj) an der ein minimales Element steht, wird alsbin
die O Uberall durch eine 1 tiberschrieben. Fir das Beispiel ergibt sich folgende Belegu
vonh:

3. Schritt: B liest b[i] und schreibt eine 1 nadh{j] genau dann, wenn< j und
b[i] = 0. Dadurch bleibt nur fir das kleinstemit b[i] = 0 der Wert 0 erhalten; alle
anderen Werte werden durch eine 1 tiberschrieben. In unserem Beispiel erhalten wir

1 2 3 4 5 6 7

b: 1 0 1 1 1 1 1

4. Schritt:R4 liestb[i] und schreib#[i] nachb[1] genau dann, wenlg[i] = 0 ist. Jetzt
steht das Minimum itp[1].

Als letztes Beispiel wollen wir zeigen, wie eWerfahren zur Berechnung eines mi-
nimalen spannenden Baum@4ST) eines Graphen parallelisiert werden kann. Das in
Abschnitt 8.6 beschriebene Verfahren von Boruvka zur Berechnung des MST beste
darin, einen Wald von Teilbdumen des MST sukzessiv zum MST zusammenwachs
zu lassen. Man beginnt mit Teilbaumen, die sédmtlich nur aus je genau einem Knot
des gegebenen Graphen bestehen. Dann werden immer wieder je zwei verschied
Teilbdume durch Hinzunahme einer Kante minimalen Gewichtes zu einem Baum ve
bunden, bis ein einziger Baum, der MST, entstanden ist. Man kann versuchen, ei
parallele Version dieses Verfahrens dadurch zu erhalten, daf? man gleichzeitig Kan
minimalen Gewichts wabhlt, die verschiedene TeilbAume miteinander verbinden. W
man leicht sieht, kann eine nicht weiter eingeschrankte Wahl aber zu Zyklen fiihre
wenn im Graphen Kanten gleichen Gewichts auftreten.

Nehmen wir an, dal3 die Knoten des gegebenen Graphen mit den natirlichen Z
len 1 ..., N bezeichnet werden. Dann kann man auf den Kanten eine lexikographiscl
Anordnung ungeordneter Paare, die sogenaMitemax-Ordnung, <", wie folgt ein-
fuhren.

Es gilt fir die ungerichteten Kanten, v) und (U, V)
(u,v) < (U,V) genau dann, wenmin{u,v} < min{u’,v'} oder
(min{u,v} = min{u’,v'} undmaxu,v} < maxu,v'}).

Wahlen wir nun fur jeden Knoteineine Kante(i, j) mit minimalem Gewicht so, daf3
(i, ) die bezlglich der Min-max-Ordnung erste Kante dieser Art ist, so werden Zyklel
vermieden. Denn nehmen wir beispielsweise an, es gabe einen Dreierzyklus. Fur d
Knoteni, j undk miti < j < k seien die Kanteq, j), (j,k) und(k,i) gewahlt worden.
Weil zum Knoteni die Kante(i, j) und nicht die Kantdi, k) gewahlt wurde, muf3 fur
die Gewichtey(i, j) undg(i,k) dieser Kanten gelten:

9(i,j) <g(i,k) = g(k,i).
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Aus analogen Griinden muf3 auch
9(i,kK) <a(j,i) = g(i, J),

ak,i) <galk,j) =9(j,k)
sein. Daraus erhélt mati, j) = g(j,k) = g(k,i). Dann kann aber fif nicht die Kante
(j,k) gewahlt worden sein, weflj, i) eine Kante mit gleichem Gewicht ist, aligri) <
(j,k) gilt. Eine &hnliche Argumentation zeigt die Unmdglichkeit von Zyklen beliebiger
Lange.

Der folgende Algorithmus zur Berechnung eines minimalen spannenden Baum
stammt von Sollin. Er setzt voraus, daf? der Gr@atie Knotenmengél, .., N} besitzt
und die Kanten implizit durch die Gewichtsfunktigngegeben sind mig(i, j) = oo,
fallsi undj in G nicht miteinander verbunden sind.

procedure Sollin (G : Graph var F : Wald);
{F ist Wald von Teilbdumen des MST fiir G, am Ende ist
F={T}, TMSTfurGg
var i : integer, {Laufinde}
begin
{initialisiere F als Menge von N Teilbdumen mit genau einem Knoten
und keiner Kantg
fori:=1toNdo T ={i};
F .= {Tl,..,TN};
while |F| > 1do
begin
foreachT € F do {parallel}
begin
finde bezuglich X" erstes Paar von Knotefu, v)
mitue T,ve T' € F\{T}, g(u,v) minimal
end,
berechne neuen Wald F durch Verschmelzen von Baumen,
die durch zuvor gewahlte Kanten miteinander verbunden sind
end {while}
end {Sollin}

Wir geben ein Beispiel fur Sollins Algorithmus an. Dabei folgen wir der Konvention,
beim Verschmelzen von zwei Baum&nundT; dem neuen Baum den Nam@&gini j
zu geben. Gegeben sei der Graph aus Abbildung 9.10.

Der Initialisierungsschritt liefert den Wald = {Ty,..,Tg} mit Ty = {i}, 1<i < 8.
Nach einmaliger Ausfiihrung der Anweisungen in dérile-Schleife erhalt man den
Wald von Abbildung 9.11 mit den Teilbdum@&n= {1,3,8}, T, = {2,4,5}, Ts = {6, 7}
und den in der Abbildung 9.11 gezeigten Kanten.

Im nachsten Schritt wird nun fiF, die Kante(8,2) mit Gewicht 3, furT, diesel-
be Kante und fiiTs die Kante(6,5) gewahlt. Durch Verschmelzen der durch Kanten
verbundenen Baume entsteht ein einziger Baum, der MST aus Abbildung 9.12.

Offenbar wird die Anzahl der Baume im Wakkbei einmaliger Ausfiihrung der An-
weisungen dewhile-Schleife wenigstens um die Halfte reduziert. Daher kannwthie
le-Schleife hochstens lgN-mal durchlaufen werden.
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To

Abbildung 9.11

Nehmen wir jetzt an, wir hatten zur Ausfiihrung des Algorithmus von SbllPro-
zessoreiry, . .., Py zur Verfiigung. Fir jedes1 <i < N, wird Prozessol, dem Knoten
i zugeordnet. Wir kbnnen annehmen, dal die den Graghatistandig charakterisie-
rende Gewichtsfunktiog als Adjazenzmatrix im gemeinsamen Speichei@rozes-
soren abgelegt ist. In einem Bereigh .. N] des gemeinsamen Speichers merkt man
sich fur jeded, 1 <i < N, den Indexj des Baumedj, in dem der Knoten jeweils
liegt. Der Initialisierungsschritt besteht also darin, daR fur jadds< i < N, B den
Werti nacht[i] schreibt. Das ist parallel in konstanter Zeit ausfuhrbar. Jeder Durchlau
derwhile-Schleife kann jetzt in drei Schritten erledigt werden.

Im ersten Schritt bestimmt jeder ProzesBaten nachsten, mitverbundenen Knoten
j =nn(i), der nicht in dem Baum liegt, déenthélt. Diese Suche naah(i), d.h. nach
dem kleinsteny mit g(i, j) minimal undj ¢ Ty; kannP offenbar in ZeitO(N) erledi-
gen. Im zweiten Schritt wird jetzt fur jeden Baum eine bezliglich der Min-max-Ordnung
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Abbildung 9.12

kleinste Kante minimalen Gewichts bestimmt, die ihn mit einem anderen Baum verbi
det. Dazu inspiziert jeder Prozes$noch einmal alle mitverbundenen Knoten. Trifft
P dabei auf einen Knotek# i mit t[i] = t[k] undg(i,nn(i)) = g(i,k), weiBR, dald es
zwei Kanten minimalen Gewichts gibt, die den Baum, in dem der Knidtegt, mit ei-
nem anderen Baum verbinden kénnen, namlich die Kaftan(i)) und(i,k). P merkt
sich dann, daf3 die Kante nn(i)) nicht in Frage kommt (d.hP scheidet aus), genau
dann, wenr{i,k) < (i,nn(i)) ist. Dieser zweite Schritt ist offenbar ebenfalls parallel in
Zeit O(N) ausfuhrbar. Die im zweiten Schritt nicht ausgeschiedenen Prozessoren e
halten jetzt genau die Kanten, die zum Verschmelzen von Baumen des aktuellen Wal
herangezogen werden miissen. Das geschieht im dritten Schritt. In diesem Schritt w
den die Eintréage im Arraywie folgt verandert: Der Reihe nach teilt jeder noch aktive
Prozessor, der eine Verbindungskafit¢) gespeichert hat, allen anderen Prozessorer
mit, dal der Namenax(t[i],t[j]) durchmin(t[i],t[j]) ersetzt werden muf3. Jeder Pro-
zessor prift fir sich, ob der Knoten, den er reprasentiert, in einem Baum liegt, d
von dieser Namensanderung betroffen ist; die Namensanderung wird dann gleichze
in konstanter Zeit ausgefihrt. Damit kann das Verschmelzen von Baumen im dritte
Schrittinsgesamt in Ze®(N) ausgefiihrt werden.

Mit Hilfe von N Prozessoren kann man also jeden Durchlaufvdgte-Schleife in
Zeit O(N) ausfiihren, wobei jedesm@(N?) Einzeloperationen durchgefiinrt werden.
Wir fassen unsere Uberlegungen in einem Satz zusammen.

Satz 9.3 Fur einen gewichteten Graphen mit N Knoten kann man mit Hilfe von N Pro.
zessoren einen minimalen spannenden Baum in Z&llégyN) berechnen. Dabei wer-
den von den N Prozessoren insgesartit®ogN) Operationen ausgefiihrt.

Ein wesentlicher Grund fir den Zeitbedarf des Sollin'schen Algorithmus bei Verwer
dung vonN Prozessoren liegt darin, daR bei jedem Durchlauf durclvtite-Schleife
alle N Prozessoren Minima bestimmen mussen. Das kostet je®éN$ Schritte und
fuhrt damit zur Gesamtlaufze@(NlogN). Unter Benutzung voil? Prozessoren kann
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man die Laufzeit des Verfahrens driicken, weil man die Bestimmung des Minimum
mit je N2 Prozessoren in konstanter Zeit erledigen kann.

SchlieB3lich kann man das Verfahren von Sollin ohne Effizienzverlust auch noch al
Parallelrechnern mit stark eingeschrankten Kommunikationsméglichkeiten impleme
tieren, vgl. . Eine ausfiihrliche Ubersicht (iber parallele Graphenalgorithmen un
ihre Imple ation auf verschiedenen Parallelrechnern enthalt die A.t [154].

9.2.2 Paralleles Mischen und Sortieren

Wir untersuchen jetzt die Frage, ob durch den Einsatz von mehreren Prozessoren
zum Sortieren voiN Schlusseln erforderliche Zeit verkiirzt werden kann. Es liegt nahe
zunachst die seriellen, also fur Rechner des Von-Neumann-Typs mit nur einem Proz:
sor, entwickelten Sortierverfahren auf ihre Parallelisierbarkeit hin zu untersuchen. E
typischer Schritt in einem seriellen Sortierverfahren ist, daf der Prozessor zwei Schili
sel miteinander vergleicht. Die restlichen Schlussel stehen ,ungenutzt*im Speicher. |
ist daher naheliegend, jedem Paar von Schliisseln einen Prozessor zuzuordnen, der
solche Vergleichsoperation ausfiihren kann. Wir stellen uns also vor, daf3 der zum S
tieren benutzte Parallelrechner eine groRe, von derMalelr zu sortierenden Schliissel
abhangige Zahl von sogenanntéampare-exchange-Modutat, vgl. Abbildung 9.13.

A — L — min(AB)
Input Output

B — H — maxA,B)

Abbildung 9.13

Ein Compare-exchange-Modul (oder: Vergleichsmodul) kann zwei Werte gleichzeiti
lesen, sie miteinander vergleichen und geordnet wieder ausgeben. Der kleinere Schl
sel verlaf3t den Vergleichsmodul Giber den Im(fir: Low) und der gré3ere tiber den mit
H (fir: High) gekennzeichneten Ausgang. MeSchlissel missen auf die Compare-
exchange-Moduln verteilt werden, d.h. es ist die Frage zu beantworten, welche Schli
sel zu welchem Zeitpunkt in welchem Vergleichsmodul zusammentreffen. Wir woller
in diesem Abschnitt nicht voraussetzen, dal3 die Vergleichsmoduln Uber einen geme
samen Speicher kommunizieren. Wir suchen vielmehr ein festes Verbindungsnetz 1
die Vergleichsmoduln.
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Literaturverweis [154]
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Ein auf einem einzigen Prozessor seriell ablaufendes Sortierprogramm kann seir
Ablauf von Ereignissen abhéngig machen, die erst wahrend der Programmausfuhr
auftreten. Ein in Hardware realisiertes Verbindungsschema ist jedoch unveréanderli
Betrachten wir als Beispiel das folgende, zum Sortieren von drei Schliisseln geeigne
serielle Programmesttick.

if A> Bthen vertauschéA, B);
if B> C then begin
vertauschéB,C);
if A> Bthen vertauschéA, B)
end

Man tberprift leicht,daR fir beliebige Anfangswerte ¥oB undC die Werte dieser
Variablen nach Ausfiihrung des Programmstiicks aufsteigend sortiert sind. Es werc
aber z.B. fur die Eingab&=2,B=1,C = 3 Teile des Programms nicht ausgefuhrt. Der
letzte Vergleich ist in diesem Fall unnétig und unterbleibt. Ein aus Vergleichsmodul
aufgebautes Verbindungsnetz kann seine Struktur jedoch nicht von den Eingangsde
abhangig machen. Dennoch ist Sortieren mdglich, wie das in Abbildung 9.14 gezeig
Netz aus drei Vergleichsmoduln zeigt.

A — L L —
B — H L H —
C H

Abbildung 9.14

Den Variablem, B, C entsprechen die Eingange des Verbindungsnetzes. Es ist leic
zu Uberprifen, dalR die bdi, B, C eingegebenen Schliissel das Netz in aufsteigenc
sortierter Reihenfolge tber die drei rechten Ausgange verlassen. Wenn wir annehm
daR ein Paar von Schliisseln in einer Zeiteinheit verarbeitet werden kann, folgt sofo
daB die am linken Ende des Sortiernetzes eingegebene Folge nach drei Zeiteinhe
am rechten Ende, also am Ausgang des Netzes, in sortierter Reihenfolge vorliegt.

In seriellen Sortierverfahren spielen Merge-Strategien eine wichtige Rolle. Man ze
legt die zu sortierende Folge, sortiert die entstandenen Teilfolgen und verschmilzt ¢
sortierten Teilfolgen zur sortieren Gesamtfolge. Soll diese Technik auch fir parallels
Sortieren eingesetzt werden, so benétigt man Verschmelzungsverfahren, die es er
ben, zwei sortierte Schlusselfolgen mit immer der gleichen Operationsfolge zu ein
sortierten Folge zu verschmelzen. Wir erlautern jetzt zwei solcher Verfahren, die unt
dem NamerDdd-even-mergendBitonic-mergebekannt sind, vgll].


Literaturverweis [19]
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Wir erlautern zunachst d@@dd-even-merge-VerfahreGegeben seien zwei Folgen
ai,...,ap undby, ..., by von jeweils aufsteigend sortierten Zahlen gleicher Lange, d.h.
es gilt fur allei, 1 <i < n, g < a1 undb; < bi;1. Wir wollen diese zwei Folgen zu
einer einzigen, aufsteigend sortierten Folge der LAmgeePschmelzen. Wir 16sen die-
se Aufgabe rekursiv und nehmen der Einfachheit halber annda®K fiir eink > 0
ist. Istn = 1, werdera; undb; miteinander verglichen und in die richtige Reihenfolge
gebracht. Ish > 1, so betrachten wir zunachst die Folgen halber Langeingerad-
zahligemindexay, as, ..., an—1 undby, bz, ..., by_1 und verschmelzen sie auf dieselbe
Weise zu einer aufsteigend sortierten Falge . ., c,. Dann betrachten wir die Folgen
halber Lange migeradzahligenindexay, ay, ...,a, undby, by, ..., b, und verschmel-
zen sie zu einer aufsteigend sortierten Falge. ., d,. Nun kann man zeigen, daR fir
jedes, 1<i < n, das Element;; 1 unmittelbar vor oder unmittelbar nach dem Element
di der GréRRe nach eingeordnet werden muf3. (Einen Beweis findet m [89] oder

Wir kdnnen auscy,...,cy undds, ..., d, also eine sortierte Folge , ™ 5exn, her-
en, indem wir setzen:

€ = G

& = min(Gy1,d), firl<i<n
i1 = maxCyi,d), firl<i<n

en = an

Beispiel: Gegeben seien die aufsteigend sortierten Folgen

a: 2 15 19 43
b: 4 8 17 47

Verschmelzen der Teilfolgen mit geradzahligem bzw. ungeradzahligem Index ergibt

c: 2 4 17 19
d: 8 15 43 47

Vergleichen und gegebenenfalls Vertauschen der Raarge di), also (4,8), (17,15),
(19,43), ergibt die sortierte Folge

e: 2 4 8 15 17 19 43 47.

Es ist offensichtlich, daR das Odd-even-merge-Verfahren als Netzwerk von Ve
gleichsmoduln realisiert werden kann. Fiie 1 besteht das Netzwerk genau aus einem
Vergleichsmodul. Fiin > 1, wobei der Einfachheit halber= 2 fiir eink > 0 gelte,
hat das Netzwerk genaun Zingabeleitungen, die linear angeordnet sind, und zwar fiir
die Folgen der Eingabewerdg, b1, a3,bs,...,a,_1,bn_1 undayz, by, as,bs,...,an, by, in
dieser Reihenfolge, unchAusgabeleitungeey, e, . . . ,ex,. Nehmen wir an, wir hatten
bereits ein Netzwerk zum Verschmelzen zweier Folgen der Lapigeso erhélt man
ein Netzwerk zum Verschmelzen von zwei Folgen mit Lang&enn man es aus ge-
gebenen Netzen und Vergleichsmoduln wie in Abbildung 9.15 gezeigt zusammenset
Dabei gehort der links gezeigte Teil sich kreuzender Leitungen nicht zum Netzwerk; ¢
sorgt lediglich daftr, daR beim Zusammensetzen von Netzen die zu verschmelzenc
Eingabefolgen korrekt verzahnt an die Teil-Netzwerke weitergeleitet werden.


Literaturverweis [89]
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Abbildung 9.15

Wir nennen ein Netzwerk zum Verschmelzen von zwei sortierten Folgen mit LAngen
n/2 nach dem Odd-even-merge-Verfahren ®EM-Netz der GroRe.rDas in Abbil-
dung 9.15 gezeigte Verfahren zur Konstruktion von OEM-Netzen der Qndfesgt
unmittelbar, daR eine in ein OEM-Netz der Grifde 2% eingegebene Zahl héchstens
k Vergleichsmoduln durchléuft bis sie das Netz verlafit.

Analog zum reinen 2-Wege-Mergesort, vgl. Abschnitt 2.4.2, kann manrjetzg¥
Zahlen wie folgt sortieren: Man beginnt nmtFolgen der Lange 1 und verschmilzt sie
gleichzeitig mit -1 OEM-Netzen der GréRe'zun/2 Folgen der Lange 2. Dann ver-
schmilzt mam/2 Folgen der Lénge 2 mit22 OEM-Netzen der GroRe?zu Folgen
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der Lange 2 usw. Daraus kann man unmittelbar ein Konstruktionsprinzip fiir ein Sor-
tiernetz zum parallelen Sortieren van= 2¢ Zahlen ablesen: Ein Sortiernetz fiir zwei
Zahlen ist ein Vergleichsmodul. Ein Sortiernetz fil- 2 Zahlen erhalt man aus zwei
Sortiernetzen fun/2 Zahlen und einem OEM-Netz der Grofeie in Abbildung 9.16
dargestellt. Wir nennen ein nach diesem Prinzip aufgebautes Sortiernetz ein OES-N
der GroRRen.

N Sortiernetz N B
furn/2 Zahlen
OEM-Netz
der GroRen
N Sortiernetz N
flrn/2 Zahlen

Abbildung 9.16

Abbildung 9.17 zeigt explizit ein OES-Netz der GréRRe 8. Offenbar kénnen alle ir
einer Spalte untereinander stehenden Vergleichsmoduln des Netzes parallel arbeiter
Man kann aus dem Verfahren zur Konstruktion von OES-Netzen der Gréfg«
unmittelbar ablesen, daf3 ein in das Netz eingegebener Schlissel h6chsiens.1+
k=k(k+ 1)/2 Vergleichsmoduln durchlauft, bevor er das Netz (an der richtigen Stelle
wieder verlaf3t. Ferner enthalt ein OES-Netz der GnoB&enbar hochstengl + 2+
..+K)-n/2 Vergleichsmoduln insgesamt, fiir groR@rsogar weit weniger. Wegen
k = log, n folgt damit sofort:

Satz 9.4 n Zahlen kénnen in Zeit @g?n) mit Hilfe eines aus Mlog?n) Vergleichs-
moduln bestehenden Netzes sortiert werden.

Nicht alle in ein OES-Netz eingegebenen Schliissel durchlaufen dieselbe Anzahl v
Vergleichsmoduln, bevor sie das Netz verlassen. Wir geben jetzt ein Verfahren zu
Verschmelzen zweier sogenanrib@pnischerolgen an, das schlieflich zu einem sehr
regelmaRig aufgebauten Sortiernetz fuhrt. Eine Zahlenfolge béif$tisch wenn sie
durch Aneinanderhédngen einer absteigend an eine aufsteigend sortierte Zahlenfo
oder durch zyklische Vertauschung aus einer solchen Zahlenfolge entsteht. Hier si
einige Beispiele bitonischer Folgen, die wir auf naheliegende Weise zugleich graphis
veranschaulicht haben.
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Abbildung 9.17
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DasBitonic-merge-Verfahreiiberfiihrt zwei bitonische Zahlenfolgen in sortierte Fol-
gen. Es basiert auf der Beobachtung, daf3 eine bitonische Folge in zwei bitonische F
gen zerlegt werden kann, indem man je zwgP Positionen voneinander entfernte
Elemente miteinander vergleicht und gegebenenfalls vertauscht, wdielLange der
bitonischen Folge ist. Genauer gilt:

Lemma 9.1 Sei a= ap,...,a,1 €ine bitonische Folge. Sej b min(a;,a;,/2) und
¢ = maxa;,a;yn/2) fur 0 <i < n/2. Dann sind die Folgen k= by, ..., b,/>_1 und c=
Co; C1,- - -,Cn/2—1 €beNfalls bitonisch. Dartiberhinaus gilt & ¢; fur alle i und j.

Zum Beweis nehmen wir zunéchst an, dalR die gegebene Folge aus zwei gleichl:
gen Teilfolgen besteht, von denen die erage .., a2 1 aufsteigend und die zweite
an/2,---,an—1 absteigend sortiert ist. Die Bildung der Folgenndc ausa kann durch
Abbildung 9.18 veranschaulicht werden.

\ ¢/ Uberlagerung der

|

| \/ zwei Teilfolgen
|

| /\ vona
|

0 n/2-1 n—1 0 n/2—1

Gegebene Folge

Abbildung 9.18

Es ist klar, daf3 die so gebildeten Folgeandc bitonisch sind und alle Elemente von
c groRer als alle Elemente vdnsein missen. Man sieht leicht, daf3 die Behauptung
auch dann noch gilt, wenn die beiden Teilfolgen wunterschiedliche Lange haben
odera durch zyklische Vertauschung aus einer zunachst auf- und dann absteigend s
tierten Folge entsteht. Abbildung 9.19 zeigt ein weiteres Beispiel fur die Bildung de
Folgenb undc. O

Aus dem Lemma kann man ein rekursives Konstruktionsprinzip zur Konstruktion vo
Netzen zum Sortieren von bitonischen Folgen ablesen. Wir nennen ein Netzwerk zL
Sortieren einer bitonischen Folge mit Langeach dem Bitonic-merge-Verfahren ein
BM-Netz der GroRRe.rEin Vergleichsmodul ist ein BM-Netz der Grof3e 2. Nehmen wir
an, wir haben bereits zwei BM-Netze der Grdf§@. Dann ist das in Abbildung 9.20
gezeigte Netz ein BM-Netz der Grofle
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Abbildung 9.19

Fur die spatere Realisierung eines Sortiernetzes weisen wir bereits hier auf eine wi
tige Eigenschaft von BM-Netzen hin. Nehmen wir an, daR 2K ist und die Folgen-
indizes der in das BM-Netz der GréReeingegebenen Schliissel als Dualzahlen der
Léngek dargestellt werden. Dann kann man aus Abbildung 9.20 sofort ablesen, daf3
Schlissel, die in einem Vergleichsmodul in der ersten Spalte des Netzes miteinan
verglichen werden, Indizes haben, deren Dualdarstellung sich genau an der héchstv
tigen, alsk-ten Position von rechts unterscheidet.

Beispiel: Istn = 8, so werden in der ersten Spalte von Vergleichsmoduln die Schlis
selpaare mit folgenden Indizes in Dualdarstellung mit LAnge 3 miteinander vergliche

(000,100) (001, 101) (010,110) (011,111)

Wegen des rekursiven Aufbaus von BM-Netzen gilt eine entsprechende Aussage |
turlich auch fur die in BM-Netzen mit Grof3® 2 in Abbildung 9.20 auftretenden Ver-
gleichsmoduln.

Eine in ein BM-Netz der GréRe = 2K eingegebene bitonische Zahlenfolge verlaRt
das Netz aufsteigend sortiert, nachdem jede Zahl gknaugleichsmoduln durchlau-
fen hat. Naturlich kann man auf dieselbe Weise ein Netz konstruieren, das eine |
tonische Folge absteigend sortiert. Dazu geniigt es, die Ausdangd H der Ver-
gleichsmoduln in Abbildung 9.20 zu vertauschen und anzunehmen, dal3 die zwei in ¢
rekursiven Konstruktion eines BM-Netzes der Graflteenutzten BM-Netze der Grol3e
n/2 jeweils eine von oben nach unten absteigend sortierte Folge liefern. Wir kennzeic
nen ein BM-Netz, das eine aufsteigend bzw. absteigend sortierte Folge liefert durch ¢
.+ bzw. ,—*“. Mit Hilfe solcher Netze kann man jetzt rekursiv Netze zum Sortieren
von Folgen der Lange konstruieren. Wir nennen ein Netz dieser Art Bif-Netz der
GroRe nund nehmen der Einfachheit halber wieder an, daR2X fiir eink > 0 ist.
Fallsn = 2 ist, definieren wir als auf- bzw. absteigend sortierendes BS-Netz der Grol
2 die aus je einem Vergleichsmodul bestehenden Netze, vgl. Abbildung 9.21.

Nehmen wir an, wir haben bereits zwei BS-Netze der Grijl2edie zwei Folgen der
Langen/2 auf- bzw. absteigend sortieren. Dann erhalten wir ein BS-Netz der Grof3e
das aufsteigend sortiert, indem wir es wie in Abbildung 9.22 gezeigt mit einem BM
Netz der Grol3e verbinden. Ein BS-Netz der Gro®e das absteigend sortiert, erhélt
man analog.
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aO —_— >
BM-Netz
ap H —
der
Grofe
n/2
3n/2-2 H
an/2—1 L
an/2
3n/2+1 L
BM-Netz
der
H
Grolie
n/2
an-2 /
an-1 — H — ©n-1

Abbildung 9.20

Abbildung 9.23 zeigt explizit ein nach diesem Prinzip konstruiertes BS-Netz fiir Zah
lenfolgen der Lange 8. Die von links her erste Spalte von Vergleichsmoduln sortiert vie
Paare von Zahlen zu auf- bzw. absteigenden Folgen der Lange 2; nach der ersten S
te hat man also zwei bitonische Folgen mit Lange 4. Die né&chsten zwei Spalten v
Vergleichsmoduln stellen daraus eine bitonische Folge mit L&dnge 8 her und die letzt
drei Spalten von Vergleichsmoduln stellen daraus schlieRlich eine aufsteigend sortie
Folge her.

Abbildung 9.21



660 9 Ausgewahlte Themen
BS-Netz
- | der GroRe
n/2
> + BM-Netz
der
BS-Netz GroRe
der GrolRe n
© | n/2
Abbildung 9.22
0 0 0 0 0 |
1|+ o+ 1|+ + o+ 1|+
3l — 3l + 3l + + 3l + 3l +
_4 4 4 4 -
- 6| ~ 5| + 6| T s| t |
. ' / Y /
4 BM-Netze 2 BM-Netze der BM-Netz der GroRe 2
der GroRe 2 GroRe 2

Abbildung 9.23
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Wie im Falle des Odd-even-mergesortfolgt auch hier,rda®k Zahlen ink(k+ 1) /2
Schritten mit Hilfe eines BS-Netzes der Grdfieortiert werden kdnnen. Dabei besteht
ein BS-Netz der GroRe ausn/2 BS-Netzen der Grol3e 8/4 BS-Netzen der GroR3e 4
usw. Jedes BS-Netz der GroRelsteht wiederum auisSpalten von Vergleichsmo-
duln, die nach dem in Abbildung 9.20 angegebenen Prinzip miteinander verbund
sind. Ein BS-Netz der GroRebesteht also aud(nlog?n) Vergleichsmoduln. Damit
gilt der oben fiir OES-Netze formulierte Satz auch fir BS-Netze.

Von H.S. Stone ] wurde gezeigt, daf3 man mitm(2 Vergleichsmoduln insge-
samt auskomme n. Die Vergleichsmoduln werden allerdings mehrfach benutzt u
die Eingénge zuvor geeignet permutiert. Betrachten wir ein BS-NetzH{2* Zahlen,
also z.B. das Netz aus Abbildung 9.23 flir acht Zahlen. Es ist au8 £3+... +k
Spalten von jen/2 Vergleichsmoduln aufgebaut. Stellt man die Indizes all8chlus-
sel als Dualzahlen gleicher Langedar, so werden in der ersten Spalte Schlissel in
einen Vergleichsmodul zusammengefiihrt, deren Index sich genau an der 0-ten Pc
tion unterscheidet. Die Indizes von Schlisseln, die in Vergleichsmoduln der nachst
zwei Spalten zusammentreffen, unterscheiden sich durch die Bits an den Positionel
(in Spalte 2) und 0 (in Spalte 3) usw. Wir zahlen dabei Bitpositionen wie blich vor
rechts nach links, beginnend mit Position 0. D.h. die Bitpositionen, an denen sich d
Indizes von miteinander verglichenen Schliisseln unterscheiden, sind der Reihe n:
die folgenden Positionen:

0;1,0;210;...;k—-1,...,1 0.

Ein Shuffle-exchange-Neter GroRe = 2K ist ein Netz, das die Eingénge so vertauscht,
daf sich die Indizes je zweier aufeinanderfolgender Ausgange genau im hochstwertic
Bit unterscheiden, also im Bit an Positikr- 1. Wird dasselbe Netz zweimal hinterein-
ander durchlaufen, unterscheiden sich die Indizes der Eingénge von je zwei aufeine
derfolgenden Ausgangen an der zweithdchsten Bitposition, also an Bitpdsiti@n
usw. Abbildung 9.24 zeigt ein Shuffle-exchange-Netz der GréR3e 8.

Damit liegt es nahe, ein Sortiernetz aus einer einzigen Spalte von Vergleichsmodt
zu konstruieren und die Eingadnge mit Hilfe eines Shuffle-exchange-Netzes zunachst
lange zu permutieren, bis die Schliissel mit den richtigen Indizes in Vergleichsmodu
zusammentreffen. Abbildung 9.25 zeigt ein solches Netnfar8.

Bevor dien = 2% Schliissel miteinander verglichen werden, deren Indizes sich ai
den Bitpositionerj — 1,...,0 unterscheiden, muf3 man die Vergleichsmoduln zunéachs
.-abschalten” und die Eingande- j-mal das Shuffle-exchange-Netz durchlaufen las-
sen, fiirj von 1 bisk. Ein nach dem in Abbildung 9.25 angegebenen Prinzipré@s
(abschaltbaren) Vergleichsmoduln aufgebautes Sortiernetz mufkZisdog? n-mal
durchlaufen werden, umSchliissel zu sortieren. Man erhalt also:

Satz 9.5 Mit Hilfe eines aus p2 Vergleichsmoduln aufgebauten, nach dem Shuffle-
exchange-Prinzip verbundenen Netzes kénnen n Schliissel in @@if @) sortiert
werden.


Literaturverweis [176]
[176] H. S. Stone. Parallel processing with the perfect shuffle. IEEE Transactions on Computers, C-20(2):153-161, 1971.


662 9 Ausgewahlte Themen
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Abbildung 9.24

Weil das Sortieren von Zahlen mit Hilfe eines einzigen Prozess@&logn) Ver-
gleichsoperationen von Schlusseln erfordert, wird man nicht erwarten kénnen, daf3 ¢
Produkt der Zahl der Vergleichsmoduln eines Sortiernetzes und der zum parallelen S
tieren erforderlichen Zeit unte®@(nlogn) liegt. Das schlie3t aber nicht aus, dal3 es
Sortiernetze geben kann, dieZahlen in logarithmischer Zeit mi®(n) Prozessoren
sortieren kdnnen. Ein wichtiges, neues Ergebnis in dieser Richtung stammt von Ajt:
Komlés und Szemeréj]. Sie zeigen, daR ein@uslogn) Vergleichsmoduln beste-
hendes Netn Zahlen i itO(logn) sortieren kann.

9.2.3 Systolische Algorithmen

Der Begriffsystolische Algorithmestammt von Kung und Leisers!?]. Damit sollen

Algorithmen mit folgenden Eigenschaften charaktersiert werder-Sle kdnnen mit Hilf
weniger Typen einfacher Prozessoren implementiert werden. Der Daten- und Kontrc
fluR ist einfach und regular. D.h. die einzelnen Prozessoren lassen sich in einem reg
mafigen Netz mit nur lokalen Verbindungen anordnen. Es wird extensiv Parallelvere
beitung und das Fliebandprinzip (Pipelining) zur Verarbeitung der Daten benutzt. T
pischerweise bewegen sich mehrere Datenstréme mit konstanter Geschwindigkeit U
vorgegebene Wege im Netz und werden an Stellen, an denen sie sich treffen, pare
verarbeitet. Man stellt sich vor, da die Rechnung nach einem globalen Takt ablac
Alle beteiligten Prozessoren arbeiten schrittweise simultan. Zu jedem Zeitpunkt, d.h.
jedem Takt kann ein Prozessor nur mit seinen durch die vorgegebene Geometrie v
bundenen Nachbarn kommunizieren. Die beteiligten Prozessoren verarbeiten also ei
oder mehrere Datenstrome, indem sie rhythmisch pulsierend operieren und Daten &
nehmen, verarbeiten und weiterleiten &hnlich wie das Blut durch die Arterien gepum


Literaturverweis [4]
[4] M. Ajtai, J. Komlo's und E. Szemere'di. An O(n logn) sorting network. In Proc. 15th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, S. 1-9, 1983.

Literaturverweis [97]
[97] H. T. Kung und C. E. Leiserson. Algorithms for VLSI processor arrays. In L. Conway, Hrsg., Introduction to VLSI Systems. Addison Wesley, Reading, MA, 1980.
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Ll

e

Speicher Vergleichsmoduln

Abbildung 9.25

wird. Diese Analogie hat den Algorithmen und Arrays von Prozessoren den Name
systolisch eingebracht.

Kung und Leiserson zeigen unter anderem, wie man zwei Bandmatrizen mit Ban
weite g in einem hexagonalen Array vayf Prozessoren miteinander multiplizieren
kann. Dabei werden die Datenstréme zur Berechnung der Produkti@atri&- B so
aufeinander abgestimmt, dal3 die Ergebnismarparallel zur Eingabe voA und B
berechnet werden kann.

Wir beschranken uns auf einfachere Geometrien systolischer Netze und zeigen
reprasentatives Beispiel fur diese Klasse von Algorithmen, wie eine Matrix-Vektor
Multiplikation auf einem linearen systolischen Array durchgefiihrt werden kann. Ge
geben seien eine Matrik = (a;) und ein Vektorx = (X1,...,%)" . Die Elemente des
Produkts

(ylv"'ayn)T =A- (X]_,...,Xn)T
lassen sich wie folgt berechnen:

vy =0
Yi (k+D) Yi )+ AikXk
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o o=y

Denn durch Induktion iibék zeigt man leicht, da® = y*"Ta; -, fiir allek mit
2<k<n+1,ist.

Haufig istA einen x n Band-Matrix mit Bandweitev = p+ q— 1 undx ein Vektor
mit Langen wie in folgendem Beispiel fip = 2 undq = 3 (vgl. Abbildung 9.26).

p=2
i ,—/\-—\ _ _ _ _ _
ain aiz X1 Y1
q=3 a1 ap a3 0 X2 Y2
a31 az2 az3 ass X3 Y3
X4 Ya

42 43 Wa44 ass

as3

Abbildung 9.26

In diesem Beispiel ist
Yi = &(i—2)Xi—2 + Q(i—1)Xi—1 + i Xi + (i1 1)Xi+1-

Das Matrix-Vektor-Produkt kann nun dadurch berechnet werden, dafd man die Eleme
von A undx durch ein systolisches Array hindurchschiebt, dasvaliisear miteinander
verbundenen Prozessoren besteht, die jeweils einen Schritt zur Berechnung des |
duktsA- x ausfuhren. Genauer Ia3t sich die Rechnung wie folgt beschreibery; Die
sind anfangs Null und wandern von rechts nach links xdi@andern von links nach
rechts und dig;j von oben nach unten wie in Abbildung 9.27.

In jedem geraden Takt wird das nachgteon rechts und in jedem ungeraden Takt
das nachstg; von links eingegeben. Dia; werden abwechselnd auf die geraden und
ungeraden Prozessoren eingegeben. Die Datenstrome wéahrend der ersten vier T
veranschaulicht die folgende Tabelle 9.2.

Darin sind die von den Prozessoren durchgefiihrten Rechnungen nicht angeget
Jedesy; summiert auf seinem Weg durch das Array von Prozessoren der Reihe na
alle seine Produktterme

Q(i—2)Xi-2, Qi(i—1)Xi—1, Qi Xi, (i 1)Xi+1
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I asa as3 '
| |
! ags a2 |
| |
I ass az2 I
| |
I ao2 azy |
| |
\ a2 azi )
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-
N _
-
X1 Y1
Abbildung 9.27
Zeit/
Takt
1 X1 — Y1 —
2 — | Xuy1| — Y2
ai
3 X27yl - X17y2 —
a2 azi
4 — | XY2 | — | X1,¥3
age az2

Tabelle 9.2

= — =

Y2

665
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auf, bevor es das Array am linken Ende verlaf3t. Beispielsweise vgild@s Array im
vierten Takt mit Werty; = a11X1 + ai12Xe, hachdem der Produktteraax; im zweiten
undazoxe im dritten Takt berechnet wurde. Benachbarte Prozessoren sind jeweils a
wechselnd aktiv. Istv = p+ g — 1 die Bandweite vor\ (und ohne Einschrénkung
gerade), so werden naeh Takten die Komponenten des Produits: Ax am linken
Endprozessor ausgegeben, und zwar bei jedem zweiten Takt die nachste Kompor
te vony. Damit berechnet dieses systolische Array alléomponenten des Produkts

y = Axin Zeit 2n+w.

Die in diesem Beispiel benutzten Prozessoren sind ,gedachtnislos”. Denn die jewe
nach links oder rechts weitergegebenen Daten hangen nur von den Eingaben, aber r
von lokal zwischengespeicherten Werten ab. Im allgemeinen lat man zu, dai die P
zessoren ein (beschranktes) Speichervermdgen haben. Hat man beispielsweise eir
neare Folge voN Prozessoren und hat jeder Prozessor einen lokalen Speicher, d

zwei Schlissel aufnehmen kann, so kann man mit Hilfe eines soldHRrozessor-
Vektors N Schliissel in ZeiO(N) sortieren. Die & Schliissel werden am linken Ende
der Reihe nach eingegeben. Ein Prozessor wartet stets, bis er (erstmals) zwei Sch
sel erhalten hat. Im nachsten Takt werden dann gleichzeitig und parallel ausgefut
Weitergeben des Minimums der gespeicherten zwei Schliissel an den rechten Nacht
und Aufnahme des nachsten Schlissels von links. Schlie3t man die zu sortierende |
ge von Schlusseln dadurch ab, da man schlielich nur noch den ,fiktiven" Schdiissel
von links her eingibt, so hat nach insgesaitdchritten eine sortierte Schlisselfolge
denN-Prozessor-Vektor verlassen.

9.3 Aufgaben

Aufgabe 9.1

Verandern Sie die Funktiokmpsearchaus Abschnitt 9.1.2 so, dal3 sie nicht nur die
Position des ersten Vorkommens eines Musters von links in einem gegebenen Te
sondern alle Positionen, an denen das Muster im Text auftritt, liefert.

Aufgabe 9.2
Gegeben sei das Mustabrakadabra mit Lange 11. Berechnen Sie fiir dieses Mu-
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ster die Wertenex{ j] fur alle j mit 1 < j < 11. Geben Sie ferner die Anzahl der Ver-
gleichsoperationen zwischen den Zeichen (des deutschen Alphabets einschlief3lich
Leerzeichens und der Satzzeichen) an, die das Verfahren von Knuth-Morris-Pratt at
fuhrt, bis das Muster im Text

er sprach abrakadabra, aber ...

erstmals gefunden wird.

Aufgabe 9.3

Die Linearitat des Verfahrens von Knuth-Morris-Pratt kann man sich anschaulich fo
gendermalRen klarmachen (vighip_search Jeder Schritt (jeder Durchgang durch die
until -Schleife) bewegt entweder den Textzeiger nach rechts oder das Muster. Beic
kann jedoch hochster¢-mal geschehen, d.h. die Laufzeit ist linealNnUm dieses
Argument mathematisch umzusetzen, definieren wir Eotentialfunktion fi, j) :=

2i — j, die sich aus dem Textzeiger und der Position des Musters ergibt. Zeigen Sie, d
jeder Durchlauf durch diantil -Schleife das Potential erhdht, und folgern Sie daraus,
daf das Verfahren von Knuth-Morris-Pratt lineare Laufzeit hat.

Aufgabe 9.4

Die in diesem Text dargestellte Variante des Verfahrens von Knuth-Morris-Pratt beru
auf einem Arraynext das folgendermaf3en definiert wurde:

_— 1+ max{Og k<j —l|b1...bk: bj_k...bj,l} fallsj > 1
nexti] '_{ 0 falls j = 1

Dabei wird im Falle eines Mismatches an Stglldie Information, welches Zeichen
an Stellej gelesen wurde, nicht ausgenutzt. Die folgende Definition des Arreys
stellt dagegen sicher, daf3 das nach einem Mismatch;mérglichene Zeichen von die-
sem verschieden ist. Die Verschiebungen des Musters sind also im allgemeinen grol
als beinext Der lineare Platzbedarf bleibt jedoch erhalten.

1+max0<k<j—1

b1...bk=Dbj_k...bj_rundby 1 #bj} falls j > 1und ein solches
k existiert

0 sonst

nextlj] :=

Lésen Sie die folgenden Aufgaben:

a) Berechnen Sirextlfur das Wortabrakadabra

b) Zeigen Sie, daR siahextlin Zeit O(M) berechnen laRt (Hinweis: Benutzen Sie
nex).
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Aufgabe 9.5

Berechnen Sie die moglichen Verschiebundehta—1(a) fiir jedes Zeichea des deut-
schen Alphabets einschlielich des Leerzeichens und der Satzzeichdalizr®(j)
nach der Vorkommens- und Match-Heuristik fir das Musferakadabra und alle

j mit 1 < j < 10. Geben Sie ferner die genaue Zahl der Vergleichsoperationen zw
schen Zeichen an, die das Verfahren von Boyer-Moore bendtigt, um das Muster in de
in Aufgabe 9.2 genannten Text zu finden. Andern Sie anschlieBend das Verfahren v
Boyer-Moore so ab, daB alle Vorkommen eines Musters im Text gefunden werden.

Aufgabe 9.6

Unter einesshared-memorfProzessorarchitektur MdRCW(Concurrent Read Concur-
rent Write) versteht man eine parallele Anordnung von Prozes$aren, P,, die sich
einen gemeinsamen Speicher teilen und bei der eine beliebige Anzahl von Prozessc
gleichzeitigvon einer Speicherzelle lesen oder in eine Speicherzelle schreiben kénne
Ein Algorithmus fur diese Architektur ist zuldssig, falls zu jedem Zeitpunkt sicherge
stellt ist, daf3

e niemals gleichzeitig ein Prozessor eine Speicherzelle lesen und ein anderer in
schreiben méchte und,

o falls zwei Prozessoren gleichzeitig in eine Speicherzelle schreiben, so schreib
sie denselben Wert.

a) Entwerfen Sie zuné&chst einen sequentiellen Algorithmus, der in linearer Zeit fi
einen gegebenen Punitund ein PolygorP mit den Kanterey, ..., e, feststellt,
ob p innerhalb oder auRerhalb véhliegt. (Hinweis: Betrachten Sie die Anzahl
der Schnittpunkte eines (horizontalen) Strahls, dgv breginnt, mit den Kanten
vonP. Sie kdnnen davon ausgehen, dal alle EckerPveine vonp verschiedene
y-Koordinate haben.)

b) Entwerfen Sie einen parallelen Algorithmus fir das obige Problem, wobei ih
nen eine CRCW-Architektur zur Varfung stehe. Fir diesen und den folgenden
Aufgabenteil gelte, dal3 die Anzahl der Prozessoren gleich der Anzahl der Kantt
von P sei. Ihr Algorithmus sollte nicht mehr a@®(logn) Schritte bendtigen. (Sie
kénnen davon ausgehen, daf3 eine Speicherzelle in der Lage ist, die Beschreibl
einer Kante oder eine beliebige ganze Zahl aufzunehmen.)

c) Entwerfen Sie einen parallelen Algorithmus fir das obige Problem in eine
CRCW-Umgeling, fallsP konvex ist. Kinnen Sie eine Laufzeit véd(1) er-
reichen? Wie lange bendtigt man, wenn es nicht erlaubt ist, gleichzeitig in ein
Speicherzelle zu schreiben?

Aufgabe 9.7

Entwerfen Sie ein Netzwerk ausVergleichsmoduln, das fir beliebige Zahlenfolgen
der Langen das Maximum der Zahlen in einer Zeit v@{(logn) bestimmt. Sie kon-
nen davon ausgehen, daf} die Zahlen iibEingabeleitungen simultan an dem Netz
anliegen.
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Aufgabe 9.8

669

Gegeben seien zwei aufsteigend sortierte Fodgen.,a, undby,...,b,, d.h. es gilt fir
alle 1<i < n,daRa < a3 undb; < by 1. Seicy,...,cy die Folge von Zahlen, die sich
durch Verschmelzen der Folgaf as, as, - .. undby, b, bs, ... ergibt, unddy, ..., d, die
resultierende Folge bei Verschmelzung \@nay, ag, - .. und by, bs, bg, ... Zeigen Sie,

daR far

Sl
€2i
€2i+1
€2n

C1
min{Ci;+1,di} furi<i<n-1und
max{Ci+1,d;} furi<i<n-1und
dn

git: g <gpfirli<i<2n-1.
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