Kapitel 8

Graphenalgorithmen

Wie komme ich am schnellsten von Freiburg nach Kénigsberg, dem heutigen Kalinir
grad? Wie komme ich am billigsten von Freiburg nach Konigsberg? Wie transportier
ich ein Gut am billigsten von mehreren Anbietern zu mehreren Nachfragern? Wie or
ne ich die Arbeitskrafte meiner Firma am besten denjenigen Tatigkeiten zu, fur die s
geeignet sind? Wann kann ich friihestens mit meinem Hausbau fertig sein, wenn c
einzelnen Arbeiten in der richtigen Reihenfolge ausgefiihrt werden? Wie besuche i
alle meine Kunden mit einer kiirzestméglichen Rundreise? Welche Wassermenge ke
die Kanalisation in Freiburg hdchstens verkraften? Wie muf3 ein Rundweg durch K
nigsberg aussehen, auf dem ich jede Brlicke tber den Pregel genau einmal tberqt
und am SchluR zum Ausgangspunkt zuriickkomme? Diese und viele andere Proble
lassen sich als Probleme in Graphen formulieren und mit Hilfe von Graphenalgoritt
men l6sen. In einem Graphen wird dabei die wesentliche Struktur des Problems, befr
von unbedeutenden Nebenaspekten, reprasentiert.
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N

Abbildung 8.1

Abbildung 8.1 zeigt einen (verzerrten) Ausschnitt aus dem Stadtplan von Kénigsber
Abbildung 8.2 zeigt den dazugehdorigen Graphen. Das Wesentliche am Kénigsberg
Brickenproblem ist die Verbindungsstruktur der einzelnen Stadtteile gemaf den siek
Briicken. Jeder Stadtteil ist im Graphen durch einen Punkt, genannt Knoten, wiede
gegeben; eine Verbindung ist eine Linie von einem Knoten zu einem anderen Knote



536 8 Graphenalgorithmen

genannt Kante. In unserem Beispiel entspricht eine Verbindung gerade einer Briicl
Bereits 1736 I6ste Eul ] das Konigsberger Briickenproblem: Er stellte fest, dal3 c
gewlnschte Rundweg t mdglich ist.

Abbildung 8.2

Im Laufe dieses Kapitels werden wir Beispiele fiir andere Graphenprobleme und el
sprechende Losungsalgorithmen kennenlernen. Inshesondere kann man sich vorste
daf Verbindungen — anders als beim Kdnigsberger Briickenproblem — mit einer Ric
tung ausgezeichnet sind und in Gegenrichtung nicht benutzt werden durfen, wie et
EinbahnstralRen in einer Stadt. Ahnliches gilt bei der Kanalisation oder beim Hausb
(vgl. Abbildung 8.3, bei der ein Pfeil einem Vorgang entspricht). Betrachten wir zu
nachst solche Graphen.

Putz
anbringen anlegen

. Wande Dachstuhl Dach . Einziehen .
mauern herstellen decken
Innenausbau

fertigstellen Moblieren

Abbildung 8.3

Ein gerichteter Graph G= (V,E) (englisch:digraph) besteht aus einer Menge=
{1,2,...,|V|} vonKnoten(englisch:vertice$ und einer Meng& C V x V von Pfeilen
(englisch:edges, arck Ein Paanv,V') € E hei3tPfeil von v nach ¥ Wir nennerv den


Literaturverweis [48]
[48] L. Euler. Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis. Comment. Acad. Sci. Imper. Petropol., 8:128-140, 1736.
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Anfangs undv denEndknoterdes Pfeilgv,V); vundV heilen aucladjazentv (und
ebenso/) heil3t mite inzidentebenso nennen w&inzident mitv undv'. Wir werden
Knoten eines Graphen stets als Punkte, Pfeile als Verbindungslinien mit einer auf d
Endknoten gerichteten Pfeilspitze darstellen. Wir beschrénken uns auf endliche Meng
von Knoten und Pfeilen, also aehdliche Graphenweil E eine Menge ist, kann in
diesen Graphen jeder Pfeil hdchstens einmal auftreten (wir erlaubenpaaiaiéelen
Pfeile).

Fir die Effizienz von Graphenalgorithmen, sowohl im Hinblick auf Speicherplatz
als auch im Hinblick auf Laufzeit, ist es wichtig, Graphen geeignet zu speichern. Wi
betrachten drei naheliegende Méglichkeiten der Speicherung eines Gaph@nE).

Speicherung in einer Adjazenzmatrix

Ein GraphG = (V,E) wird in einer Boole'schefV| x |V|-Matrix Ag = (&), mit 1 <
i <|V|, 1< j <|V]| gespeichert, wobei

[ 0 falls(i,j) ¢ E;
= { 1 falls(i,j) €E.

: :
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1/0 1.2 0 0 0 1 0 O
1

° 7 9 2(0 0 0 0O 0O OO OO
3]0 0 0 0O OO O O O
6 410 0 0 0O O1 0 O O
15 5/0 0 01 0 00O O O
6(1 0 0 011 0 O O
7/(0 0 0 01 0 O O O
8/ 0 0 0O OOO O O O
y 4 90 0 0 0O OO O 1 O

(a) (b)

Abbildung 8.4

Abbildung 8.4 (b) ist die Adjazenzmatrix zum Graphen aus Abbildung 8.4 (a).
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Abbildung 8.5

Bei der Speicherung eines Graphen mit Knotenméhgeeiner Adjazenzmatrix er-
gibt sich ein Speicherbedarf v@(|V|2). Dieser Speicherbedarf ist nicht abhéngig von
der Anzahl der Pfeile im Graphen; enthalt der Graph vergleichsweise wenige Pfeile,
ist der Speicherplatzbedarf vergleichsweise hoch. Verwendet man die Adjazenzmat
ohne Zusatzinformatigrso bendtigen die meisten Algorithmen wegen der erforder-
lichen Initialisierung der Matrix oder der Berlcksichtigung aller Eintrage der Matrix
Q(IV|?) Rechenschritte.

Dem laRt sich aber mit Zusatzinformationen abhelfen, die den Platzbedarf nicht ik
O(|V|?) hinaus erhohen. Dies gelingt mit einem zuséatzlichen Beldas fiir jeden in
der Adjazenzmatrix benutzten Eintrag einen Feldeintrag enthalt; fir in der Adjazen
matrix zwar vorhandene, aber nicht mit einer Bedeutung belegte Eintrage gibt es |
Feld keinen Eintrag (vgl. Abbildung 8.5).

Nun geht es darum, fiir gegebenen Zeilenindexd Spalteninde) der Matrix A
festzustellen, o[, j] eine Bedeutung besitzt, also einen bereits benutzten Eintrag b
zeichnet. Dazu speichern wir nA{i, j] neben dem gewinschten Bit fir die Adjazenz
von Knoteni mit Knotenj einen IndexXk des Felde8. Im FeldB werden an Stell& die
Matrixindizesi und j gespeichert, wenn der Matrixeintrag Bedeutung besitzt. Im Felc
B sind stets die Eintrage mit Indizes 1 bisiaxbedeutsam. Setzen wir die Definitionen

const  knotenzahi= {Anzahl|V| der Knoter};
pfeilzahl= {Anzahl|E| der Pfeilg};
type knotentyp=1.. knotenzahl
pfeiltyp=1.. pfeilzahl
bit=0..1;
matrixeintrag= record
adjazent bit;
index: pfeiltyp
end;
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feldeintrag= record
zeile, spalte knotentyp
end;
matrix = array [knotentyp, knotentypf matrixeintrag
feld = array [pfeiltyg of feldeintrag
var  A:matrix
B : feld;
i,j : knotentyp
bmax: pfeiltyp

voraus, so ist ein Eintrad\[i, j] genau danrbedeutsanecht, gultig, wenn 1<
Ali, jl.index < bmax BJA[i,]].indeX.zeile=i und BJA][i, j].indeX.spalte= j

gelten. Damit ist es gelungen, die Initalisierung der Mag&igdurch die Initialisierung
des Felde8 zu ersetzen:

{Initialisiere A:}
{Initialisiere B:}
bmax:= 0

Die Laufzeit von Graphenalgorithmen bei Verwendung einer Adjazenzmatrix ist al
so nicht unbedingt durc®(|V|?) nach unten beschrankt. Trotzdem bleiben typische
Operationen, wie etwa das Inspizieren aller von einem gegebenen Knoten ausgeh
den Pfeile, fur Graphen mit wenigen Pfeilen ineffizient. Betrachten wir nun eine hierfu
besser geeignete Speicherungsform.

Speicherung in Adjazenzlisten

Hier wird fur jeden Knoten eine lineare, verkettete Liste der von diesem Knoten ausg
henden Pfeile gespeichert. Die Knoten werden als lineares Fel¥yémfangszeigern
auf je eine solche Liste verwaltet. Abbildung 8.6 zeigt Adjazenzlisten fur den Graphe
aus Abbildung 8.4 (a).

Diei-te Liste enthalt ein Listenelement mit Eintrafjir jeden Endknoten eines Pfeils
(i,]) € E. In pascalahnlicher Notation 1af3t sich diese Struktur wie folgt definieren:

const  knotenzahi= {Anzahl|V| der Knoter};
type knotentyp= 1.. knotenzahl
pfeilzeiger= tpfeilelement
pfeilelement= record
endknoten knotentyp
next: pfeilzeiger
end;
feld = array [knotentypof pfeilzeiger
var adjazenzlistenfeld

Fiir einen Graphe® = (V,E) benétigen Adjazenzliste®(|V| + |[E|) Speicherplat-
ze. Adjazenzlisten unterstiitzen viele Operationen, z.B. das Verfolgen von Pfeilen
Graphen, sehr gut. Andere Operationen dagegen werden nur schlecht unterstiitzt,
besondere das Hinzufiigen und Entfernen von Knoten.
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Abbildung 8.6

Speicherung in einer doppelt verketteten Pfeilliste

Die bei Adjazenzlisten fehlende Dynamik kann erreicht werden, indem man die Knc
ten in einer doppelt verketteten Liste speichert, anstatt sie in einem Feld fester Grol3e
verwalten. Jedes Listenelement dieser doppelt verketteten Liste enthalt drei Verwei
zwei davon auf benachbarte Listenelemente und einen auf eine Pfeilliste, wie bei Ad|
zenzlisten. Jede Pfeilliste ist doppelt verkettet; statt einer Knotennummer besitzt jed
Pfeillistenelement einen Verweis auf ein Element der Knotenliste.

Abbildung 8.7 zeigt eine solclimppelt verkettete Pfeillisienglischdoubly connec-
ted arc list; DCAL fiir das Beispiel aus Abbildung 8.4 (a).

Naturlich kann man bei den Listenelementen weitere Informationen speichern. In A
bildung 8.7 haben wir bei den Listenelementen fir Knoten die Knotennummer expliz
gespeichert; ebensogut kdnnte man Pfeilnummern oder ahnliches in der DCAL verw.
ten. Ohne diese Verwaltungsinformation kann eine DCAL in pascalahnlicher Notatio
wie folgt beschrieben werden:

type knotenzeiger tknotenelement
pfeilzeiger= tpfeilelement
knotenelement record
{diverse Informationen, wie z.B. Knotennuminer
pre, next knotenzeiger
pfeilliste: pfeilzeiger
end;
pfeilelement = record
next: pfeilzeiger
endknoten knotenzeiger
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Abbildung 8.7

casepfeillistenanfang booleanof
true: (kno: knotenzeige;
false: (pre: pfeilzeige)
end;
var  dcal: knotenzeiger

Wegen der etwas einfacheren Struktur werden wir die Adjazenzlistenreprasentati
von Graphen utberall dort der DCAL vorziehen, wo sich dies nicht negativ auf die Effi
zienz von Algorithmen auswirkt.

Bevor wir uns nun die algorithmische Lésung einiger Graphenprobleme genauer a
sehen, wollen wir wichtige Grundbegriffe der Graphentheorie kurz rekapitulieren. Wei
tergehende Definitionen findet man in Standardlehrbiichern zur Graphentheorie und
Graphenalgorithme ﬁ 144] und teilweise auch
Lehrbuchern tiber A .

SeiG = (V,E) ein gerichteter Graph (englisctiirected graph; Digraph Der Ein-
gangsgradenglischindegre@ indegv) eines Knotens ist die Anzahl der irveinmiin-
denden Pfeile, alsmdegv) = [{V|(V,V) € E}|. Im Digraphen des Beispiels der Abbil-
dung 8.8 isindeg0) = 1, indeq 2) = 2. DerAusgangsgradenglisch:outdegregout-
deqgv) ist die Anzahl der voiv ausgehenden Pfeile, alsatdedv) = |[{V|(v,V) € E}|.

Ein DigraphG’' = (V/,E') ist einTeilgraphvonG = (V, E), geschrieben al&’ C G, falls
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Abbildung 8.8

V' CV undE’' C Eist. FirV’ CV induziert V den TeilgrapherfV’'.EN (V' x V'),

auchUntergraphgenannt. Im durclV’ induzierten Teilgraphen findet man alatle

Pfeile aus wieder, die lediglich mit Knoten ang’ inzidieren. Der durcN —V’ indu-

zierte Teilgraph vorG wird alsG — V' notiert; fir einelementigeg’ = {V'} schreiben
wir auchG — V. Fir den Digraphen der Abbildung 8.8 ist mvit = {0,3,4,5} der
Graph(V',{(3,0),(4,5)}) ein Teilgraph; der Grap®' = (V',{(3,0),(3,4),(4,5)}) ist

der durchv’ induzierte Teilgraph.

Ein Weg (englisch:path) von v nachVv, wobeiv,V € V, ist der durch eine Folge
(o, V1, ..., Vk) von Knoten mitvg = v, vk = V' und(vi, vi+1) € E fir 0<i < kbeschriebe-
ne TeilgraphG' = (V',E’) vonG, furdenV’ = {vg,v1,...,w} undE’ = {(vi,vi41)| 0<
i < k}; kist dieLangedes Weges. Fir jedesc V gibt es also den trivialen Weg von
v nachv mit Lange 0. In dem in Abbildung 8.8 gezeigten Digraphen ist beispielsweis
die Knotenfolge (2, 3, 4, 5, 6, 2, 3, 0) ein Weg von Knoten 2 nach Knoten 0.

Ein Weg hei3einfach wenn kein Knoten mehrfach besucht wird, d.h., wenn fir alle
i,j mit0<i<j<kagilt, dalv; #vj ist. Der im Beispiel genannte Weg im Digraph der
Abbildung 8.8 ist also nicht einfach; Weg (0, 1, 2, 3, 4) dagegen ist einfach.

Ein Zyklusist ein Weg, der am Ausgangsknoten endet, also ein Weg von einem Kne
tenv nachv. Wir wollen im folgenden der Einfachheit halber triviale Wege und triviale
Zyklen, also Wege und Zyklen, die nur aus einem Knoten und keinem Pfeil bestehe
aus unseren Betrachtungen ausschliel3en. Ein Digraph hyilénfreioderazyklisch
wenn er keinen Zyklus enthéalt. Der Digraph aus Abbildung 8.8 ist also nicht zyklenfre
Er enthalt die beiden (einfachen) Zyklen (2, 3, 4, 5, 6, 2) und (0, 1, 2, 3, 0).

Manchmal interessieren wir uns fiir Wege, die nur einen Teil aller Pfeile benutze
FurF C E schreiben wiv — ¢ vV genau dann, wenn es einen Weg vamachv' gibt,
der nur Pfeile au§ benutzt. Wenrv — £ V gilt, so bezeichnen wiv’ als vonv aus
erreichbar

Wir haben Baume und Ansammlungen von Baumen bereits in anderen Kapiteln ¢
Datenstrukturen kennengelernt. Auch als Graphen haben sie eine besondere Bedeut
Ein DigraphG = (V, E) heiRtgerichteter WaldwennE zyklenfrei ist undindegv) <
1 fur alle v € V. Jeder Knoterv mit indegv) = 0 ist eineWurzeldes Waldes. Ein
gerichteter Wald mit genau einer Wurzel ist gierichteter Baun{Wurzelbauq Wie
wir schon von der Datenstruktur Baum wissen, gibt es in einem gerichteten Baum v
der Wurzel zu jedem Knoten genau einen Weg. Im Beispiel der Abbildung 8.8 ist de
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oben beschriebene Teilgragfo,3,4,5}, {(3,0)}, {(4,5)} ein gerichteter Wald mit
Wurzeln 3 und 4; der vofi0, 3,4, 5} induzierte Untergraph ist ein Baum mit Wurzel 3.

Fur einen Knotew eines gerichteten Baums ist digilbaum mit Wurzel der von den
Nachfolgern{V/|v — ¢ V'} vonv induzierte Teilgraph. Fur manche Berechnungen be-
notigen wir einen Wald, der alle Knoten eines gegebenen Digraphen enthélt. Fir ein
DigraphenG = (V,E) ist ein gerichteter Wal#V = (V,F) mit F C E ein spannender
Waldvon G. FallsW ein Baum ist, heil3#V spannender BauronG.

In vielen Fallen kommt es uns auf die Richung von Verbindungen zwischen Kno
ten nicht an. Dann vernachlassigen wir die Richtung von Pfeilen, beispielsweise it
dem wir erzwingen, dal3 zwischen zwei Knoten entweder kein Pfeil oder in jede
der beiden Richtungen ein Pfeil verlauft. Ein solcher Digr&ph- (V,E), fur den
(vV) € E <= (V,v) € E, heiBtungerichteter Graploder einfachGraph Ein Paar
((v,V),(V,v)) von Pfeilen heilf}Kante Abhangig vom modellierten Problem reprasen-
tiert eine Kante eine in beiden Richtungen gleichzeitig benutzbare Verbindung, wi
etwa eine Stral3e, oder eine wahlweise in jeder der beiden Richtungen — aber ni
gleichzeitig — benutzbare Verbindung, wie etwa ein Eisenbahngleis. Derdegad
eines Knoteng ist gerade gleiclindegv) (und ebenfall®utdedv)), also die Anzahl
der mitv inzidenten Kanten. Ein ungerichteter Graph heif3t zyklenfrei oder azyklisch
falls er keinen einfachen Zyklus mit wenigstens mit drei Pfeilen enthalt (naturlich ent
halt jeder Graph mit einer Kante bereits einen Zyklus aus zwei Pfeilen). Die Ubrige
Definitionen im Zusammenhang mit gerichteten Graphen gelten entsprechend.

Wir werden eine Kante der Ubersicht wegen stetsest® Verbindungslinie ohne
Pfeilspitze zeichnen und als,V') notieren, wobei die Reihenfolge der Knoten ohne
Bedeutung ist (manche Autoren verwenden awoi]). Davon machen wir beispiels-
weise im Algorithmus zur Berechnung der zweifachen Zusammenhangskomponent
Gebrauch (siehe Abschnitt 8.4.1). Beide KnotemdV der Kante(v,V') = (V,v) wer-
den als Endknoten bezeichnet.

8.1 Topologische Sortierung

Ein Digraph kann stets als eine binare Relation angesehen werden; ein zyklenfre
Digraph beschreibt also eine Halbordnung. Liest man etwa einen Pfeil als ,ist teur
als“, so sto3t man beim Betrachten des in Abbildung 8.4 (a) dargestellten Digrapht
auf einen Widerspruch. Eine topologische Sortierung eines Digraphen ist nun eine vo
standige Ordnung tber den Knoten des Graphen, die mit der durch die Pfeile aus
driickten partiellen Ordnung vertraglich ist. Genauer: Eine topologische Sortierung €
nes Digraphes = (V, E) ist eine Abbildungrd: V — {1,...,n} mit n=|V|, so dal3

mit (v,w) € E auchord(v) < ord(w) gilt.

Nun istG genau dann zyklenfrei, wenn es fGreine topologische Sortierung gibt.
Dies uberlegt man sich wie folgt. Es ist klar, daf} aus der Existenz einer topologisch
Sortierung die Zyklenfreiheit vos folgt. DalR es zu jedem zyklenfreien Digraphen
G = (V,E) auch eine topologische Sortierung gibt, kann man durch Induktion tber di
Knotenzahl zeigen. Fally/| = 1, dann gibt es naturlich eine topologische Sortierung:
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Man definiert einfactord(1) = 1. Falls|V| > 1, so betrachtet man einen Knotemit
indegv) = 0. Wegen der Zyklenfreiheit vo& muR3 es einen solchen Knoten geben.
Durch Entfernen vorv entsteht ein um einen Knoten verkleinerter Digraph. An des-
sen topologische Sortierung wivdszorne angeflgt. Hieraus ergibt sich unmittelbar ein
Algorithmus fir die topologische Sortierung:

Algorithmus Topologische Sortierun@srobentwurf
{liefert zu einem Digraphen & (V, E) eine topologische Sortierung
ord[knotentyp}

begin
Ifd.Nr.:=0;
while G hat wenigstens einen Knoten v mit Eingangsdrald
begin
erhdhe Ifd.Nr. uni;
ord[v] := Ifd.Nr;
G=G-v
end;
ifG=0

then G ist zyklenfrei
elseG hat Zyklen
end {Topologische Sortierung}

Es ist noch zu klaren, wie man einen Knoten mit Eingangsgrad O findet. Hier ist es n
heliegend, an einem beliebigen Knoten zu beginnen und Pfeile riickwarts zu verfolge
Da der DigraphG zyklenfrei ist, trifft man nicht mehrmals auf einen Knoten. Also en-
det das Zurtickverfolgen von Pfeilen spéatestens, wenn alle Knoten besucht worden si
Das Zuriickverfolgen von Pfeilen kann aber nur in einem Knoten mit Eingangsgrad
enden. Damit hat man einen solchen Knoten gefunden.

Wenn man dazu jedoch stets den ganzen Digraphen durchlauft, so benétigt man
Knoten wenigsten®(n) Schritte, insgesamt also wenigstéd&?) Schritte.

Es ist sicherlich effizienter, den jeweils aktuellen Eingangsgrad zu jedem Knoten :
speichern und auf dem neuesten Stand zu halten. Dann geniigt es, statt einen Knoter
G zu entfernen, die Eingangsgrade seiner direkten Nachfolger zu verringern. Um ein
Knoten mit Eingangsgrad 0 schnell zu finden, verwalten wir die Menge aller Knote
mit aktuellem Eingangsgrad 0. Diese Menge andert sich héchstens bei der Wahl eir
Knotens fir die topologische Sortierung und beim Verringern der Eingangsgrade dire
ter Nachfolger eines gewahlten Knotens. Damit ergibt sich die folgende Prazisieru
des Algorithmus fir die topologische Sortierung eines Digraphen:

Algorithmus Topologische SortierungPrazisierung
{liefert zu einem Digraphen & (V, E) eine topologische Sortierung
ord[knotentyp}

var Ifd.Nr.: 0.. knotenzahl

Gradnull; stack of knotentyp

Eingrad: array [knotentypof 0.. knotenzahi-1
begin

1. setze Eingrafl] auf den Eingangsgrad von v in G,
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fur alleve V;
2. Ubernimm alle Knoten g V mit Eingangsgra®
nach Gradnulj

3. Ifd.Nr.:=0;
4. while Gradnull £ 0 do
begin

wahle ve Gradnull
entferne v aus Gradnuyll
erhohe Ifd.Nr. uni;

ord[v] := Ifd.Nr;

{x1x} forall (v,w) € E do
{*2%} begin
{#3x} erniedrige Eingradiw] um1;
{*4x} if Eingradw] =0
{x5x} then flige w zu Gradnull hinzu
{x6%} end

end;

5. if Ifd.Nr. = knotenzahl
then G ist zyklenfrei
elseG hat Zyklus

end{Topologische Sortierung}

Die einzelnen Schritte des Algorithmus lassen sich leicht prazisieren, wenn wir di
Speicherung des gegebenen Digraphen in Adjazenzlistenform annehmen, wie einga
angegeben:

{1. setze Eingrad . .}
for v:= 1to knotenzahto EingradVv] := 0;
for v:= 1to knotenzahto
begin
p := adjazenzlistg;
while p # nil do
begin
erhdhe Eingragpt.endknotepum1;
p:= pt.next
end
end

{2. Ubernimm ..}
Gradnull:= leerer Stapel
for v:= 1 to knotenzahtio
if Eingradv] =0
then flige v zu Gradnull hinzu

{Die Zeilen{x1x} bis {x6x} in 4. while Gradnull ...}
p := adjazenzlistgy];
while p # nil do
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begin
w = pt.endknoten
{*3x};
{*4x};
{x5x};
p := pt.next
end

Damit benétigt Schritt 1 des Verfahrens eine Laufzeit @(V| + |E|); Schritt 2
kommt wegen der konstanten Zeit fur jede einzelne Stapeloperation mit einer Laufz
von O(]V|) aus, und Schritt 3 kann in konstanter Zeit ausgefiihrt werdenwiile-
Schleife in Schritt 4 wird geradp/|-mal durchlaufen; in der inneremhile-Schleife
wird jeder Pfeil im Digraphen gerade einmal inspiziert. Damit benétigt Schritt 4 eine
Laufzeit vonO(|V| + |E|). Mit der konstanten Laufzeit von Schritt 5 ergibt sich in
der Summe eine Laufzeit vo@(|V| + |E|) fur die Berechnung einer topologischen
Sortierung fiir einen Digraphed = (V,E). Ebenfalls in ZeitO(|V| + |E|) kann somit
ein DigraphG = (V, E) auf Zyklenfreiheit getestet werden.

8.2 Transitive Hulle

Beschaftigen wir uns nun mit der Erreichbarkeit von Knoten in einem Graphen, ausg
hend von anderen Knoten. So kann man sich etwa fragen, welche Knoten von ein
gegebenen Knoten aus erreichbar sind, oder ob es womdglich einen Knoten gibt, v
dem aus jeder andere erreicht werden kann. In einem Zyklus beispielsweise kann
der Knoten von jedem anderen aus erreicht werden. Um solche Fragen zu beantwor
kann es sinnvoll sein, von vornherein alle Erreichbarkeiten explizit zu berechnen. Sil
die Knoten eines Digraphen beispielsweise Stralienkreuzungen und die Pfeile verk
dende EinbahnstralRen, so ist Kreuzidngpn KreuzungX aus gerade dann erreichbar,
wenn es entweder einen Pfeil vi&nnachZ gibt oder eine Kreuzuny, die vonX aus
erreichbar ist und von der adserreichbar ist. Natirlich ist auch jede Kreuzung von
sich selbst aus erreichbar. Dies fuhrt zur Definition der reflexiven transitiven Hiille.
Ein DigraphG* = (V,E*) ist die reflexive, transitive Hilleeines Digrapher =
(V,E), wenn genau danfv,V') € E* ist, wenn es einen Weg vonnachv in G gibt.
Die reflexive, transitive Hiille (kurzille) des Digraphen aus Abbildung 8.8 enthalt
alle Pfeile zwischen Knoten, weil jeder Knoten von jedem aus erreicht werden kan
Fur den speziellen Fall, daf? der gegebene Digraph azyklisch ist, ist die Berechnung
transitiven Hulle einfacher als im allgemeinen Fall. Betrachten wir jedoch zunachst de
allgemeinen Fall.
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8.2.1 Transitive Hiille allgemein

Erinnern wir uns daran, daB wir die Existenz eines Wegesnmachyv' in G = (V,E)
mit v —¢ V' notieren. Wenn wir nun schon wissen, daf»¢ v undv —¢ V' gelten,

so kénnen wir auf die Giltigkeit vom—¢ v’ schlieBen. Damit ergibt sich unmittelbar
ein erster Ansatz eines Algorithmus zur Berechnung der transitiven Hille. Beginner
mit der AdjazenzmatriA fiir den gegebenen Digraphen suchen wir zu allen Pfeilen
(i, ) alle Pfeile(j,k) und vermerken die daraus entstehenden Pfeile in der Adja-
zenzmatrix:

Algorithmus Berechnung von Pfeilen der reflexiven transitiven Hulle

1. fori:=1to knotenzahtio Afi,i] := 1;
2. for i:=1to knotenzahtlo
for j := 1to knotenzahtlo
if Ali,j] =1then

for k:= 1to knotenzahto
if A[j,k|=1thenAli,K =1
end {Berechnung von Pfeilen}

Es ist klar, da3 mit diesem Algorithmus tatsachlich einige Wege berechnet werde
man sieht aber auch leicht, daf3 nicht alle Wege gefunden werden. Abbildung 8.9 (
zeigt ein Beispiel fur einen Graphen, 8.9 (b) dessen Adjazenzmatrix, und 8.9 (c) d.
Resultat der Anwendung des Algorithmus zum Finden von Pfeilen der reflexiven trat
sitiven Hiille. Man erkennt, daf3 alle aus bis zu zwei Pfeilen bestehenden Wege gefunc
worden sind. Der aus drei Pfeilen bestehende Weg vom Knoten 1 zum Knoten 2 wur
aber nicht entdeckt. Wege gro3erer Lange werden gefunden, wenn man den Algori
mus wiederholt solange anwendet, bis sich keine neuen Pfeile ergeben. Dies ist a
nicht besonders effizient: Bereits die einfache Anwendung des Algorithmus bendti
wegen der drei im Schritt 2 geschachtelfen-Schleifen eine Laufzeit vo®(|V|?).
Folgende Uberlegung zeigt, daf es auch schneller geht.

A | 1 2 3 4 A | 1 2 3 4
1 4 3 2 110 0 0 1 1112 0 1 1
o~ ro re_ re 2|0 0 0 O 2|0 1 0 O
3|0 1 0 O 3|0 1 1 0O
410 0 1 O 410 1 1 1
(@) (b) (©
Abbildung 8.9

Zum Auffinden eines Weges vom Knoteaum Knotenk betrachten wir nicht jede
mdgliche Zusammensetzung von Teilwegen, sondern nur eine spezielle. Ein Weg v
einem Knoteri zu einem Knoterk ist entweder ein Pfeil vonnachk oder kann so in
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einen Weg von nachj und einen Weg von nachk zerlegt werden, da die gréfite
Nummer eines Knotens auf dem Weg zwischemdk ist (ohnei und k selbst). Die
Knotennummern sind dabei die mit dem Graphen willkirlich festgelegten, also nicl
etwa die durch topologische Sortierung ermittelten. Wir ermitteln nun Wege in eine
Reihenfolge, die sicherstellt, dal} beim Zusammensetzen der beiden Weigeawbr)

und vonj nachk beide nur Zwischenknoten mit einer Nummer kleinerjatenutzen.
Dies ist der Fall, wenn unser Algorithmus fir aufsteigende Werte jvdie folgen-

de Invarianteerfullt: Fir das aktuell§ sind alle Wege bereits bekannt, die nur Zwi-
schenknoten mit Nummer kleiner gldenutzen. Es ist klar, daR die Invariante anfangs
gilt. Beim Zusammenfiigen bereits bekannter Wege benutzt jeder resultierende Weg |
Knoten, deren Nummer hdchstenist, also nur Knoten mit Nummer kleiner gjls- 1.

Da alle beim Erhéhen vopneu gefundenen Wege den Knotemenutzen missen, wird
auch jeder solche Weg tatsachlich gefunden. Damit ergibt sich der folgende Algorit|
mus fir die Berechnung der reflexiven, transitiven Hille eines Digraphen, der sich vt
dem zuvor angegebenen Algorithmus fiir das Finden von Pfeilen der Hille nur durt
das Vertauschen der beiden auRdoerSchleifen in Schritt 2 unterscheid.91]:

Algorithmus Reflexive transitive Hulle
1. fori:=1to knotenzahtlo Afi,i] := 1;
2. for j:=1to knotenzahtio
for i := 1 to knotenzahtio
if Ali,j]=1then
for k:= 1to knotenzahtlo

if A[j,k|=1thenAli,K =1

end {Reflexive transitive Hiille}

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist offensichtlich beschrankt d@gV|*). Bei na-
herem Hinsehen zeigt sich, daR die innerste defdrebchleifen nur durchlaufen wird,
wenn ein Pfeil von nachj vorhanden ist. Dieser Pfeil kann aus dem gegebenen Digra
phenG stammen; er kann aber auch im Verlauf der Berechnung der Biilemittelt
worden sein. Die innersfer-Schleife wird also nicht unbeding(|V|%)-mal, sondern
nur O(|E*|)-mal durchlaufen. Da jeder Durchlauf @(|V|) Schritten erledigt werden
kann, ergibt sich die Gesamtlaufzeit@(|V|? + |E*| - |V]).

8.2.2 Transitive Hulle fur azyklische Digraphen

Betrachten wir nun das Problem der Berechnung der reflexiven, transitiven Hiille fi
azyklische Digraphen. Wir wollen uns die topologische Sortierung zunutze mache
indem wir die dort vergebenen Ordnungsnummern gerade als Knotennummern wabhl
Wie man eine topologische Sortierung in linearer Zeit berechnen kann, wurde bere
in Abschnitt 8.1 erlautert. Wir nehmen an, daf3 der Digraph in Adjazenzlistenform, m
Knoten in topologischer Sortierung, gegeben ist.


Literaturverweis [191]
[191] S. Warshall. A theorem on Boolean matrices. J. Assoc. Comp. Mach., 9:11-12, 1962.
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Die Grundidee beim Berechnen der reflexiven, transitiven Hille besteht darin, d
Knoten in der Reihenfolge absteigender Nummern zu betrachten. Fir einen betrachte
Knoteni mit Pfeil (i, j) kennen wir wegen der topologischen Sortierung bereits alle
von j aus erreichbaren Knoten (vgl. Abbildung 8.10 (a)). Die Menge derivaums
erreichbaren Knoten besteht also agslbst und allen voi aus erreichbaren Knoten,
vereinigt Uber alle Pfeiléi, j).

i

o
. M .
L
RS bekannt

-
(@) (b)

Abbildung 8.10

Fir das aktuellé betrachten wir die Endknotender Pfeile(i, j) aus Effizienzgriin-
den in aufsteigender Reihenfolge ihrer Nummern. Falls namlich bei Pfgilenund
(i,j") mit j’ > j Knotenj’ bereits tiber Knoteperreicht werden kann, so ist die Menge
der Uberj’ erreichbaren Knoten bereits in der Menge der (jberreichbaren Knoten
enthalten, und’ mul zu diesem Zweck nicht weiter untersucht werden (siehe Abbil-
dung 8.10 (b)).

Das skizzierte Verfahren laft sich wie folgt prazisieren:

Algorithmus Reflexive transitive Hille fir azyklischen Digraphen
{liefert zu einem in Adjazenzlistenreprésentation gegebenen,
topologisch sortierten, azyklischen Digrapher=GV, E) die reflexive,
transitive Hille von G im Feld erreichbablknotentyp}
var i, j,k: knotentyp
erreichbar: set ofknotentyp
erreichbarab: array [knotentypof list of knotentyp
begin
erreichbar:= 0; {ab Knoten i als erreichbar bekannt
for i := knotenzahtlownto 1 do
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begin
erreichbarab|i] := {i};
erreichbar:= {i};
forall (i, j) € E mit aufsteigendemdo
if j ¢ erreichbarthen
for all k € erreichbarab[j] do
if k ¢ erreichbarthen
begin
fuge k zu erreichbar hinzu
fige k zu erreichbaab]i] hinzu
end;
{setze erreichbar=0:}
for all k € erreichbarabyi] do
entferne k aus erreichbar
end
end {Reflexive, transitive Hulle fur azyklischen Digraphen}

DaR dieser Algorithmus gera@ berechnet, zeigen folgende Uberlegungen. Es soll-
te klar sein, daf3 der Algorithmus nur Pfeile disfindet. Durch ein Widerspruchsar-
gument kann man sich davon Uberzeugen, daf} er alle PfeilE*aaach tatséchlich
findet. Nehmen wir dazu an, dal es einen Pfeil in der Hiille gibt, den der Algorithmt
nicht findet. Wahlen wir dannals die gréRte Nummer, fir die der Algorithmus den
Pfeil (i,h) der Hulle nicht findet. Wenfi, h) nicht gefunden wird, muf@,h) ¢ E gel-
ten. Betrachten wir jetzt den langsten Weg,...,h voni nachh. Weil i die grofite
solche Nummer ist, befindet si¢hin der Listeerreichbarab[j]. Bei der Betrachtung
des Pfeilqi, j) ist die Bedingung ¢ erreichbarerfillt, weil der Weg von Uberj nach
h der langste ist. Also wirth zur Listeerreichbarab]i] hinzugefugt. Damit hat aber der
Algorithmus den Pfeili, h) gefunden, ein Widerspruch zur Annahme.

Fur jeden Knoten sind die ab Knoten erreichbaren Knoten einerseits als lineare
Liste erreichbaralyi] gespeichert. Alle Listenelemente kénnen der Reihe nach besucl
werden, in konstanter Laufzeit pro Listenelement. Au3erdem kann jede Liste um we
tere Elemente erganzt werden, ebenfalls in konstanter Laufzeit pro Listenelement. A
dererseits sind die ab dem aktuellen Knoten erreichbaren Knoten als Menge (Bitvek
erreichbargespeichert, damit das Enthaltensein eines Knotens in dieser Menge in kc
stanter Zeit gepruft werden kann; das Hinzufligen eines Elements zur Menge und ¢
Entfernen eines Elements aus der Menge ist ebenfalls in konstanter Zeit moglich. C
mit bendtigt eine Abarbeitung der innersten der drei geschachfeltedchleifen eine
Schrittzahl, die proportional ist zur Anzahl der pbrreichbaren Knoten. Das fiir jeden
weiteren Durchlauf der au3erstéor-Schleife erforderliche Zuriicksetzen der Menge
der voni aus erreichbaren Knoten auf die leere Menge wird mit der entsprechends
for-Schleife in einer Schrittzahl erledigt, die proportional ist zur Anzahl der ab
reichbaren Knoten. Die mittlere der drei geschachtdtierSchleifen wird gerade ein-
mal fur jeden Pfeil ausgefihrt. Wir miissen uns noch fragen, wie oft die innerste der di
geschachteltefor-Schleifen zur Ausfilhrung kommt. Dazu betrachten wir fiir einen ge-
gebenen azyklischen Digraphén= (V,E) denreduzierten Graphen & = (V, Ereq),
der durchEeq = {(i, J)|(i,]) € E, Zk, i Zk# ], mit (i,k) € E*, (k,j) € E*} definiert
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ist. Greq ist also gerad& ohne transitive Pfeile. Die Definition des reduzierten Graphen
ist so gewahlt, daG* = G| gilt.

Dal die innerste der drei geschachtef@mSchleifen im Algorithmus nur fir Pfei-
le des reduzierten Graphen ausgefuhrt wird, sieht man wie folgt. Betrachten wir eine
Pfeil (i, j), der nicht zum reduzierten Graphen gehért. Dann gibt es im reduzierten Gr:
phen Pfeilgi,k) und(k, j), wobei wegen der topologischen Sortierdkng j gilt; dem-
nach wird Pfeil(i, k) vor (i, j) betrachtet. Weif vonk aus erreichbar ist, wirdl bereits
bei der Betrachtung des Pfeilgsk) zur Mengeerreichbarhinzugefiigt. Beim Betrach-
ten des Pfeilsi, j) ist dann die fur die Ausfiihrung der innersfen-Schleife geforderte
Bedingung nicht erfullt.

Bringen wir nun unsere Uberlegungen zur Laufzeit des Algorithmus zur Berect
nung der Hulle zum Ende. Die letzter-Schleife kostet einen Rechenschritt fiir jeden
Pfeil der Hulle, also insgesamt Z&X(|[E*|). Die innerste der drei geschachtelfen-
Schleifen wird fiir jeden Pfeil des reduzierten Graphen ausgefiihrt. Schlimmstenfal
sind jedes Mal gréRenordnungsmaRig alle Knoten erreichbar; dann ergibt sich hierf
insgesamt eine Laufzeit vaD(|Ereq| - |[V]). Alle anderen Schritte zusammen kénnen in
LaufzeitO(|V|) ausgefuhrt werden. Somit kann die reflexive, transitive Hillle eines azy
klischen Digraphef® = (V, E) in Zeit O(|V| - |Ereq|) = O(V| - [E|) = O(|V|?) ermittelt
werden.

8.3 Durchlaufen von Graphen

Fir manche Probleme ist es wichtig, alle Knoten eines Graphen zu betrachten. So ke
man es etwa einer in einem Labyrinth eingeschlossenen Person nachfiihlen, dal sie
ne samtliche Kreuzungen von Gangen des Labyrinths in Augenschein nehmen will. D
Gange des Labyrinths sind hier die Kanten des Graphen, und Kreuzungen von Gang
sind Knoten. Das Betrachten oder Inspizieren eines Knotens in einem Graphen nel
man auch ofBesuchemles Knotens. Manchmal ist es wichtig, die Knoten nach einer
gewissen Systematik zu besuchen. So kann man sich leicht vorstellen, daf3 eine einze
Person im Labyrinth einem Gang zunéchst eine ganze Weile folgt, bevor sie vielleic
schlief3lich kehrt macht, also mit der Suche zunéachst ,in die Tiefe" des Labyrinths geh
suchen dagegen mehrere Personen gleichzeitig, so werden sie eher vom Startpunkt
ausschwarmen, also ,in die Breite" gehen.
Wir werden im folgenden di&iefensucheind dieBreitensucheals zwei Spezialfal-

le eines allgemeinen Knotenbesuchsalgorithmus kennenlernen. Es ist ganz erstaunl
wieviel Information Uber die Struktur eines Graphen man alleine durch systematisch
Besuchen der Knoten erhalten kann. Stellt etwa ein Graph ein Computernetz dar, wo
die Knoten des Graphen Computer und die Kanten des Graphen Verbindungsleitunc
zwischen Computern sind, so kann man die Frage, ob nach dem Ausfall eines belie
gen Computers die anderen noch miteinander kommunizieren kénnen, durch syster
tisches Besuchen aller Knoten I6sen. Mittels spezialisierter Knotenbesuchsalgorithm
kann man aber nicht nur entscheiden, ob ein gegebener Gnamfach zusammenhéan-
gend— wie fiir das Computernetz gefordert — ist, sondern man kann auch die gréf3te
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zweifach zusammenhangenden Teilgraphen (die zweifachen Zusammenhangskorn
nenten des Graphen) berechnen. Das Gerust der Knotenbesuchsalgorithmen ist d
stets dasselbe:

Algorithmus-Gerlst Besuche Knoten
{besucht in einem gegebenen Graphen oder Digraphen(& E) der
Reihe nach alle Knotén
var B : set ofknotentyp
{Menge der bereits besuchten Knaen
begin
B := {b}, wobei b ein erster besuchter Knoter ist
forall ec E do
markiere e als unbenutzt
while es gibt unbenutzte Kante/Pféiv') € E mit ve B do
begin
markiere(v,V) als benutzt
B:=BU{V}
end
end {Besuche Knoten}

Man Uberlegt sich leicht, daB am Ende der Ausfiihrung des AlgorithmBesuche
Knotendie Menge aller voib aus erreichbaren Knoten enthalt. Wir miissen noch prazi
sieren, wie die MengB implementiert werden soll und welche unbenutzte Kante/Pfeil
in der while-Schleife als jeweils ndchste gewahlt werden soll. Damit diewdide-
Schleife kontrollierende Bedingung schnell Gberprift werden kann, speichern wir ni
ben der Meng® noch eine weitere KnotenmengeC B derjenigen Knoten iiB, von
denen noch unbenutzte Kanten oder Pfeile ausgehen kénnen Radewon B. Dann
kdnnen wir den Knotenbesuchsalgorithmus wie folgt formulieren:

procedure Durchlaufe G= (V,E) ab Knoten b
begin
B:={b}; R:={b};
while R# 0do
begin
wéhle Knoten e R;
if es gibt keine unbenutzte Kante/PfeilV') € E
thenldsche v aus R
else
begin
sei(v,V) die néchste unbenutzte Kante/PfeiE;
if vV ¢ Bthen
begin
B:=BU{V};
R:=RuU{Vv}
end
end
end {while}
end{Durchlaufe}

Um zu entscheiden, welche DatenstrukturenBiimd R am besten gewahlt werden
sollten, betrachten wir die m& undR auszufiihrenden Operationen. Wir miisBeals
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leere Menge initialisieren, ein Element Bthinzufligen und priifen kénnen, ob ein ge-
gebener Knoten iB enthalten ist. FUR mussen wir neben der Initialisierung als leere
Menge ein Element hinzufiigen kdnnen, prifen kénneR leler ist, ein beliebiges Ele-
ment wahlen kdnnen und ein gewahltes Elementriestfernen kdnnen. Dabei ist das
Initialisieren vonB undR die einzige Operation, die beim Durchlaufen eines Graphen
nur einmal ausgefiihrt wird; alle anderen Operationen werden wiederholt ausgefiihrt.
Wabhlen wir firB ein Boole'sches Array mit einem Element pro Knoten undRur
eine Schlange oder einen Stapel, so bendtigt jede Operation au3er dem Initialisiel
von B nur eine konstante Schrittzahl; das Initialisieren #kann inO(|V|) Schrit-
ten ausgefihrt werden. Um fur jeden Knotea V schnell entscheiden zu kénnen, ob
es noch eine unbenutzte Kante oder einen unbenutzten(Rféil € E gibt, und um
gegebenenfalls die nachste solche Kante zu wahlen, speichern wir zuséatzlich fiir jec
Knotenv einen Zeigeip|v], der auf die néchste ungenutzte Kante in der Adjazenzliste
des Knoterv zeigt. Mit den zusatzlichen Definitionen

var B:array [knotentypof boolean
R: stack ofknotentyp
p: array [knotentypof pfeilzeiger

kénnen wir die Prozedur fiir das Durchlaufen an zwei Stellen wie folgt prazisieren:

1. es gibt keine unbenutzte Kante/PfgilV') € E :
p[v] = nil

2. sei(v,V) die nachste unbenutzte Kante/PfeiE :
v := p[v] 1.endknoten
pv] := p[v] T.next
Die von der Prozeduburchlaufebendtigte Zeit ist proportional zur Summe der An-

zahlen der vom Startknotdnaus erreichbaren Knoten und Kanten/Pfeile, weil jeder
Schleifendurchlauf nur konstant viele Schritte bendétigt und einen Knoten oder eir
Kante betrachtet, die danach nicht mehr betrachtet werden. Damit kénnen alle Kn
ten eines Graphen in hochstedgV | + |E|) Schritten besucht werden.

8.3.1 Einfache Zusammenhangskomponenten

Betrachten wir zunachst eine der einfachsten Anwendungen des linearen Knotenl
suchsalgorithmus. Hier geht es darum, zu einer gegebenen NWemitseiner symme-
trischen, bindren Relatidd C V x V, deren reflexive, transitive Hiille eine Aquivalenz-
relation ist, die Aquivalenzklassen zu bestimmenVistie Menge der Knoten und
die Menge der Kanten eines ungerichteten Graphen, so sind dies gerade die gror:
zusammenhé&ngenden Teilgraphen @# (V,E).

Genauer: Ein ungerichteter Graghheil3t genau danmusammenhangenaienn es
fir jedes Knotenpaaw, V) € V einen Weg vorv nachV gibt. EineZusammenhangs-
komponenteon G ist ein (beziiglich Mengeninklusion) maximaler zusammenhangen:
der Untergraph vort. Ersetzen wir nun in der ProzedDwurchlaufedie Anweisung
B := {b} durchB := BU {b}, so berechnet der folgende Algorithmus gerade die Zu-
sammenhangskomponenten eines ungerichteten Gr&phe(V, E):
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Algorithmus Zusammenhangskomponenten
for v:= 1 to knotenzahtlo p[v] := adjazenzlistp/;
B:=0;
for v:= 1to knotenzahtlo
if vg¢ B
then Durchlaufe G ab Knoten v
end {Zusammenhangskomponenten}

Jeder Aufruf der Prozeduburchlaufeim AlgorithmusZusammenhangskomponen-
tenbesucht die Knoten der Zusammenhangskomponente, die den Startkeatedlt,
und flgt diese zur Mend@ hinzu. Die Laufzeit des Algorithmudusammenhangskom-
ponenterergibt sich damit z©(|V| + |E|).

8.3.2 Strukturinformation durch Tiefensuche

Um beim systematischen Durchlaufen eines Graphen mehr tiber dessen Struktur zu
fahren, wollen wir dieses nun naher in Augenschein nehmen. Betrachten wir zunacl
anhand eines Beispiels den Unterschied, der sich ergibt, wenn wir zum einen die nc
unbenutzten Kanten als Stapkdt in first ou), zum anderen als Schlandast in first

out) verwalten. Abbildung 8.11 (a) zeigt einen Digraphen und eine Adjazenzlistenre
prasentation; Abbildung 8.11 (b) und 8.11 (c) zeigen die EntwicklungRvals Stapel
und als Schlange.

IstRals Stapel realisiert, so trifft man die Knotenin der Reihenfolge 1, 4, 5, 3 erstmal
an; Knoten 2 ist von Knoten 1 aus nicht erreichbar. Ist dag&gas Schlange realisiert,
so ergibt sich die Reihenfolge 1, 4, 3, 5.

Bei Verwendung eines Stapels f& reden wir vonTiefensuchdgenglisch:depth
first search; DF$, bei einer Schlange vdBreitensuchéenglisch:breadth first search;
BFS. Die Tiefensuche bietet sich oft fiir Zusammenhangsprobleme an, die Breite
suche dagegen fiir Distanzprobleme, wie wir spater noch sehen werden. Fir man
Algorithmen, in denen es um Aussagen Uber die Struktur des gegebenen Graphen g
ist die Tiefensuche von besonderer Bedeutung. Dabei betrachtet man nicht nur die R
henfolge, in der man Knoten erstmals antrifft, sondern beispielsweise auch die Reihe
folge, in der man Knoten vom Stagewieder entfernt. In unserem Beispiel ist dies die
Reihenfolge 5, 4, 3, 1. Die relative Position eines Knotens in der Reihenfolge, in der d
Knoten auf den Stap& abgelegt worden sind, nennen wir ddgpth-first-begin-Index
(DFBI) eines Knotens. Im Beispiel der Abbildung 8.11 sind die DFBIndizes der Knotel
1,4,5und 3 gerade 1, 2, 3 und 4. Entsprechend bezeichen wleatls-first-end-Index
(DFEI) eines Knotens seine relative Position in der Reihenfolge, in der die Knoten vol
StapelR entfernt werden. Im Beispiel der Abbildung 8.11 sind also die DFEIndizes de
Knoten 5, 4, 3und 1 gerade 1, 2, 3 und 4.

Formuliert man die Prozedur fur das Durchlaufen eines Graphen ab einem Startkr
tenb rekursiv, anstatt explizit einen Stapel flerzu benutzen, so entspricht der DFB-
Index gerade einer beim Prozeduraufruf vergebenen laufenden Nummer, der DFE
dex einer beim Beenden des Prozeduraufrufs vergebenen Nummer. Wenden wir die
Baumen dbliche Terminologie (vgl. Kapitel 5) auf den Baum der rekursiven Aufrufe
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Abbildung 8.11
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an, so ist der DFBIndex gerade die Knotennummétamniptreihenfolgépreorde, der
DFEIndex diejenige ilNebenreihenfolgéostorde).

Wir unterscheiden au3erdem bei einem Digraphen die Pfeile nach der Rolle, die
bei einer Tiefensuche spielen. Dazu teilen wir die Menge aller Pfeile in vier Klasse
ein. Die Pfeile, denen die Tiefensuche folgt, die also als unbenutzte Pfeile gewal
werden, heiReBaumpfeiledie MengeBP der Baumpfeile bildet demiefensuchbaum
(DFS-Baum) vom Startknoten der Tiefensuche aus. Im Beispiel der Abbildung 8.11 i
BP={(1,4),(4,5),(1,3)}; die Pfeile inBP kdnnen an den obersten beiden Elementen
des Stapel® abgelesen werden, wenn ein neuer Knoten auf den Stapel abgelegt wi
Pfeile, die zu einem bereits erreichten Nachfolgerknoten im DFS-Baum fiihren, heif3
Vorwartspfeile Jeder Pfeil in der Meng¥€P der Vorwartspfeile gehort zur transitiven
Hulle der Baumpfeile und kiirzt einen Weg der Lange mindestens 2 im DFS-Baul
ab. Im Beispiel der Abbildung 8.11 ist bei einer Tiefensuche ab Knoten 1 gerade d
Pfeil (1,5) ein Vorwartspfeil Rickwartspfeilsind all diejenigen Pfeile, die von einem
Knoten im DFS-Baum zu einem Vorganger dieses Knotens im DFS-Baum weisen. .
der Pfeil in der Mengé&kP der Riickwartspfeile bildet also mit dem DFS-Baum einen
Zyklus. Im Beispiel der Abbildung 8.11 ist der Pf¢8,1) der einzige Rickwartspfeil
fur die Tiefensuche ab Knoten 1. Alle anderen Pfeile heBeitwartspfeileSPist die
Menge aller Seitwartspfeile.

Die folgende rekursiv formulierte Prozedur fir die Tiefensuche illustriert die Be-
rechnung der Knotenindizes und die Klassifikation der Pfeile mit Hilfe eines kleinel
Programmstiicks:

procedure DFS fiir G ab Knoten v, kommend von w
begin
if vg B
then {v noch nicht besucht
begin
B:=BU{v};
BP:=BPU {(w,V)};
erhéhe dfbi uni; {aktueller DFBIndeX
DFBI[v] := dfbi;
forall (v,V') € E do
DFS fur G ab ¥, kommend von;v
erhéhe dfei uni; {aktueller DFEIndeX
DFEI[v] := dfei
end
else{v bereits besuchtklassifiziere Pfej
begin
if w—gpV
then VP:= VP U{(w,v)}
else ifv —gpw
then RP:= RPU{(w,V)}
elseSP:= SPU{(w,v)}
end
end{DFS}
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begin
B:=0;
dfbi:= dfei:=0;
BP:=VP:=RP:=SP:=0;
DFS fur G ab v, kommend von nirgends
end

Wir haben noch nicht klargestellt, wie man denn die Bedingungen-gp v und
v —§p W fur das Klassifizieren eines Pfeils als Vorwartspfeil, Rickwartspfeil oder
Seitwartspfeil effizient Giberprifen kann. Hier helfen uns der DFBIndex und der DFEIn
dex. Von einem Knotew kommt man im Tiefensuchbaum genau dann zu einem Knoter
v, wenn der Aufruf der Prozed@=Sfir wvor dem Aufruf vorDFSfir vliegt undDFS
fir v friiher abgeschlossen ist als fiir Anders ausgedriickt heil3t das, daR—g5p v
genau dann gilt, wenDFBI[w] < DFBI[v] und DFEI[w] > DFEI[v] gelten. Ein Pfeil
(w, V) ist genau dann ein Baumpfeil oder ein Vorwartspfeil, weBI[w] < DFBI[V]
gilt. Andernfalls ist ein Pfeil ein Ruckwarts- oder Seitwartspfeil. Damit ergibt sich fur
die Tiefensuche eine Laufzeit vad(|V| + |E|).

Bei ungerichteten Graphen sind die Verhaltnisse einfacher. Zunachst kann es ke
Seitwartskanten geben, weil eine Tiefensuche einer solchen Kante folgen wiirde. Nat
lich bilden die Baumkanten einen Baum der durch die Tiefensuche erreichten Knote
Alle anderen Kanten werden durch die Tiefensuche zu Riickwartskanten. Mit diese
Uberlegungen geniigt es also, bei der Tiefensuche fiir jeden Knoten bzw. Pfeil eil
konstante Anzahl von Schritten aufzuwenden.

Wir wollen im folgenden Abschnitt ein Beispiel fir die Anwendung der Tiefensuche
betrachten; weitere Beispiele findet man etw'121].

8.4 Zusammenhangskomponenten

Die Bestimmung einfacher Zusammenhangskomponenten ungerichteter Graphen

ben wir im letzten Abschnitt, beim Durchlaufen von Graphen, bereits behandelt. Be
der Definition des Zusammenhangs in gerichteten Graphen ist es sinnvoll, die Ric
tung von Pfeilen zu beriicksichtigen. So kann man sich etwa fragen, ob man in eine
Netz von Einbahnstral3en einer Stadt Gberhaupt von jeder Kreuzung zu jeder ande
Kreuzung gelangen kann.

Wir bezeichnen einen Digraphé&h= (V,E) als stark zusammenh&ngendenn es
einen Weg von jedem Knoten zu jedem anderen Knoten im Graphen gibtstaike
Zusammenhangskompone(eaglisch:strongly connected component; $&ines Di-
grapherG ist ein (bezlglich Mengeninklusion) maximaler, stark zusammenhangend
Untergraph vorG. Einen ungerichteten Graph&= (V,E) nennen wirzweifach zu-
sammenhangen@nglisch:biconnectell wenn nach dem Entfernen eines beliebigen
Knotensv ausG der verbleibende GrapB — v zusammenhangend ist. Eineveifache
Zusammenhangskomponefaeglischbiconnected component; Hogines ungerichte-
ten Graphen ist ein (beziiglich Mengeninklusion) maximaler, zweifach zusammenhé


Literaturverweis [121]
[121] K. Mehlhorn. Data structures and algorithms, Vol. 2: Graph algorithms and NP-completeness. Springer, Berlin, 1984.
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gender Untergraph. In einem zweifach zusammenhangenden Graphen kann man el

beliebigen Knoten samt allen inzidenten Kanten entfernen, ohne daf3 der Graph zerf:

Ein Knotenv ist einSchnittpunk{englisch:cut point, articulation pointeines Graphen

G, wennG — v mehr Zusammenhangskomponenten haGalBurch Wegnahme eines

Schnittpunkts zerfallt also eine Zusammenhangskomponente des Graphen.
Betrachten wir als Beispiel den in Abbildung 8.12 (a) gezeigten Graphen.

6 12 8
3
5
1 » 10
—9o?2 >
7 11 9
4 ¢ 3
(@)
5 8

Knoten| 1|2 |3 |4|5]6|7] 8| 9]10]11]12

DFBI |2|7|3(4|1|5|6| 8 |10] 9 |11[12

DFEI |4|5|3|2|7|1|6|12| 9 |11| 8 |10
(b)

Abbildung 8.12

Er besteht aus zwei einfachen Zusammenhangskomponenten; keine von beider
zweifach zusammenhangend. Die Schnittpunkte des Graphen sind die Knoten 5, 7
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10. Die zweifachen Zusammenhangskomponenten sind die durch die Knotenmeng
{1,3,4,5,6}, {2,7},{5,7},{8,10,12} und{9, 10,11} induzierten Untergraphen.

8.4.1 Zweifache Zusammenhangskomponenten

Zur Berechnung der zweifachen Zusammenhangskomponenten ermitteln wir d
Schnittpunkte eines Graphen mit folgenden Uberlegungen. Ein Schnittpunkt ist d
ausschlieB3liche Verbindung von wenigstens zwei zweifachen Zusammenhangskom
nenten. Wenn also ein SchnittpunkWurzel eines Tiefensuchbaums ist, so hain
Tiefensuchbaum mehr als einen Sohn, weil die Tiefensuche nicht anders alsvaber
der einen in die andere zweifache Zusammenhangskomponente gelangen kann. In .
bildung 8.12 (b) ist der mdgliche Verlauf einer Tiefensuche, beginnend bei Knoten
und bei Knoten 8, mit dem sich ergebenden DFBIndex und DFEIndex gezeigt. Knote
5 als Schnittpunkt und Wurzel eines Tiefensuchbaums hat einen Sohn fur jede einfac
Zusammenhangskomponente, die sich durch Entfernen des Knotens 5 ergibt.

Trifft man wahrend der Tiefensuche auf einen Schnittpunkth., istv nicht Wur-
zel eines Tiefensuchbaums, so muf3 sich wenigstens eine zweifache Zusammenhal
komponente im Tiefensuchbaum in einem Teilbaunv definden; aus einem solchen
Teilbaum heraus darf also keine Kante zu einem Vorgangewvihren. Anders aus-
gedruickt: Ist ein Schnittpunktnicht Wurzel eines Tiefensuchbaums, dannhaihen
SohnV/, so daB kein Nachfolger vori im Tiefensuchbaum, inklusive selbst, tiber
eine Rickwartskante mit einem Vorganger worerbunden ist. Im Beispiel der Abbil-
dung 8.12 ist Knoten 10 ein solcher Schnittpunkt; von Knoten 9 und Knoten 11 fihi
keine Rickwartskante Gber Knoten 10 hinaus. Das ist auch intuitiv plausibel, weil di
Tiefensuche in der anderen der beiden zweifachen Zusammenhangskomponenten
gonnen hat, die durch Knoten 10 verbunden sind.

Dies legt nahe, sich wahrend der Tiefensuche fiur jeden Knoten zu merken, wie we
man Uber Ruckwartskanten hochstens im DFBIndex zurtickgelangen kann. Dies I
stet ein fir jeden Knotem wahrend der Tiefensuche zu berechnender \Wi, der
durch P[v] := min({DFBI[v]} U {DFBI[V] | V' ist Vorgénger vorv im DFS-Baum
und ist mit Ruckwartskante mit Nachfolger vanverbunden) definiert ist. Wenn
nun ein Schnittpunky nicht Wurzel eines DFS-Baumes ist, dann hainen Sohn
v mit P[V'] > DFBI[v]. Um die Berechnung voR|v] in den rekursiv formulierten
Tiefensuchalgorithmus einzubetten, formulieren Rjw] zun&chst noch rekursiv, und
zwar alsP[v] := min({DFBI[v]} U{P|V] | V ist Sohn vorv} U {DFBI[V] | (v,V) ist
Ruckwaértskantg). Ein Programmstiick, das nach diesem Verfahren die zweifachen Zu
sammenhangskomponenten zu einem Graphen mittels einer rekursiv formulierten T
fensuche berechnet, ist dann das folgende:

procedure DFSBCC fiir G ab Knoten;v
begin

B:=BuU{v};

erhdhe dfbi uni;

DFBI[v] := dfbi;

P[v] := dfbi;

forall (v,V') € E do
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{beachte, daRv,v) = (V,v) die Kante identifiziert, dafl} also in
der Schleife jede Kante genau einmal bearbeitet yird
begin
lege(v,V') auf Stapel BCC
{Stapel BCC speichert begonnene bg¢c's
ifv¢B
then {(v,V) ist eine Baum-Kante
begin
VatelV] :=v;
DFSBCC fiir G ab Knoteny
if P[V'] > DFBI[V]
then {v ist Schnittpunkt oder letzter Knoten dieser
Komponentg
nimm jede Kante bis ink{v,v') vom Stapel BCC und
berichte sie als bcc
{jetzt ist Sohn\behandel}
P[v] := min(P[v], P[V])
end
else ifv # Vatelyv]
then {(v,V) ist Rickwartskante
P[v] := min(P[v], DFBI|V])
end
end {DFSBCC}

begin

B := 0; {bereits besuchte Knotén

dfbi:= 0;

BCC:= leerer Stapel

forall veV do

ifvé B
then DFSBCC fur G ab Knoten v

end

Abbildung 8.13 zeigt die Berechnung der zweifachen Zusammenhangskompone
ten mit Hilfe vonDFSBCCfur den in 8.12 (a) gezeigten Graphen ab Knoten 5, wenn
die Tiefensuche verlauft wie in 8.12 (b) skizziert. Momentaufnahmen des SEp€ls
sind unmittelbar vor und nach jeder Entnahme der Kanten einer zweifachen Zusa
menhangskomponente wiedergegeben.

Aus der Effizienz der Tiefensuche und den zusatzlich erforderlichen Operationen n
StapelBCC, auf dem jede Kante des Graphen gerade einmal abgelegt wird, ergibt sit
als Laufzeit fiir die Berechnung der zweifachen Zusammenhangskomponenten eit
ungerichteten Graphe&d = (V, E) unmittelbarO(|V| + |E|).
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Knoten| 1 |23 |4|5|6]|7]|8| 9 |10] 11] 12
ERHEHBRHEEE
1 1)1 2 9 /8| 9| 8
1
StapelBCC.
(6,5)
(6,1)
(4.6)
= @45 | = = = = =
(3.4)
1,3) (7,2)
(5,1) (5,7) (5,7)
= |(11,10) = = =
(9,11) (12,8)
(10,9) (10,12)
(8,10) (8,10) (8,10)

Abbildung 8.13

8.4.2 Starke Zusammenhangskomponenten

Betrachten wir nun das Problem, zu einem gegebenen Digraphen die starken Zuse
menhangskomponenten zu berechnen. Im Beispiel der Abbildung 8.14 (a) sind dies ¢
durch die vier Knotenmengen {1}, {2,3}, {4,5,6} und {7} induzierten Untergraphen.
Abbildung 8.14 (b) zeigt den Verlauf und das Resultat einer beim Knoten 1 beginner
den Tiefensuche. Wir wollen uns nun berlegen, in welcher Reihenfolge die Tiefens
che die Knoten starker Zusammenhangskomponenten komplett besucht hat, also wie
verlal3t. Im Beispiel der Abbildung 8.14 ist die erste komplett besuchte starke Zusar
menhangskomponente diejenige mit Knotenmenge {7}; kein Pfeil verlat diese Kon
ponente, und der gro3te DFEIndex eines Knotens dieser Komponente ist 1. Die néch
durch die Tiefensuche komplett besuchte starke Zusammenhangskomponente ist di
nige mit Knotenmenge {4,5,6}. Der einzige Pfeil, der diese Komponente verlaft, fuhi
zu einem Knoten einer bereits berechneten starken Zusammenhangskomponente (F
(5,7) fuhrt zu Knoten 7).
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6
5
1
2
0
4 e 3
(@)

Tiefensuchbaum

Baumpfeil
Vorwartspfeil
Ruckwartspfeil

Seitwartspfeil

Tiefensuche
Knoten| 1|2[3|4|5]6|7
DFBI 1/3|2|5(7|6|4
DFEI 7126|5341

(b)

Abbildung 8.14
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Abbildung 8.15

Naturlich kann eine starke Zusammenhangskomponente bei der Tiefensuche nich
mehrere Tiefensuchbdume zerfallen, weil ja jeder Knoten der starken Zusammenhan
komponente von jedem anderen aus erreichbar ist. Diejenigen Pfeile einer starken :
sammenhangskomponente, die in einem DFS-Wald Baumpfeile sind, bilden zusammr
einenDFS-Baum. Die Wurzel des DFS-Baums fir eine starke Zusammenhangskor
ponente nennen wiWurzel der ZusammenhangskomponeimeBeispiel der Abbil-
dung 8.14 sind die Knoten 7, 4, 3 und 1 Wurzeln von starken Zusammenhangskol
ponenten. Wir wollen starke Zusammenhangskomponenten berechnen, indem wir il
Wurzeln in einem Tiefensuchwald bestimmen. Weil der DFEIndex der Wurzel eine
Teilbaums der gréf3te DFEIndex der Knoten dieses Teilbaums ist, betrachten wir d
Wurzeln von starken Zusammenhangskomponenten in der Reihenfolge aufsteigen
DFEIndizes. Seien dies die Wurzel,w»,...,wx. Haben wir eine Wurzely; einer
starken Zusammenhangskomponente in einem Tiefensuchbaum gefunden, so geht
zu dieser Komponente all diejenigen Knoten, die im Teilbaum des Tiefensuchbaun
mit Wurzelw; stehen, aber nicht auch in bereits identifizierten Teilbaumen mit Wurzelr
wi,...,Wi_1. Im Beispiel der Abbildung 8.14 sind dies etwa die Knoten des Teilbaums
mit Wurzel 3, die nicht auch im Teilbaum mit Wurzel 4 oder im Teilbaum mit Wurzel
7 liegen, also die Knoten 2 und 3.

Waéhrend der Tiefensuche berechnen wir fir jeden Kneteinen WertQ[v], der uns
daruber Auskunft gibt, ols Wurzel einer starken Zusammenhangskomponente ist. Da
zu definieren wirQ[v] als Q|v] := min({DFBI[v]} U {DFBI[V]| fur einen Nachfolger
xvonv ist (x,v) € RPU SP, und die Wurzel der starken Zusammenhangskompo-
nente vornv ist Vorganger vons}). Die Begriffe Nachfolger und Vorganger beziehen
sich dabei auf den betrachteten Tiefensuchbaum. Dann ist die Wurzel einer stark
Zusammenhangskomponente der Knotenit Q[v] = DFBI[v]. Abbildung 8.15 illu-
striert, auf welche Arten ein Zyklus von Knoteniiber die Knoterx, V. undw zum
Knotenv mdglich ist. Man beachte, daf3 dabei ein Knoténder Nachfolger vorv
ist, wegerDFBI[V] > DFBI[v] nichts zuQ|v| beitragt. Zur Einbettung der Berechnung
von Q in die rekursiv formulierte Tiefensuche IRt siGhauch rekursiv formulieren:
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Q[v] :=min({DFBI[v]}U {Q[V] | V ist Sohn vorv} U{DFBI[V] | (v,V) € RPU SP, und
die Wurzelw der starken Zusammenhangskomponente//ist Vorganger voiv}).

Das folgende Programmestiick berechnet zu einem gegebenen Digraphen die stat
Zusammenhangskomponenten nach diesem Verfahren, wobei die Vereinbarung ei
Feldes

var gestapetltarray [knotentypof boolean
vorausgesetzt wird:

procedure DFSSCC fir G ab Knotern v
begin
B:=BU{v}; {Menge bereits besuchter Knofen
erhdhe dfbi uni;
DFBI[v] := dfbi;
Q[v] := dfbi;
lege v auf Stapel SCC
{Stapel SCC speichert Knoten, die noch keiner scc zugeordnét sind
gestapelt] := true;
forall (v,V') € E do
if V¢B
then {V noch nicht besucht
begin
DFSSCC fiir G ab Knoteriv
Qv := min(QWV], Q[v)
end
else ifDFBI[V] < DFBI[v] and gestapel{V]
then Q[v] := min(Q[v], DFBI[V]);
if Q[v]=DFBI[v] {Wurzel einer scg
then nimm jeden Knoten u bis incl. v vom Stapel SCC und berichte
scc, und setze jeweils gestapglt= false
end; {DFSSCC}

begin
B:=0; {anfangs noch kein Knoten besught
dfbi:=0;
SCC:= leerer Stapel
forall veV do gestapelw] := false
forall veV do
if v B
then DFSSCC fiur G ab Knoten v
end

Abbildung 8.16 zeigt die Berechnung der starken Zusammenhangskomponenten
Hilfe von DFSSCCfir den in Abbildung 8.14 (a) gezeigten Graphen ab Knoten 1,
wenn die Tiefensuche verlauft wie in Abbildung 8.14 (b) skizziert. Momentaufnahme
des StapelSCCsind unmittelbar vor und nach jeder Entnahme der Pfeile einer starke
Zusammenhangskomponente wiedergegeben.
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Knoten| 1| 2[3|4|5]|6|7
Q 1122|5754
2 515
StapelSCC
5
6
7 4
= 2 = 2 = 2 = 2 =
3 3 3 3
1 1 1 1
—

Abbildung 8.16

Aus der Effizienz der Tiefensuche und der zusatzlich erforderlichen Operationen rr
StapelSCG auf dem jeder Knoten des Graphen gerade einmal abgelegt wird, sow
der Uberpriifung, ob ein Knoten gestapelt ist, die mit Hilfe des Fetpestapeltin
konstanter Zeit stattfindet, ergibt sich fiir die Berechnung der starken Zusammenhan
komponenten eines Digraphén= (V, E) als Laufzeit unmittelba®(|V| + |E|).

Interpretiert man die Menge der Pfeile als eine Relation Giber der Menge der Knote
so definieren die starken Zusammenhangskomponenten gerade die Aquivalenzklas
der Relation. Wenn man den gegebenen Digraphen verdichtet, indem man jede sta
Zusammenhangskomponente durch einen Knoten ersetzt und Pfeile zwischen Kno
derselben Zusammenhangskomponente weglalt, so stellt der entstehende zyklenfi
verdichtete Digraph gerade die partielle Ordnung tiber den Aquivalenzklassen der Re
tion dar. Fur den in Abbildung 8.14 angegebenen Beispielgraphen zeigt Abbildung 8.
den verdichteten Graphen.

Genauer: Fir einen gegebenen DigrapBes (V,E) mit Knotenmengeivy, ...,V
fir k starke Zusammenhangskomponenten hei3t der Dig@ph (V/,E") mit V' =
{1,...,k} undE" = {(i,j)| 3 veV,V eV, (vV) € E} verdichteter DigraphG' ist
azyklisch. Fiur die Graphen mit wenigen starken Zusammenhangskomponenten fu
der Umweg uber den verdichteten Digraphen zu einem schnelleren Algorithmus z
Berechnung der reflexiven, transitiven Hille, gemaf folgender Beobachtung. Ein Pf
(i,]) in der reflexiven, transitiven Hille des verdichteten Digraphen impliziert Pfeile
von allen Knoten der starken Zusammenhangskompoigateallen Knoten der star-
ken Zusammenhangskomponevitén der reflexiven, transitiven Hiille des gegebenen
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{4,5,6}

{7 {1}

{2,3}
Abbildung 8.17

Graphen. AuBerdem gibt es in der reflexiven, transitiven Hille des gegebenen Grapt
G Pfeile zwischen allen Knoten innerhalb jeder starken Zusammenhangskomponer
Damit l1&aRt sich die reflexive, transitive Hiille eines gegebenen Digra@henV, E)

wie folgt berechnen:

1. Berechne die starken Zusammenhangskompon¥nten, V.
2. Berechne den verdichteten Digrapi@n= (V',E’).

3. Berechne die reflexive, transitive HUB* = (V/,E"™*) vonG'.
4. Berechne die reflexive, transitive HUB = (V,E*) vonG.

Die ersten beiden Teile dieses Algorithmus bendétigen jevails | + |E|) Schritte;
Teil 3 kann gemaR Abschnitt 8.2 schlimmstenfallsdtk®) Schritten geldst werden,
und Teil 4 bendtigt offenbar héchste@§|E*|) Schritte. Damit kann fir einen gege-
benen Digraphe = (V,E) mit k starken Zusammenhangskomponenten die reflexive
transitive Hillle in ZeitO(|V| + |E*| + k®) berechnet werden.

8.5 Kiurzeste Wege

Bei der Modellierung realer Probleme durch Graphen ist es oft wichtig, nicht nur de
Vorhandensein oder Fehlen von Knoten und Kanten zu unterscheiden. Vielmehr mi
sen Knoten und Kanten Eigenschaften zugeordnet werden, die fiir die Losung des F
blems wesentlich sind. Beispielsweise haben Kanalisationsrohre eine gewisse maxir
le Transportkapazitat, Arbeiten an einem Haus eine minimale, eine maximale und ei
erwartete Dauer und Bahnstrecken eine Lange und (je nach Tarif) einen Preis. In dies
Abschnitt interessieren wir uns fur kostenguinstigste Wege in Graphen, wenn jeder Ke
te/jedem Pfeil ein Kostenwert zugeordnet ist. Meist redet man dabei, stellvertretend f
allerlei Interpretationen der Kosten, von démngevon Kanten/Pfeilen; ein kostengin-
stigster Weg ist dann eikiirzesteMWeg. Wir wollen auch zulassen, daR Kanten/Pfeile
eine negative Lange haben. Dann kdnnen wir Gewinne und Verluste modellieren, al
auch langste Wege durch kirzeste Wege ausdriicken, namlich mit negativ gemact
Langen der einzelnen Kanten/Pfeile.



8.5 Kirzeste Wege 567

Ein ungerichteter Grapls = (V,E) mit einer reellwertigen Bewertungsfunktion
c: E — R (englisch: cost) heifewerteter GraphFiir eine Kantee € E heil3tc(e)
Bewertung(Lénge, Gewicht, Kost¢mer Kantee. Die Léangec(G) des Grapheft ist
die Summe der Langen aller Kanten, atf®) = S -e c(e). Damit ist fur einen Weg
p = (vo,v1,...,V) die Lange dieses Wegs gerat(®) = Z:‘;&c((vi,vi+1)). Fur Gra-
phen ohne Bewertung, die wir bisher betrachtet haben, haben wir die Lange von Weg
so definiert, als sei = 1. Die Entfernung d(Distanz; englischdistancg von einem
Knotenv zu einem Knotew ist definiert aldd(v,v') = min{c(p) | pist Weg vonv nach
V' }, falls es Uiberhaupt einen Weg vamachv gibt; sonst istd(v,V') = . Ein Weg
p zwischenv undV mit ¢(p) = d(v,V) hei3tkiirzester Wegenglisch:shortest path
zwischenv undV'; wir bezeichnen ihn misp(v, V).

Ganz entsprechend heif3t ein Digrapk- (V,E) mit Bewertungsfunktior : E — R
bewerteter Digraphwenn er keine Knoten ohne inzidente Pfeile hat, heiBtetzwerk
Die ubrigen Begriffe sind entsprechend definiert.

Ist die Lange jeder Kante nicht negativ, alsoE — R, so heiRtG = (V,E) mit ¢
Distanzgraph(in Abschnitt 6.1.1 haben wir Distanzgraphen betrachtet und die Kostel
einer Kante entsprechend als Lange bezeichnet). Die Berechnung kiirzester Wege
Distanzgraphen ist einfacher und kann schneller ausgefiihrt werden als in beliebig
bewerteten Graphen, weil sich in Distanzgraphen Wege durch Hinzunahme weitel
Kanten nicht verkurzen kénnen. Algorithmen fiir das Finden kirzester Wege zwische
gegebenen Knoten in ungerichteten Distanzgraphen operieren nach dem Grundmu
der Breitensuche. Als Folge davon werden beim Berechnen eines kiirzesten Weges
einem gegebenefinfangsknoteau einem gegebendindknoterauch kiirzeste Wege
vom Anfangsknoten zu vielen anderen Knoten des Graphen ermittelt. Das Verfahr:
zur Berechnung eines kirzesten Weges zwischen Anfangs- und Endkoin¢éeto{one
shortest path, single pair shortest patmterscheidet sich vom Verfahren zur Berech-
nung der kiirzesten Wege von einem Anfangsknoten zu allen anderen Knoten des G
phen pne-to-all shortest paths, single source shortest patlus durch das Abbruch-
kriterium. Im schlimmsten Fall haben beide Verfahren dieselbe Laufzeit; wir werdel
daher im folgenden das Problem kurzester Wege von einem zu allen anderen Kr
ten zun&chst fur Distanzgraphen und dann fur beliebige bewertete Graphen betrach
Dem Problem, zu jedem Paar von Knoten einen kiirzesten Weg zu finden, werden \
uns am SchluB dieses Abschnitts zuwenden.

8.5.1 Kirzeste Wege in Distanzgraphen

Wir betrachten das Problem, zu einem gegebenen Distanzgr&pkefV,E) mit c :
E — R{ je einen kirzesten Weg von einem gegebenen Anfangsksafenglisch:
source) zu jedem anderen Knoten des Graphen zu finden. Abbildung 8.18 zeigt ¢
Beispiel fiir einen ungerichteten Distanzgraphen; neben jeder Kante ist deren Lan
vermerkt. Man sieht leicht, da ein kirzester Weg, beispielsweise von Knoten 1 :
Knoten 8, gefunden werden kann, indem man eine Art &quidistanter Welle um de
Knoten 1 solange wachsen |af3t, bis sie den Knoten 8 erreicht.

Wichtig fiur das dieser Idee zugrunde liegende Verlangern eines Wegs durch Hil
zunahme einer weiteren Kante ist daptimalitatsprinzip Fir jeden kiirzesten Weg
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Abbildung 8.18

p= (Vo,V1,...,Vk) VOnVo nachv ist jeder Teilwegp’ = (vi,...,vj), 0<i < j <k, ein
kirzester Weg vom; nachvj. Wére dies nicht so, gébe es also einen kirzeren eg
vony; nachvj, so kénnte auch ip der Teilwegp’ durchp” ersetzt werden, und der
entstehende Weg vo nachv, ware kirzer alg; dies ist aber ein Widerspruch zu der
Annahme, dafp ein kiirzester Weg vow nachvy ist. Damit kdnnen wir langer werden-
de kirzeste Wege durch Hinzunahme einzelner Kanten zu bereits bekannten kirze:
Wegen mit folgendelnvarianteberechnen:

1. Fur alle kirzesten Wegsn(s, v) und Kanten(v,V') gilt:
c(sp(s,V)) +¢((vV)) = c(sp(s,V)).

2. Fir wenigstens einen kiirzesten Veggs, v) und eine Kantév, V') gilt:
c(sp(s,V)) +c((v,V)) = c(sp(s,V)).

Abbildung 8.19 zeigt, wie die entsprechende Berechnung kiirzester Wege realisi
werden kann. Jeder Knoten gehort zu einer von drei Klassen: Er ist entgedéhl-
ter Knoten Randknoteroderunerreichter KnotenZu jedem gewdhlten Knoten ist ein
kurzester Weg vom Anfangsknotsibereits bekannt; zu jedem Randknoten kennt man
einen Weg vors, und fir jeden unerreichten Knoten kennt man noch keinen solche
Weg.

Wir merken uns fir jeden Knotendie bisher berechnete, vorlaufigatfernungzum
Anfangsknoters, denVorgangemnonv auf dem bisher berechneten, vorlaufig kiirzesten
Weg vons nachv und eine Markierung, die dartiber Auskunft gibt, ob der Knoten be-
reits gewahltist oder nicht. Aul3erdem speichern wir die Merigeler Randknoten.
Dann realisiert der folgende, von Dijks\ﬁS} bereits 1959 vorgeschlagene Algorith
mus die Berechnung kirzester Wege inem Knoten zu allen anderen in der sk
zierten Weise:

Algorithmus kurzeste Wege in & (V,E) mit c: E — R von einem
Knoten sc V zu allen anderen

1. {Initialisierung:}

1.1 {anfangs sind alle Knoten au3er s unerrei¢ht
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s./\/‘\L
gewdhlte
Knoten

Randknoten

unerreichte Knoten

Abbildung 8.19

forall veV —{s} do
begin
v.Vorganger.= undefiniert
v.Entfernung= oo;
v.gewahlt= false
end;

1.2 {sist gewahtt}
s.\Vorganger=s,
s.Entfernung= 0;
s.gewahlt= true;

1.3 {alle zu s adjazenten Knoten gehtren zum Rafyd R
R:=0;
erganze R bei;s

2. {berechne Wege ab}s

while R# 0 do
begin
{wéhle néachstgelegenen Randknojen
21 wahle ve R mit v.Entfernung minimal, und entferne v ays R
2.2 v.gewahlt= true;
2.3 erganze R bei v
end

end{kirzeste Wege}

Das Erganzen des Randebei einem gewahlten Knoterbesteht in der Hinzunahme
aller unerreichten Knoten zum Ramdund im Anpassen der moéglicherweise kirzer
gewordenen Entfernungen zu Randknoten:
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erganze Rand R bei v
forall (v,V') € E do
if not v.gewahltand (v.Entfernungtc((v,V')) < V.Entfernung
then {V ist (kuirzen Uiber v erreichbaj
begin
V.\organger.=v;
v .Entfernung= v.Entfernungtc((v,V));
vermerke Vin R
end

Abbildung 8.20 zeigt, wie fur den in Abbildung 8.18 gezeigten Graphen eine Such
nach allen kiirzesten Wegen vom Knoten 1 aus nach diesem Algorithmus verlauft. C
jeweils gewahlte Knoten und die aktuelle Merigider Randknoten sind im Zeitablauf
angegeben. Man sieht, wie sich vorlaufige Distanzen von Randknoten &ndern kdnn
etwa am Beispiel des Knotens 8. Wenn die von Knoten 1 ausgesandte dquidistante V
le mit aktueller Distanz 8 den Knoten 7 erreicht hat, wird Knoten 8 als mit 7 adjazente
Knoten zu einem Randknoten; seine vorlaufige Distanz zu Knoten 1, die er tber d
Vorgangerknoten 7 realisiert, betrégt 23. Nach der Wahl des Knotens 6 verringert si
diese Distanz auf 20, nach Wahl von Knoten 9 auf 13 und nach Wahl von Knoten
schlieBlich auf 12. Anhand der Liste der gewahlten Knoten und der dazugehérigen
gangerinformation laf3t sich ein kiirzester Weg von Knoten 1 zu jedem anderen Knot
rekonstruieren. Fir Knoten 8 beispielsweise findet man den Vorgénger 5, fir 5 den \«
ganger 4, fur 4 den Knoten 3, fiir 3 den Knoten 2 und fur 2 schlie3lich den Knoten 1 a
\Vorganger.

Wir haben in der lllustration des Verlaufs der Berechnung kirzester Wege keine b
stimmte Implementierung fiir die Menge der Randknoten unterstellt; schon dieses B
spiel macht aber klar, daR die geeignete Verwaltung der Randknotenmenge fiir die |
fizienz des Verfahrens wesentlich ist. Rekapitulieren wir vor der Diskussion der ve
schiedenen Mdglichkeiten hierfir die auf dem Rand auszufiihrenden Operationen:

(a) RandR als leer initialisieren;

(b) prifen, ob RandR leer ist;

(c) wéhlen und entfernen des Knotens mit minimaler Entfernung aus demRRand
(d) neuen oder gednderten Eintrag im R&wkrmerken.

Wir betrachten die folgenden drei Implementierungsvorschlage, mit denen die ang
gebenen Operationen unterschiedlich gut unterstiitzt werden.

Keine explizite Speicherung des Randes

Der Rand wird nicht explizit gespeichert, sondern genauso behandelt wie die unerrei
ten Knoten. Fir jeden Knoten ist also nur an dewahltMarkierung erkennbar, ob er
gewadhlt ist oder nicht. Mit der angegebenen Initialisierung der Entfernungswerte alls
Knoten fiihrt dies zum richtigen Ergebnis; diese Tatsache haben wir bereits beim E
ganzen des Randes ausgenutzt. Die angegebenen Operationen kénnen dann wie
realisiert werden:

(a) diese Operation ist implizit, kann also entfallen;
(b) fur alle Knotenv wird not v.gewahltiberpruft;
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Knoten= (Nr., Entfernung, Vorgéanger)
gewahlt Randknoten
(1,0,1) (2,2,1),(6,9,1),(7,15,1)
(2,2,1) (6,9,1),(7,8,2),(3,6,2)
(3,6,2) (6,9,1),(7,8,2), (4,8,3),(9,21,3)
(7,8,2) (6,9,1), (4,8,3), (9,10,7), (8,23,7)
(4,8,3) (6,9,1),(8,23,7),(9,9,4), (5,9,4)
(6,9,1) (9,9,4),(5,9,4), (8,20,6)
(9,9.4) (5,9,4),(8,13,9)
(5,9.4) (8,12,5)
(8,12,5) 0

Abbildung 8.20

(c) unter allen Knotew mit not v.gewéahltwird das Minimum vornv.Entfernundoe-
rechnet; das Entfernen des Minimums aus dem Rand ist implizit, kann also en

fallen;
(d) diese Operation ist implizit, kann also entfallen.

Damit bendtigt Schritt 1 des Algorithmus eine Laufzeit vO{V|), und in Schritt
2 werden®(|V|) Schleifendurchldufe mit Laufzeit jewei3(|V|) ausgefuhrt. Die Ge-
samtlaufzeit ist als®(|V|?). Diese von Dijkstr ] vorgeschlagene Implementierung
ist sehr effizient fur Graphen mit vielen Kanten. Bef[V|?) Kanten ist die Laufzeit
linear in der Grol3e der Eingabe, also grof3enordnungsmafiig optimal. Fur Graphen |
weniger KantendiinnereGraphen) lohnt es sich, tber andere Implementierungen de
Randes nachzudenken.

Verwaltung der Randknoten in einem Heap

Da die fur den RandR bendtigten Operationen (a) bis (c) gerade Heap-Operationel
sind, kdnnen diese in konstanter Zeit fiir Operationen (a) und (b) und in logarithm
scher Zeit fur Operation (c) ausgefihrt werden. Ist der in Operation (d) im Rand z
vermerkende Eintrag neu, so kann er gerade als Einfligeoperation im Heap in logari
mischer Zeit realisiert werden. Wenn der Heap — wie Ublich — die Suche nach einel
beliebigen Eintrag und das Loschen dieses Eintrags nicht unterstiitzt, so kann ein Kr
ten mit geanderter Entfernung einfach zusatzlich in den Heap eingefiigt werden. Da
ist ein und derselbe Knoten unter Umstéanden mit mehreren verschiedenen Entferni
gen im Rand gespeichert. Der Algorithmus arbeitet trotzdem korrekt, wenn man fi
jeden Knoten nur die erste Entnahme dieses Knotens aus dem Heap beachtet und
weiteren ignoriert.

Da bei dieser Implementierung fir jede Kante gerade ein Eintrag in den Heap vo
genommen wird, enthalt dieser nie mehr @QE|) Knoten. Weil mit|E| < |V|? auch
log|E| < 2-log|V| und damitO(log |[E|) = O(log|V|) gilt, kostet sowohl das Eintragen
aller Knoten in den Heap als auch das Entfernen aller Knoten aus dem Heap jewe
O(|E|log|V|) Rechenschritte. Das ist sehr effizient fur diinne Graphen, aber schlec
ter als Dijkstras einfache Implementierung fur sehr dichte Graphen, also insbesonds
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wenn|E| = Q(|V|?). Eine bessere Laufzeit erhalt man mit einer anderen Heapstruktu
die sich fur verschiedene Graphenprobleme sehr gut eignet.

Verwaltung der Randknoten in einem Fibonacci-Heap

Fibonacci-Heap ] (vgl. Kapitel 6) unterstiitzen die Operationen (a), (b) und (c
in konstanter a sierter Laufzeit; lediglich Operation (c) bendtigt logarithmische
Zeit. Operation (d) wird flr unerreichte Knoten als Einfligeoperation im Fibonacci
Heap realisiert und fur Randknoten, deren Entfernung sich vermindert, als Decrea
Key-Operation. Die maximale GréRe des Fibonacci-Heaps ist S0(|¥|). Die |E]
Neueintrage und Anderungen von Knoten im Fibonacci-Heap kdnnen inCg)
ausgefuhrt werden. Mit dgfV| — 1)-maligen Ausfuhrung der Operation (c), die je-
weils in Zeit O(log|V|) erledigt werden kann, ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von
O(|E| + |V|log|V|) fur das Finden der kirzesten Wege von einem zu allen andere
Knoten in einem Distanzgraphen, fiir ungerichtete ebenso wie fiir gerichtete Graph

ahlt man diese Implementierung, so kann man den Algorithkiugeste We-
ge spezieller als Prozedwghortestpathwie in Abschnitt 6.1.1 formulieren. Dort ist
v.Ent fernungmit d(v) bezeichnet, gewahlite Knoten sind diejenigersimnd auf die
Berechnung der Wege (also von Vorgéangerknoten auf kiirzesten Wegen) wurde verzi
tet.

8.5.2 Kirzeste Wege in beliebig bewerteten Graphen

Die Berechnung kirzester Wege andert sich erheblich, wenn wir auch negative Kante
bewertungen zulassen, also eine LangenfunktioE — R voraussetzen. Andern wir
beispielsweise in dem in Abbildung 8.18 gezeigten Graphen die Bewertung der Kar
(2,7) auf —6 und die der Kanté2,3) auf —4, so sind nicht nur die zuvor gefundenen
kiirzesten Wege nun keine kirzesten mehr, sondern es gibt plétzlich gar keinen k
zesten Weg mehr im Graphen. Der Grund dafir ist die Existenz eines Zyklus negatiy
Lange, namlich des Zyklus (2, 3, 4, 9, 7, 2) mit Lang®. Zu jedem denkbaren Weg
zwischen zwei Knoten kann man nun einen kirzeren Weg finden, indem man ein
Abstecher zu diesemegativen Zyklusnacht und ihn — unter Umstanden mehrfach
— durchlauft. In einem bewerteten, ungerichteten oder gerichteten Graphen, der eir
Weg von einem Knotes zu einem Knoten enthalt, gibt es einen kiirzesten Weg von
s nacht genau dann, wenn kein Weg vemacht einen Zyklus negativer Lange ent-
halt. Wenn es einen kiirzesten Weg vamacht gibt, dann gibt es nattrlich auch einen
einfachen kirzesten Weg vemacht.

Selbst im Falle negativer Kantenbewertungen lassen sich alle kiirzesten Wege \
einem Anfangsknotes mit Hilfe einer Breitensuche bestimmen: Man berechnet die
Lange von Wegen fiir zunehmende Kantenzahl. Man kann aber nicht, wie im vora
gehenden Abschnitt, die Lange eines Weges zu einem gewéahlten Knoten als endgi
kiirzest ansehen, weil das Hinzunehmen von Kanten die Lange eines Weges verkr
kann. Die Lange eines Weges vom Anfangsknatans 1a3t sich genau dann verkiirzen,
wenn der folgendé@uswabhlschritivon Fordi angewandt werden kann:
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Abbildung 8.21

Auswabhlschritt von Ford
wahle eine Kantév,V) € E mit
v.Entfernung+c((v,V)) < V.Entfernung
V.\organger.=v;
v .Entfernung= v.Entfernungtc((v,v));

Wahlen wir als vorlaufige EntfernungEntfernunganfangs 0 fuv = s und o fiir
v # s, dann bewahrt Fords Auswahlschritt die folgetaleariante Wennv.Entfernung
einen endlichen Wert hat, dann gibt es einen Wegs#aichv mit LaAngev.Entfernung

Ein Auswahlverfahren nach Fordei nun jedes Verfahren, das den Auswahlschritt
von Ford wiederholt solange anwendet, bis dies nicht mehr mdglich ist. Wenn ein Au:

wahlverfahren nach Ford anhalt, danmnvigntfernundiir jeden vons aus erreichbaren
Knotenv die L&nge eines kirzesten Wegs wmachv und fur alle anderen Knoten.
Ein Auswahlverfahren nach Ford halt nicht an, wenn es einers\aars erreichbaren
negativen Zyklus im Graphen gibt.

Eine Implementierung eines Auswahlverfahrens nach Ford muf noch spezifiziere

wie denn eine Kantév,V') im Auswahlschritt gewéahlt werden soll. Hierfur eignet sich

eine Breitensuche, dhnlich wie bei Distanzgraphen, wobei aber lediglich Randknot:
von Bedeutung sind. Zwischen gewéhlten und unerreichten Knoten wird nicht unte
schieden. Durch Abanderung des Algorithmus fir kiirzeste Wege in Distanzgraph

ergibt sich damit das folgende Auswahlverfahren nach Ford:

Algorithmus kiirzeste Wege in & (V,E) mitc: E — R von einem
Knoten sc V zu allen anderen
1. {Initialisierung:}
1.1 {anfangs kennt man fur alle Knoten auf3er s keinen:YVeg
forall veV —{s} do
begin
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v.Vorganger.= undefinierf
v.Entfernung= o
end;
1.2 {fur s ist ein Weg bekanrjt
s.\Vorganger=s,
s.Entfernung= 0;
1.3 {alle zu s adjazenten Knoten gehtren zum Rand R
R:=0;
verschiebe R bei s
2. {berechne Wege ab}s
while R# 0do
begin
wahle ve R und entferne v aus;R
verschiebe R beiv
end
end{klrrzeste Wege}

Beim Verschieben des Randes bei einem Knetererden alle miv inzidenten Kan-
ten auf ihre Eignung fur den Auswabhlschritt von Ford tGiberprift, und fiir die geeignete
Kanten wird der Auswahlschritt durchgefuhrt:

verschiebe R beiv
forall (v,V') € E do
if v.Entfernungtc((v,v)) < V.Entfernung
then {V' ist (kirzer Uber v erreichba}

begin
V.\organger.=v;
V.Entfernung= v.Entfernungt+c((v,V));
vermerke Vin R, falls v dort nicht bereits vermerkt ist

end

Die Priifung, ob ein Knotew bereits im Rand vermerkt ist, kann mit Hilfe eines Bits
pro Knoten leicht in konstanter Zeit erfolgen. Da es unerheblich ist, welcher Knote
aus dem Rand gewahlt wird, kann als an der Breitensuche orientierte Datenstruktur
den Rand beispielsweise eine Schlange gewahlt werden.

Man sieht, dal3 dieser Algorithmus demjenigen fur die Berechnung kurzester We
mit positiven Kantenbewertungen stark &hnelt; es ist instruktiv, sich die Unterschies
durch vergleichende Betrachtung beider Algorithmen deutlich zu machen.

Fur den in Abbildung 8.21 gezeigten Digraphen haben wir in Abbildung 8.22 del
Verlauf des Algorithmus bis zu den ersten zehn Randverschiebeoperationen ange
ben. Die verschiedenen Inhalte der Schlange der Randknoten sind in zeitlicher Abfol
waagerecht nebeneinander dargestellt. Bei jedem Randknoten sind die aktuelle Ent
nung zu Knoten 1 und der zugehdrige Vorgdnger mit angegeben, obwohl sie natrli
nicht in der Schlange verwaltet werden (sonst mii3te man beispielsweise die Posit
eines Knotens in der Schlange kennen, um seinen Entfernungswert zu &ndern). M
sieht beispielsweise, wie zunéchst fur Knoten 8 ein Weg der L&nge 11 von Knoten
Uber Knoten 2 und Knoten 7 gefunden wird; erst spater findet man den kirzeren W
mit Lange 3 von Knoten 1 tber Knoten 2, 7,9, 4 und 5.
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Knoten= (Nr., Entfernung, Vorgéanger)
Schlange der Randknoten

)
(2,2,1)
(7,15,1)(7,-4,2)

i (8,11,7)

(9,-2,7)9,-2,7)
(6,22,8)(6,22,8)
(3,13,9)(3,13,9)
(4,-1,9)(4,-1,9)(4,-1,9)
(5,28,6)(5,28,6)(5,0,4)
(3,1,4)(3,1,4)
(8,3,5) (8,3,5)
(2,-3,3)

Abbildung 8.22

Der waagerechte Querstrich ist ein spezieller Markierungseintrag in der Schlang
der einfach ans Schlangenende angehangt wird, sobald er am Schlangenkopf angek
men ist. Er dient der lllustration dé&hasendes Algorithmus. In Phase 1 werden alle
Knoten erreicht, die mieinemPfeil vom Anfangsknoten aus erreichbar sind; im Bei-
spiel sind dies die Knoten 2 und 7. In Phgse 1 werden alle Knoten erreicht, die mit
einemPfeil von den in Phasgerreichten Knoten aus erreichbar sind. Nattrlich miissen
die in Phasg erreichten Knoten dort nicht unbedingt erstmals erreicht worden sein
In der Schlange der Randknoten befinden sich zwischen Schlangenkopf und Phas
Ende-Markierung und zwischen Phasen-Ende-Markierung und Schlangenende jewe
hdchstens die Knoten der entsprechenden Phase, unter Umstanden auch wenigel
werden etwa im gezeigten Beispiel in Phase 2 die Knoten 7, 8 und 9 erreicht, aber Kr
ten 7 befindet sich aus Phase 1 zu dem Zeitpunkt noch in der Schlange, zu dem er (i
Knoten 2 in Phase 2 erreicht wird.

Die Laufzeit des Algorithmus I&Rt sich abschéatzen, wenn man die einzelnen Phas
betrachtet. In jeder Phase wird jeder Knoten héchstens einmal betrachtet, zusamn
mit seinen inzidenten Kanten. Dies ergibt wegen der in konstanter Zeit ausfihrbar
einzelnen Schlangenoperationen eine Laufzeit@Qik|) fir jede Phase. Weil es stets
einen einfachen, also zyklenfreien, kirzesten Weg gibt — es sei denn, ein Weg (k
einen negativen Zyklus ist moglich —, genugt es, Wege mit hoch$tgnsnoten zu
betrachten. Damit kann die Berechnung kurzester Wege nach hocligteRhasen
abgebrochen werden. Man kann also ein Auswahlverfahren nach Ford fiir einen bew
teten Digraphe® = (V,E) so implementieren, dafl es@{|V|- |E|) Schritten kirzeste
Wege von einem zu allen anderen Knoten berechnet, falls diese existieren. Andernfe
halt dieses Verfahren nicht an. Zahlt man allerdings die Anzahl der Phasen mit, dal
kann man in jedem Fall nach dem Ende §grten Phase anhalten. Wenn namlich nach
dem Ende de}V |-ten Phase der RarRlinicht leer ist, gibt es einen vom Anfangsknoten
saus erreichbaren, negativen ZykluGn



576 8 Graphenalgorithmen

Naturlich ist man bei der Reihenfolge, in der man im Schritt 2 des Algorithmus Ranc
knoten auswéhlt, nicht auf die durch die Implementierung des Randes als Schlange fi
gelegte Reihenfolge angewiesen. Entscheidet man sich bei einem azyklischen Grap
etwa fUr die Reihenfolge einer topologischen Sortierung, so ist fir jeden aus dem Ra
gewdhlten Knoten die Berechnung der Entfernung endgliltig. Die Laufzeit des Algc
rithmus verkurzt sich damit zO(|E|). Dies ist ein fir die Netzplantechnik wichtiges
Ergebnis, weil man damit auch langste Wege in azyklischen Graphen schnell bere
nen kann: Man multipliziert einfach die Langen der Pfeile #iltund berechnet danach
kirzeste Wege.

8.5.3 Alle klirzesten Wege

Wir betrachten nun das Problem, firr jedes Raand V' von Knoten einen kiirzesten
Weg vonv nachv zu berechnen. Dieses Problem |aRt sich einfach dadurch lésen, d:
wir einen Algorithmus zum Finden kurzester Wege von einem zu allen anderen Kn
ten fir jeden Knoten anwenden. Fir einen Distanzgraphen ergibt sich bei dieser Vort
hensweise eine Laufzeit va@(|V|- (|[E| + |V|log|V|)), fir einen beliebigen, bewerteten
Graphen ohne negative Zyklen eine Laufzeit @(E| - [V|%). DaRk es auch schneller
geht, wollen wir uns fur beliebige, bewertete Graphen ohne negative Zyklen liberlege
Das Verfahren, das wir hierfiir verwenden wollen, hat folgende Grobstruktur:

Algorithmus alle kiirzesten Wege in & (V,E) mitc: E - R

1. Transformiere G in einen Distanzgrapheh<®, daR kiirzeste
Wege erhalten bleiben

2. wende Algorithmus kirzeste Wege fiir jeden Knoterl inG

end{alle kiirzesten Wege}

Dabei kann der kritische Schritt, die Transformation ¥in einen Distanzgraphen
G, wie folgt realisiert werde ]. Zundchst nimmt man einen neuen Knozm
Graphen hinzu und verbindstitje einem Pfeil mit jedem anderen Knoten des Gra-
phen (siehe Abbildung 8.23). Wir wahlen der Einfachheit halber Pfeillange O fir jede
dieser Pfeile, obgleich man interessanterweise jeden einzelnen Pfeil beliebig bewer
kénnte.

Damitist die Lange eines kiirzesten Weges sou einem beliebigen anderen Knoten
des Graphen stets hochstens 0. Betrachten wir nun einen(¥{éjlausG. Einer der
Wege vorsnachv fuhrt iberv. Weil ein kiirzester Wegp(s,v') vonsnachv' nicht lan-
ger sein kann als der Umweg Ubemilt offenbarc(sp(s,Vv')) < c(sp(s,v)) +c((v,V)).
Damit gilt far die durchc’ (v, V) :=c((v,V)) +c(sp(s,v)) —c(sp(s,V')) definierte Lan-
gec im transformierten Graphen unmittelb&¢(v,\')) > 0. Der transformierte Graph
ist also ein Distanzgraph. In dem in Abbildung 8.23 gezeigten Beispiel ergibt die Tran
formation fir den Pfeilv,V') eine Lange von 4 und fir den Pféi’.v) eine Lange
von 0. Beim Aufsummieren der transformierten Langen entlang eines Weges von ¢
nem Knoterv zu einem Knotenv neutralisieren sich die Langen kiirzester Wegevon
zu Zwischenknoten auf dem Weg vemachw; lediglich die Langen kiirzester Wege
von s nachv und nachw bleiben tbrig. FijedenWeg p von einem Knotewv zu einem
Knotenw gilt also ¢/(p) = ¢(p) + c(sp(s,v)) — c(sp(s,w)). Damit bleibt die relative


Literaturverweis [45]
[45] J. Edmonds und R. M. Karp. Theoretical improvements in algorithmic efficiency for network flow problems. J. Assoc. Comput. Mach., 19:248-264, 1972.
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Abbildung 8.23

Ordnung der Langen aller Wege vemachw bei der Transformation erhalten. Insbe-
sondere bleibt also ein kiirzester Wed@3rauch ein kirzester Weg & . Algorithmisch
kann die Transformation wie folgt realisiert werden:

Algorithmus transformiere G= (V,E) mitc: E — Rin
G =(V,E)mitc :E' - R{:
1. V' :=Vu{s}
E':=EU{(sv)|veV};
forall veV do
c((sv) :=0;
2. berechne kirzeste Wege ihv@n s zu allen anderen
Knoten ve V und vermerke die Lange jeweils in
v.Entfernung

3. forall (vV)eEdo

cd((v,V)) :=c((v,V))+ v.Entfernung-V .Entfernung
end {transformiere}

Schritt 1 der Transformation kann in Laufz€it|V|) bewaltigt werden; fur Schritt 2
genugt eine Laufzeit vo®(|V|- |E|), wie im vorangehenden Abschnitt gezeigt wurde.
Schritt 3 kann in ZeiO(|E|) erledigt werden, so dal die gesamte Transformation in Zeit
O(|V|-|E|) durchgefiihrt werden kann. Dj¥ |-malige Anwendung des Algorithmus
fir kirzeste Wege in einem Distanzgraphen mit einer Laufzeit von jev¥|E| +
[V|log|V|) fihrt zu einer Gesamtlaufzeit des Verfahrens @itV | - (|[E| + |V |log|V|)).
Damit kénnen alle kiirzesten Pfade in einem beliebigen, bewerteten Graphen ebel
schnell berechnet werden wie in einem Distanzgraphen.



578 8 Graphenalgorithmen

Abbildung 8.24

8.6 Minimale spannende Baume

Ein minimaler spannender Bau(englisch:minimum spanning tree; M§Eines Gra-
phenG ist ein spannender Baum v@von minimaler Gesamtlange unter allen span-
nenden Baumen voB. Minimale spannende Baume sind oft dann von Interesse, wen
es darum geht, aus einer Vielzahl moglicher Kanten diejenigen auszuwéhlen, die &
Knoten mit kiirzester Gesamtlange verbinden. So kann man sich etwa vorstellen, dal
dem in Abbildung 8.24 gezeigten Graphen die Knoten hausinterne Telefonanschlii:
einer groRen Firma reprasentieren und die Kantenlangen Kosten fiir das Legen ei
entsprechenden Direktleitung sind. Telefongesprache von einer Sprechstelle zur an
ren sollen auch tber Zwischenstationen, also indirekt, geschaltet werden kénnen.

In der Tat hat die amerikanische Telefonfirma AT&T die Gebuhren fur hausintern
Netze von Firmenkunden nach der L&nge eines minimalen spannenden Baumes &
denkbaren Direktleitungen — und nicht nach der Lange der tatséchlich verlegten Le
tungen — berechnet. Bei diesem Berechnungsverfahren kann es natirlich vorkomm
daf? durch das Hinzunehmen weiterer Telefonanschlisse die Gesamtkosten gesenkt
den. Dies ist leicht am Beispiel der Abbildung 8.24 einzusehen: Wirde man in dem vc
Knotenmenge {2,3,4,5} induzierten Untergraphen Knoten 3 entfernen und daftir Kne
ten 2 und 4 mit einer Kante der Lange 12, Knoten 2 und 5 mit einer Kante der Lange
und Knoten 4 und 5 mit einer Kante der Lange 9 direkt verbinden, so wiirde die L&t
ge eines minimalen spannenden Baumes von 14 auf 16 wachsen. Das Problem, ei
kirzesten Baum in einem Graphen von Telefondirektleitungen zu finden, der neb
den in der Firma wirklich bendtigten Telefonsprechstellen ayafionaleSprechstel-
len enthalt, die nur in das Telefonnetz einbezogen werden sollen, wenn dadurch des
Gesamtlange verkirzt wird, ist ungleich aufwendiger zu l6sen als das Problem des F
dens eines minimalen spannenden Baumes; wir werden es in diesem Buch nicht we
betrachten.

Zur Berechnung eines minimalen spannenden Baumes in einem zusammenhanc
den, ungerichteten Graphen wollen wir gjieriges(englisch:greedy Verfahren ver-
wenden. Bei gierigen Verfahren werden Entscheidungen, die den Rechenprozeld
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Losung naher bringen, auf der Basis der vom Rechenprozel3 bis dahin gesammel
Informationen gefallt und nicht mehr revidiert. Im Unterschied zu Verfahren, die L6-
sungsschritte ausprobieren und gegebenenfalls revidieren missen, sind gierige Ver
ren stets vergleichsweise effizient. Wir wahlen das folgende Verfahren:

Algorithmus-Geriist Minimaler spannender Baum
{liefert zu einem zusammenhé&ngenden, ungerichteten, bewerteten
Graphen G= (V,E) mit c: E — R einen minimalen spannenden
Baum T = (V,E’) von G
begin
E' =0
while noch nicht fertigdo
begin
wahle geeignete KanteeE;
E':=E'U{e}
end
end{Minimaler spannender Baum}

Es bleibt hier im wesentlichen offen, welches geeignete Kanten sind und wie man s
wahlt. Wir prézisieren das Verfahren alsiswahlproze®ir Kanten vonG. Dabei hat
eine Kante stets einen von drei Zustanden: Sie ist entvgeeihlf verworfenoderun-
entschiederAnfangs ist jede Kante unentschieden. Es soll stetddssvahlinvariante
gelten, dal3 es einen minimalen spannenden BaunGvgibt, der alle gewahlten und
keine verworfenen Kanten enthalt. Zu Beginn ist dies naturlich erfullt, da alle Kante
unentschieden sind. Am Ende des Verfahrens sollen alle Kanten gewahlt oder verw
fen sein. Dann gilt mit der Invariante offenbar, daRR gerade die gewéhlten Kanten ein
minimalen spannenden Baum bilden.

Im Laufe der Jahre sind verschiedene effiziente Algorithmen vorgeschlagen worde
die nach diesem Verfahren operieren und fir Kanten gemaR einer von zwei Regeln e
scheiden, ob sie gewahlt oder verworfen werden. Eine dieser Regeln betrachtet Schn
im Graphen. Eirschnitt(englischicut) in einem Graphes = (V, E) ist eine Zerlegung
vonV in SundS=V — S Eine Kantekreuztden Schnitt, wenn sie mit einem Knoten
ausSund einem auSinzident ist. Im Beispiel der Abbildung 8.24 iSt= {2, 4,5} und
S={1,3,6} ein Schnitt, den alle Kanten aul¥er,6) kreuzen. Die folgenden beiden
Regeln dienen der Entscheidung dariiber, ob eine unentschiedene Kante gewahlt c
verworfen wird:

Regell: Wahle eine Kante
Waéhle einen Schnitt, den keine gewéhlte Kante kreuzt.
Wahle eine kirzeste unter den unentschiedenen Kanten, die den Schnitt kreuz

Regel2: Verwirf eine Kante
Wahle einen einfachen Zyklus, der keine verworfene Kante enthalt.
Verwirf eine langste unter den unentschiedenen Kanten im Zyklus.

Verschiedene effiziente Algorithmen fiir das Berechnen minimaler spannender Ba
me unterscheiden sich nun zum einen in der Reihenfolge, in der diese beiden Reg
angewandtwerden, und zum anderen in der Art, wie ein Schnitt oder ein Zyklus gewél
wird. Allen gemeinsam sind die folgenden beiden Prazisierungen des Algorithmusg
ristsMinimaler spannender Baum
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Wahle geeignete KanteceE :
repeat
wende eine anwendbare Auswahlregel an und
until Kante ec E mit Regell gewahlt oder es gibt keine unent-
schiedene Kante mehr

noch nicht fertig
es gibt noch unentschiedene Kanten

Jedes so operierende Verfahren ist ein korrektes Verfahren zum Berechnen eines
malen spannenden Baumes. Weil das Algorithmusg#tirsmaler spannender Baum
mit den beiden angegebenen Prazisierungen Grundlage aller von uns behandelten
fahren zum Berechnen minimaler spannender Baume ist, wollen wir Uberlegungen
seiner Korrektheit etwas ausfihrlicher anstellen.

Satz 8.1 Jedes nach dem Algorithmusgertst Minimaler spannender Baum mit den be
den angegebenen Prazisierungen operierende Verfahren wahlt oder verwirft jede Kar
eines zusammenhangenden, ungerichteten, bewerteten Graphen und bewahrt die /
wahlinvariante.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dal’ die Auswahlinvariante bewahrt wird. Wir wissel
bereits, daB die Invariante anfangs erfullt ist, denn jeder zusammenhangende, unger
tete, bewertete Graph besitzt einen minimalen spannenden Baum, und jeder minim
spannende Baum erfullt die Invariante. Wir betrachten jetzt den Effekt der Anwendur
jeder der beiden Regeln auf die Invariante.

Betrachten wir zundch&egell: Wahle eine KanteSeie die mit Regel 1 gewéhlte
Kante und seil ein minimaler spannender Baum, der die Invariante erfillt, bevor
gewahlt wird.T enthalt also alle vor der Wahl vamngewahlten und keine der vor der
Wahl vone verworfenen Kanten. Gehért nezu den Kanten vori, so wird offen-
sichtlich die Invariante bewahrt. Gehort andererseitécht zu den Kanten voif, so
betrachten wir den in Regel 1 gewéhlten Schlig (vgl. Abbildung 8.25). Wenigstens
eine Kante des Wegs iR, der die beiden Endknoten vanverbindet, kreuzt diesen
Schnitt; nennen wir eine solche Karge Weil T die Invariante erfiillt, kan@ nicht
verworfen sein. Weil Regel 1 auf den Schnitt angewandt wurde, Eamicht gewahlt
sein. Also ist¢ unentschieden und wegen Regel 1 nicht kiirzeedBann erhalten wir
ausT durch Entfernen voe' und Hinzufiigen vor einen BaunT’ = (T — {€'})U{e},
der die Invariante nach Anwendung von Regel 1 erfiillt und ein minimaler spannend
Baum ist.

Betrachten wir nuriRegel2: Verwirf eine KanteSeie die durch Regel 2 verworfene
Kante undT ein minimaler spannender Baum, der die Invariante vor der Anwendun
von Regel 2 erfullt. Fallg nicht zuT gehort, so wird die Invariante bewabhrt. Falls aber
e zu T gehort, so wirdT durch das Entfernen voain zwei Teile geteilt, die einen
Schnitt fiirG bilden; e kreuzt diesen Schnitt. Weil Regel 2 angewandt werden konnte
liegt e in einem einfachen Zyklus, der keine verworfene Kante enthalt; dieser Zyklu
enthalt wenigstens eine andere Kante, wir nenneg sidie den Schnitt kreuzt (siehe
Abbildung 8.26). Weik nicht zuT gehért, iste’ unentschieden; weil mit Regel 2 Kante
everworfenwird, is€ nichtlanger alg. Dann erhalten wir aub durch Entfernen vor
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Abbildung 8.25

und Hinzunehmen vod einen minimalen spannenden Bailifm= (T — {e}) U{€'}, der
die Invariante nach Anwendung von Regel 2 erfullt. Also wird die Auswahlinvariante
im Algorithmus bewabhrt.

Abbildung 8.26

Wir zeigen, dal3 keine Kante unentschieden bleibt, indem wir aus der gegenteilig
Annahme einen Widerspruch herleiten. Nehmen wir alsea&ej eine Kante, die un-
entschieden bleibt. Zu jedem Zeitpunkt im Verlauf der Rechnung bilden die bereit
gewdhlten Kanten eine Mengewahlter BaumeFalls beide Endknoten vamim sel-
ben gewéhlten Baum liegen, ist Regel 2 anwendbar. Es kann also eine Kante verwor
werden (nicht unbedingd). Falls beide Endknoten vomin verschiedenen gewahlten
B&umen liegen, ist Regel 1 anwendbar. Es kann also eine Kante gewahlt werden (ni
unbedingE). Damit sichert die Existenz einer unentschiedenen Kante die Anwendba
keit einer Auswahlregel; mit der Anwendung einer Auswahlregel verringert sich abe
die Anzahl unentschiedener Kanten um 1. Damit kann keine Kante unentschieden bl
ben. |
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Betrachten wir nun im Einzelnen einige Algorithmen zur Berechnung eines mini
malen spannenden Baumes. Wir werden zur Beschreibung der Algorithmen stets |
angeben, auf welche Weise Kanten gewahlt oder verworfen werden.

Der Algorithmus von Boruvka !

Dies ist der historisch erste Algorithmus zur Berechnung minimaler spannender B3
me; wir wollen ihn hier nur kurz skizzieren; eine parallelisierte Version hiervon, Sollins
Algorithmus, wird in Kapitel 9 genauer behandelt. Fir einen Grapgben(V,E) ist

am Anfang jeder einzelne Knoten ein gewahlter Baum. In eideswahlschrittwird

fur jeden gewahlten Baum eine kiirzeste Kante zu einem anderen Baum gewahlt. G
es fur einen Baum mehr als eine kiirzeste Kante zu einem anderen Baum, so wird die
nige gewahlt, die mit einem Knoten kleinster Nummer inzidiert. Auf diese Weise wirc
vermieden, daf3 in einem Auswabhlschritt durch ungeschickte Entscheidung fur eine v
mehreren kiirzesten Kanten ein Zyklus entsteht. Die wiederholte Anwendung des Al
wahlschritts liefert einen minimalen spannenden Baum. Im Beispiel der Abbildung 8.2
werden im ersten Auswahlschritt die Kantgn?2), (2,1), (3,5), (4,3),(5,3),(6,1) ge-
wahlt, wobei wir die Kanter{1,2) und (3,5) jeweils zweimal aufgefiihrt haben, weil
sie einmal von Baum 1 bzw. Baum 3 aus und einmal von Baum 2 bzw. Baum 5 al
gewahlt werden. Im zweiten Auswabhlschritt wird der minimale spannende Baum durc
Auswahl von Kanter{5, 6), (6,5) vervollstandigt.

Der Algorithmus von Kruskal r[!n

Anfangs ist jeder einzelne K des Graphen ein gewéahlter Baum. Dann wird a
jede Kantee in aufsteigender Reihenfolge der Kantenlangen folgeAdswahlschritt
angewandt: Fallg beide Endknoten im selben gewahlten Baum hat, versyigonst
wabhlee. Abbildung 8.27 zeigt die gewahlten Baume und die gewahlten Kanten fiir de
Beispiel in Abbildung 8.24.

Bei einer effizienten Implementierung des Verfahrens von Kruskal mufd man auf3
der Sortierung von Kanten nach ihrer Lange die bereits gewéhlten Baume so verwalt
daB zwei gewahlte Baume zu einem gewahlten Baum verbunden werden kénnen,
daR geprift werden kann, in welchem Baum der Endknoten einer Kante liegt. Dic
gelingt gerade mit Hilfe einer Union-find-Struktur, wie sie in Kapitel 6 beschrieben ist
Eine solche Struktur bietet die folgenden Operationen an:

—Find(v) ist der Name des gewahlten Baumes, zu dem Knetghort;
—Union(v,w) vereinigt BAume mit Namewnundw zu einem Baum mit Namew
—Make-setv) kreiert den Baum, dessen einziger Knotest.

Damit kann Kruskals Verfahren im Algorithmusgertéinimaler spannender Baum

wie folgt prazisiert werden:

begin {Kruskal}
E =0
sortiere E nach aufsteigender Lange
forall veV do
Make-setv);
forall (v,w) € E, aufsteigenddo
if Find(v) # Find(w) then {w&hle Kantgv,w)}
begin
Union(Find(v), Find(w));
EN=E'U{(vw)}
end
end{Kruskal}


Literaturverweis [21]
[21] O. Boruvka. O jiste'm proble'mu minima'lni'm. Pra'ca Moravske' Pjri'rodovjedecke' Spolejcnosti, 3:37-58, 1926.

Literaturverweis [96]
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gewahlte Baume betrachtete Kante
2 1 6 5 3 4 1 2 .
° . ° ° . ° — o gewahlt
2 1 1 6 .
— — o gewahlt
2 1 6 2 6
PP — o verworfen
3 5 .
— o gewahlt
5 3 5 6 N
——— o — o gewahlt
2 1 6 5 3 2 3
o . R o . — o verworfen
1 5
— o verworfen
3 4 .
— o gewahlt

Abbildung 8.27

Das Verfahren von Kruskal ist auch schon in Abschnitt 8.6 beschrieben. Dort ist di
Kollektion von Mengen explizit angesprochen, auf die hier nur Uber die Operatione
der Union-Find-Struktur zugegriffen wird. Uberdies ist in Abschnitt 6.2.1 eine Alter-
native zum Sortieren angegeben, das Verwalten der Kanten nach ihrer Léange in ei
Prioritdtswarteschlange. Beide Varianten sind asymptotisch gleich effizient. Das Sc
tieren der Kanten des Graphen kann in Z&(tE|log|E|) = O(|E|log|V|) ausgefihrt
werden; firO(|V|) Make-set, O(|E|) Find- und O(|V|) Union-Operationen benétigt
man nicht mehr al©(|E|a(|E|,|V])) = O(|E|log|V|) Schritte. Damit ergibt sich die
gesamte Laufzeit des Verfahrens fir einen Graphen(V,E) zu O(|E|log|V|). Aber
es geht noch schneller.

Der Algorithmus von Jarnik, Prim, Dijkstra [M

Dieses Verfahren dhnelt Dijkstras Verfahre hnung kirzester Wege. Zu |
dem Zeitpunkt bilden die gewahlten Kanteimengewahlten Baum. Wir beginnen mit
einem beliebigen Anfangsknotardes Graphen und fiihren den folgendarswahl-
schritt (V| — 1)-mal aus: Wahle eine Kante mit minimaler Lange, fur die genau ein
Endknoten zum gewéhlten Baum gehort. Zu Beginn besteht der gewéhlte Baum &
dem Anfangsknotesg spéter bilden alle gewéhlten Kanten und deren inzidente Knoter
den gewahlten Baum. Abbildung 8.28 zeigt den Verlauf des Algorithmus, angewan
auf den Graphen der Abbildung 8.24, beginnend mit Anfangsknoten 1.


Literaturverweis [82]
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gewdhlter Baum gewahlte Kante
1 1 2
1 2 2 6
1 2 6 6 5
L. i
} ? fs .5 .3 3 4

Abbildung 8.28

Da hierbei nurein Baum wachst, bendétigen wir im Unterschied zu Kruskals Algo-
rithmus keine Union-find-Struktur; statt dessen geniigt eine Priority Queue. Wie b
Dijkstras Algorithmus fir kirzeste Wege hangt die Effizienz der Implementierung de
Verfahrens ab von der Wahl einer Datenstruktur fiir die Priority Queue. Die beste Wa
ist hier der Fibonacci-He 0]. Dann unterscheidet sich der Algorithmus fiir minimal
spannende Baume vond Ur kiirzeste Wege nur dadurch, daB3 anstelle der Entferr
zum Anfangsknoten fir die kurzesten Wege nunmehr die Entfernung zum nachst
Knoten im gewéhlten Baum verwaltet werden muf3. Dies kann aber auf die gleicl
Weise geschehen wie beim Algorithmus zum Finden kirzester Wege. Damit laf3t si
dieser Algorithmus zum Finden eines minimalen spannenden Baumes fiir einen zuse
menhé&ngenden, ungerichteten, bewerteten GrahertV, E) so implementieren, daly
er mit einer Laufzeit vorO(|E| + |V|log|V|) auskommt. In*l/ist ein noch schneller-
er Algorithmus beschrieben, bei dem mehrere Baume enig wachsen und dann
Superknoten kollabieren; dasselbe Verfahren wird auf den so kondensierten Grapt
angewandt, bis schlie3lich ein minimaler spannender Baum erreicht ist.

8.7 Flusse in Netzwerken

Welchen VerkehrsfluB (in Fahrzeugen pro Minute) kann ich hdchstens durch eine Stz
leiten, deren StralRennetz gegeben ist? Welche Wassermenge kann ich durch die
nalisation héchstens abtransportieren? Solche und andere FluRprobleme in Netzv


Literaturverweis [60]
[60] M. L. Fredman und R. E. Tarjan. Fibonacci heaps and their uses in improved network optimization algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 34:596-615, 1987.
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ken sind in vielen Varianten und Verkleidungen ausgiebig untersucht worden. Obgleic
schon 1962 ein inzwischen klassisches Buch zu diesem T a [58] erschien, werc
auch heute noch immer wieder neue und bessere Algorith ur FluRRprobleme gefi
den. Wir betrachten hier das Problem, maximale Fliisse in Netzwerken zu finden, k
denen Pfeile Verbindungen reprasentieren, durch die Guter flieRen kénnen. Dabei |
jeder Pfeil nur eine beschrankte Kapazitat; beispielsweise vertragt ein Stral3enstiick |
einen Durchsatz von 10 Fahrzeugen je Minute, oder ein Kanalisationsrohr verkraft
nicht mehr als 20 Liter pro Sekunde.

Sei im folgendenG = (V,E) ein gerichteter Graph mit einer Kapazitatsfunktion
c: E — R™ (englisch: capacity) und zwei ausgezeichneten Knoten, €unelle qund
einerSenke sUnser Ziel ist es, einen maximalen Flu3 wnachs zu ermitteln. Ein
FluR durch einen Pfeil mul3 die Kapazitatsbeschrankung dieses Pfeils einhalten; an
dem Knoten muf3 der Flu? erhalten bleiben, also gleichviel hinein- wie herausfliel3e
(auRBer an der Quelle und an der Senke). Wir definieren daherEin@als eine Funk-
tion f : E — R, wobei gilt:

e Kapazitatsbeschrankunfiir allee € E ist f(e) < c(e);

e FluRerhaltungfur alleveV —{q,s} ist
Swyee F((V,V) =S wwee F((wV')) =0.

Der Einfachheit halber wird oft angenommen, dal3 kein Pfed mindet und kein
Pfeil s verla3t; wir wollen hier im allgemeinen auf diese Annahme verzichten, abe
unsere Beispiele manchmal so beschranken.

Betrachten wir das in Abbildung 8.29 gezeigte Beispiel. An jedem [efest dort

a 4/0 C
5/3 5/0
q 7/3 7 4/0 e s
7/0 ‘ 6/3
b 3/3 d

Abbildung 8.29

c(e)/f(e) angegeben. Es flie3t also gerade ein Flu von Kngi@mer Knoterg, b, d

zu Knotens. DerWert w( f) eines Flusse$§ ist die Summe der FluRBwerte aligrerlas-
senden Pfeile, alse(f) = 3 qvee F((Q,V) — ¥ v.gce F((V,0)). In unserem Beispiel
istw(f) = 3. Einmaximaler Flu@in G ist ein FIuRf in G mit maximalem Wertv( f)
unter allen Flissen iG. Fur das Problem, einen maximalen Fluf3 in einem gegebenel


Literaturverweis [58]
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Digraphen zu ermitteln, sind im Laufe der Zeit zahlreiche, verschiedene Algorithme

vorgeschlagen worden. Wir werden im folgenden einige der wichtigsten vorstellen.
Uberlegen wir uns aber zunéchst, wie groR ein maximaler FluR tiberhaupt sein kar

Es ist intuitiv plausibel, daf? nicht mehr im Netzwerk flieRen kann, als aus der Que

le herausflie3t oder in die Senke hineinflieBt. In unserem Beispiel verlassen hdc

stens 12 Einheiten die Quelle, und héchstens 11 flieBen in die Senke. Aber nic

nur Quelle und Senke begrenzen den Wert eines maximalen Flusses, sondern je

Schnitt durch den Graphen, dgrvon s trennt. Ein ¢ von s trennend@rSchnittist

eine Zerlegung der Knotenmenygein zwei TeilmengerQ und S, so daflyy zu Q und

s zu S gehort. DieKapazitat ¢Q,S) eines Schnitte®), Sist die Summe der Kapazi-

taten von Pfeilen, die vo@ nachS fihren, alsoc(Q,S) = Yveqvesvv)ce C((LV))-

Ein Schnitt mit kleinster Kapazitat unter allen méglichen Schnitten hriRtmaler

Schnitt In dem in Abbildung 8.29 gezeigten Beispiel ist ef@a- {q,b},S= {a,c,d,s}

ein Schnitt; die Kapazitat(Q,S) dieses Schnitts ist((q,a)) + c((b,c)) + c((b,d)) =

11. Fur einen Fluf¥ und einen SchnitQ, S ist der (Netto) Flul3 Giber den Schnitt

f(Q9) = Jveqveswy)ce F((VV)) = Tvequesvyee F((V,V)). In unserem Beispiel

ist also der FIUR¥ ({q,b}, {a,c,d,s}) = f((q,a) + f((b,c) + F((b,d)) — f((ah)) =

3+ 0+ 3—3= 3. DaR dies gerade dem Wert des Flusgey entspricht, ist kein Zufall.
Ganz allgemein gilt fir jeden FluRund jeden Schnit®, S, daR der Flul¥(Q,S) =

w( f) ist. Dies sieht man wie folgt ein. Nach Definition ist

fQS = H f((wV)) — 3 f((V,v).

veQ, veQ,
Ves Ves
(wV)eE (V.v)eE

Addieren wir zur rechten Seite dieser Gleichung

f(wV)) = > H(wV) + 5 H((V,v) = 5 F((V,v),

VEQ, VEQ, VEQ, VEQ,
VeQ, VeQ, VeQ, VeQ,
(wV)€eE (WW)€EE (V. v)eE (V' V)eE

so kénnen wir die Summanden neu zusammenfassen zu

fQS =3 f((wv)) = 3 H((V,v) + 3 f((V.v) = 3 f((wV)).

veQ, veQ, veQ, veQ,
Vev, Vev, VeQ, VeQ,
(vV)eE (V.v)eE (V.v)eE (W )eE

Wegen der FluRerhaltung ergeben die ersten beiden Summanden zusammen ge
w(f); die letzten beiden Summanden ergeben 0, und somit ist die Behauptung na
gewiesen. Fur das in Abbildung 8.29 angegebene Beispiel kann man leicht Gberprif
daf der Fluf3 fir jeden Schnitt 3 betragt.

Wegen der Kapazitatsbeschrankung kann man sofort schlieRen, da der Flul3 {
einen beliebigen Schnitt dessen Kapazitat nicht Gbersteigen kann. Damit ist der W
eines maximalen Flusses sicher nicht gré3er als die Kapazitat eines minimalen Schi
tes; wir werden noch sehen, daf3 in der Tat beide Werte gleich sind.
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Maximaler Fluf3 durch zunehmende Wege

Fir das in Abbildung 8.29 gezeigte Beispiel hat der Flul3 seinen maximalen Wert offel
bar noch nicht erreicht. Zwar kénnen wir den Flu3 entlang des Wggeb, d, s nicht
mehr erhdhen, weil Pfeib, d) bereits die maximal mdgliche Menge transportiert. Aber
es gibt noch andere Wege, bei denen die Kapazitaten nicht voll ausgenutzt sind. So |
sen sich zum Beispiel entlang des Weges ¢, szwei weitere Einheiten transportieren.
Erhéhen wir auRerdem den Flu3 auf dem Weg ¢, s um 3 Einheiten, so erhalten wir
die in Abbildung 8.30 gezeigte Situation.

a 4/2 C
5/5 5/5
q 7/3 7 4/0 oS
7/3 ‘ 6/3
b 3/3 d

Abbildung 8.30

Jetzt ist auf jedem Weg vampnachs wenigstens ein Pfedesattigt d.h., der Flu3 auf
diesem Pfeil entspricht gerade der Kapazitat des Pfeils. Trotzdem ist der Wert des Flt
ses nur 8, obgleich die Kapazitat des minimalen Schfiitta, b}, {c,d,s} 10 betragt.
Der Fluf3 ist also nicht maximal. Dies haben wir einer ungliicklichen Entscheidung ir
Knotena zu verdanken: Dort werden drei FluRBeinheiten liber Knbtemritergeleitet,
wodurch auf dem Pfeila, c) nur noch zwei Einheiten transportiert werden miissen. Im
Knotenb ergibt sich aber ein Engpal3, weil von ihm aus nur sechs Einheiten weiterg
leitet werden kdnnen. Es wére also besser gewesen, zwei Einheiten vom Kridien
den Knotenc weiterzuleiten und damit Platz zu schaffen fir zwei Einheiten, die vom
Knotenq lber den Knoteib geleitet werden kénnten. Von Knoteraus kénnten die
zwei Einheiten Gber Knoteth zum Knotens gelangen.

Wir kénnen dieses Abéndern von Flissen in Wegenooachs ausdriicken, wenn
wir nicht nur das Erhdhen eines Flusses entlang eines Pfeiles mit nochRiestka-
pazitat reste) = c(e) — f(e) in Betracht ziehen, sondern auch das Verringern eines
Flusses entlang eines Pfeiles, also gewissermalRen das Erhéhen eines Flusses ent
der Pfeilrichtung. Einen Fluf8(e) kann man naturlich héchstens uffe) Einheiten
verringern; dann ergibt sich fifre) der Wert 0. In unserem Beispiel bedeutet dies ge-
rade, dal3 wir den Weg, b, a, c,d, s betrachten und feststellen, dal’ wir den Fluf? durch
Pfeil (g,b) um 4 erhdhen, durcfe,b) um 3 senken, durcfa,c) um 2 erhéhen, durch
(c,d) um 4 erh6hen und durdld, s) um 3 Einheiten erh6hen kénnen. Also 1aRt sich der
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FluR um das Minimum dieser Werte, namlich 2 erhéhen. Ein solcher Weg ohne Riic
sicht auf die Pfeilrichtungen (eiangerichtetedVeg) vong nachs, auf dem man den
Flu erhéhen kann, wirsunehmender Wegenannt. Fur jeden Pfedlauf einem zuneh-
menden Weg, der in Pfeilrichtung durchlaufen wird (éarwartspfei), ist f (e) < c(e),
alsorest(e) > 0; fur jeden Pfeil, der in Gegenrichtung durchlaufen wird (@irckwarts-
pfeil), gilt f(e) > 0. DerRestgrapleu einem Fluf¥ beschreibt gerade alle FluRvergro-
Rerungsmdglichkeiten: Er enthalt einen Pé&ilvennrest(e) > 0 gilt; er enthélt den zu

e entgegengesetzten Pfeil, wehfe) > 0 gilt.

Abbildung 8.31

Abbildung 8.31 zeigt den Restgraphen zu dem in Abbildung 8.30 gezeigten Flu
Jeder Weg im Restgraphen vgmachs ist ein zunehmender Weg fur den gegebenen
FluR. In unserem Beispiel ist der einzige zunehmende Weg der einzige einfache W
von g nachs im Restgraphen, also der Wegb, a,c,d,s. Nach der FluRBvergrof3erung
um 2 Einheiten auf diesem Weg ergibt sich der in Abbildung 8.32 gezeigte Fluf3; ir
zugehorigen Restgraphen fuhrt kein Weg mehrgoiachs. Der Flul? hat den Wert 10,
ist also maximal. Wir haben im Restgraphen nur solche Pésdimgezeichnet, fir die
rest(e) > O gilt, wobeirest(e) genauer wie folgt definiert ist:

resi((v V) = { () (), (4] e E

Bereits 1956 wurde gezeiM?], daf ein FluGenau dann maximal ist, wenn
es furf keinen zunehmende ibt, und dalR genau dann der Wert des Flaeses
Kapaziat eines minimalen Schnitts entspricht. Dies sieht man wie folgt ein. Wenn
einen zunehmenden Weg fur einen FluBibt, dann kénnen wir den Flul3 entlang die-
ses Wegs vergréRern. Damit ist klar, dal3 es fur einen maximalenfFal®ien zuneh-
menden Weg geben kann. Nehmen wir jetzt also an, daf éskig&inen zunehmenden
Weg gibt. SeiX die Menge aller im Restgraphen vgraus erreichbaren Knoten, und
seiX =V — X. Weil es furf keinen zunehmenden Weg gibt, gehgtu X unds zu

X. Also ist X, X ein Schnitt. Nach Definition gibt es im Restgraphen keinen Pfeil von


Literaturverweis [46]
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a 4/4 C
5/5 5/5
q 7/1 ¥ 4/2 ®S
7/5 ‘ 6/5
b 3/3 d

Abbildung 8.32

einem Knoten ifX zu einem Knoten ixX. Also gilt f (e) = ¢(e) fur jeden Pfeileim ge-
gebenen Graphe®, der von einem Knoten iX zu einem Knoten ixX fihrt. Damit ist
w(f) =c(X,X); der Wert des Flussesentspricht also der KapazitéinesSchnitts. Der
Wert eines jeden Flusses, also augh ), ist durch die Kapazitétmi, eines minimalen
Schnitts beschrankt. Wegev( f) < cmin und cmin < ¢(X, X) folgt mit w(f) = ¢(X,X)

auchw( f) = cmin = ¢(X, X), d.h.,X, X muR ein minimaler Schnitt untiein maximaler
Fluf? sein.

Beliebige zunehmende Wege

Hieraus ergibt sich unmittelbar die E?] vorgestellte Methode zur Konstruktion eine
maximalen Flusses durch wiederh Einbeziehen zunehmender Wege:

Algorithmus Maximaler Fluf3 durch zunehmende W
{berechnet zu einem Digraphen=&(V, E) mit Kapazitat ¢ E — R™"
einen maximalen FluR fE — R{ fur G}
begin
1. {Initialisiere mit Nullfluf3}
forall ec E do
f(e) :=0;
2. {iterierte FluRvergréRerung
while es gibt einen zunehmenden Wegdap
begin
r :=min{rest(e)| e liegt auf Weg p im Restgraphgen
erhdhe f entlang pum-r
end
end{Maximaler FluR3}

Hierbei ist es sinnvoll, neben der Kapazitéfir jede Kante auch einen aktuellen
FluBwertf zu speichern. Das Erhdhen des Fluskentlang eines Weggsum einen
Betragr wird fir Vorwéartspfeile durch Erhéhen vohum r und fir Rickwartspfeile
durch Erniedrigen vori umr realisiert.


Literaturverweis [57]
[57] L. R. Ford Jr. und D. R. Fulkerson. Maximal flow through a network. Canad. J. Math., 8:399-404, 1956.

Literaturverweis [57]
[57] L. R. Ford Jr. und D. R. Fulkerson. Maximal flow through a network. Canad. J. Math., 8:399-404, 1956.


590 8 Graphenalgorithmen

Genau genommen arbeitet der vorgestellte Algorithmus aber noch nicht einmal k¢
rekt: Man kann sich tberlegen, dald er firr irrationale Kapazitaten nicht unbedingt tern
nieren muf3 und daR aufeinanderfolgende FluRBwerte zwar konvergieren, aber nicht
bedingt zum Wert des maximalen Flusses. Beschranken wir jedoch die Kapazitaten
ganze (oder rationale) Zahlen, so ist der vorgeschlagene Algorithmus korrekt. Bei gar
zahligen Kapazitaten ist auch ein maximaler FluR ganzzahlig, und bei jedem Durchla
derwhile-Schleife wird der gefundene Flul? wenigstens um 1 erhodht. Ein maximale
FIuR fmax wird also mit hochstene/( fmax) Durchlaufen dexvhile-Schleife gefunden.
Damit hangt aber die Laufzeit des Algorithmus nicht nur von der Anzahl der Knotel
und Kanten des gegebenen Graphen ab. Abbildung 8.33 zeigt einen Beispielgrapl
mit vier Knoten und fuinf Kanten, bei dem der Algorithmusc? Durchlaufe dewhi-
le-Schleife bendtigt, wenn abwechselnd die Wggge b, sundq, b, a, sals zunehmende
Wege gewahlt werden.

C1 C1

C1 C1

(o

Abbildung 8.33

Kirzeste zunehmende Wege
Eine Laufzeitschranke, die lediglich von der Gré3e des Graphen abhangt, erhalt m
wenn man als zunehmenden Weg immer einen mit méglichst wenigen Pfeilen wal
. Bestimmt man solche kiirzesten zunehmenden Wege fiir die einzelnen FluRv
erungsschritte, so vergréRRert sich die Anzahl der Pfeile auf einem kirzesten W
von g nachs nach hdchsteng&| Schleifendurchlaufen wenigstens um 1. Damit ist die
Anzahl der erforderlichen Iterationen beschréankt duiet — 1) - |E|. Weil man einen
einzelnen zunehmenden Weg mittels Breitensucl@(j&|) Schritten finden kann, er-
gibt sich eine Laufzeit von insgesa®@t|V| - |E|?) Schritten fiir das Berechnen eines
maximalen Flusses. Es geht aber noch schneller.


Literaturverweis [45]
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Alle kiirzesten zunehmenden Wege

Wir betrachten wiederholt Flisse, die sich nicht entlang eines Weges im gegeben
Graphen vergrofR3ern lassen. Fiur den in Abbildung 8.29 gezeigten Graphen ist dies |
dem in Abbildung 8.30 gezeigten Flul3 der Fall. Ein solcher Flul3 enthalt auf jedem We
von g nachs einen gesattigten Pfeil; wir bezeichnen ihn bleckierenden FluR3Ab-
bildung 8.34 zeigt einen Fluf3 fir den Graphen aus Abbildung 8.29; Abbildung 8.3
zeigt den dazugehdérigen Restgraphen. Zur Bestimmung eines kiirzesten zunehmer
Weges vorg nachs sind nicht alle Pfeile im Restgraphen von Interesse. Vielmehr ge-
nugt es, fur jeden vogaus erreichbaren Knoterim Restgraphen einen kiirzesten Weg
von g nachv zu kennen.

4/0

5/5 5/2
3/3
q 7/5 4/1 S

771 N 6/4
b 3/3 d

Abbildung 8.34

Fur Knotenv bezeichnen wir die Lange (das ist die Anzahl der Pfeile) eines kiirzeste
Weges vorg nachv im Restgraphen alNiveauvonv.

4

Abbildung 8.35
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Fur einen Fluf¥ ist derNiveaugraphderjenige Teilgraph des Restgraphen, der nur
die vong aus erreichbaren Knoten enthalt und nur solche Pfeile, die auf einem kiirzest
Weg liegen. Ein Pfeilv,v) des Restgraphen gehort also genau dann zum Niveaugrz
phen, wenNiveayV') = Niveauv) + 1 gilt. Abbildung 8.36 zeigt den Niveaugraphen
zu dem in Abbildung 8.35 gezeigten Fluf3.

Abbildung 8.36

Der Niveaugraph enthalt jeden kirzesten vergroBernden Weg, aber nicht unbedi
jeden vergroRernden Weg. Mit einer Breitensuche kann der Niveaugraph Q#E€j}
konstruiert werden. Damit ergibt sich die folgende Variante des Schritts 2 zur iterierte
FluRBvergroRerung im Algorithmudaximaler Flu3 durch zunehmende Wege

2. {iterierte FluRvergréRerung nach Dinji}
while s gehdrt zum Niveaugraphen fi

begin
fp := ein blockierender Fluf? im Niveaugraphen fir f
fi=fafy

end

Dabei bezeichnet das bereits erlauterte Addieren zweier Fliisse unter Beriicksict
tigung der Pfeilrichtung. Flr den in Abbildung 8.36 gezeigten Niveaugraphen ist ei
blockierender Fluf3 der FluR der Starke 3 entlang des Wedes, c,s. Die Addition
dieses Flusses zu dem in Abbildung 8.34 gezeigten ergibt den in Abbildung 8.37 g
zeigten Flul3. Abbildungen 8.38 bis 8.40 setzen das Beispiel bis zu einem maximal
FluR und einem Niveaugraphen fort, daricht enthalt.

Die Anzahl der im Verlauf der Berechnung erforderlichen iterierten FlulRvergréRRe
rungen ist vergleichsweise gering. Weil bei jeder Flul3vergrdf3erung ein blockierenc
Flu3 im Niveaugraphen zum aktuellen Fluf3 hinzugefugt wird, wéchst das Niveau d
Senkes bei jeder Iteration wenigstens um 1, sofermon g aus im Niveaugraphen
Uberhaupt erreichbar bleibt. Bei jeder Iteration werden also gleichzeitig alle kiirzest:
Wege zu einer FluRBvergroRerung herangezogen. Damit berechnet der Algorithmus |


Literaturverweis [37]
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Abbildung 8.37
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b
Abbildung 8.38
a 4/4
5/5
3/3
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b 3/3

Abbildung 8.39
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Abbildung 8.40

iterierter FluBvergroRerung na 7] einen maximalen Flu3 mit hochiténsl Ite-
rationen.

In speziellen Fallen kommt dieser Algorithmus sogar mit weniger lterationen au:
Man kann sich Uberleg 0], daf3 fur ein Netzwerk mit ganzzahligen Kapazitaten,
dem auler der Quelle der Senke jeder Knoten genau einen einmiindenden F
mit Kapazitat 1 (und beliebig viele ausgehende Pfeile) oder einen ausgehenden P

mit Kapazitat 1 (und beliebig viele einmindende Pfeile) h%t,/gﬁ — 2-‘ Iterationen

gentigen. Wir werden dieses spezielle Ergebnis im nachsten Abschnitt zu einer La
zeitabschatzung einsetzen.

Wir missen uns jetzt noch Giberlegen, wie man einen blockierenden Fluf3 schnell fi
det. Beim einfachsten VerfahrHﬂ?] wahlt man einen Weggmoachs und erhéht auf
diesem Weg den FluR3 so, da er der Pfeile gesattigt wird. Dann entfernt man s
gesattigten Pfeile. Dies wird solange wiederholt,samcht mehr vorg aus erreichbar
ist. Sobald dies der Fall ist, ist auf jedem Weg ¥pnachs ein Pfeil gesattigt, also ein
blockierender FluR erreicht.

Das Finden eines Weges vgmachs kann man als Tiefensuche organisieren. Inspi-
zierte Pfeile, die schlief3lich nicht zu einem Wegsayehdren, werden geldscht. Wenn
man einen Pfeil betrachtet hat, so gehort dieser also entweder zu einem Wggaan
s oder er wird geldscht. Fiir einen gefundenen Weg, der hichster¥ jaud Pfei-
len bestehen kann, wird der Wert der FluRvergréRerung als kleinste Restkapazitat \
Pfeilen auf diesem Weg ermittelt. Beim Durchfiihren der FluRvergréerung missen
le Restkapazitaten von Pfeilen auf dem gefundenen Weg angepal3t und wenigstens
Pfeil entfernt werden. Weil bei jeder FluRBvergréRerung wenigstens ein Pfeil aus de
verbleibenden Graphen entfernt wird, entsteht nach héchgEeRtulRvergroRerungen
ein blockierender FluR. Da insgesamt héchstens jede Kante einmal geléscht wird u
jede FluRvergrofRerung @(|V|) Schritten durchgefuihrt werden kann, findet der Algo-
rithmus von Dini einen blockierenden Fluf3 in hdchs@(¥ |- |E|) Schritten und
damit einen maxMalen FluB in hochstedgV|?- |E|) Schritten. Im oben erwahnten
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Spezialfall findet der Algorithmus von Din 7] einen blockierenden Fluf3 in Zeit
O(|E|) und n maximalen Flu3 in Ze&xt(/|V[*E|).

In letzter Zeit sind einige weitere Methoden vorgeschlagen worden, einen blockiere
den Fluf3 zu berechnen. Ein Verfahren, bei dem man einen Knoten nach dem ande

séttigt — und nicht, wie bei Dinic, einen Pfeil nach dem anderen — i [85] erstmal
vorgestellt worden. Spéter wurde diese Method 180] vereinfacht™™an kann hierb
einen Knoten in ZeiO(|V|) séttigen; die Konstru eines blockierenden Flusses ko-

stet also nur noc®(|V|?) Schritte, und ein maximaler FluR kann@q{|V|®) Schritten
ermittelt werden.

Eine andere Realisierung der Grundidee, Knoten zu séttigen,g [115] vorgeschl
gen worden. Hier merkt man sich fiir jeden Knoteten maximal zu ich noch még-
lichen Durchsatzdurch Knoterv. So kann man etwa im Beispiel der Abbildung 8.34
den Durchsatz nur fur die Knoterundd erhdhen, weil bei Knotea alle einmiinden-
den Pfeile und bei Knoteb alle ausgehenden Pfeile geséttigt sind. Der Durchsatz be
Knotenc kann um 4 Einheiten erhdht werden, weil sowohl vier zuséatzliche Einheiter
vona nachc als auch vort weg, nachd unds, flieBen kénnen, wenn man den Rest des
Netzwerks auBer Betracht [af3t. Einen blockierenden Fluf? findet man dann, indem m
wiederholt Gber einen Knoten mit kleinstem maximal méglichen zusétzlichen Durch
satz gerade soviele Einheiten von der Quelterr Senkesschickt, wie dieser Durchsatz
angibt. Bei geeigneter Implementierung kommt dieses Verfahren ebenfallx jwit)
Schritten aus.

Inanderen VerfahrMQ] wurde versucht, einen Pfeil nach dem anderen zu s&
gen und die Laufzeit des Vertahrens durch Verwendung einer geeigneten Datenstruk
zu reduzieren. Der schnellste dieser Philosophie folgende Algorith [171] verwel
det eine Datenstruktur fir dynamische Baume. Jeder Baumknoten ichert eine re¢
Zahl, dieKostendes Knotens. Die vorgeschlagene Datenstruktur bietet fiir eine Meng
knotendisjunkter Baume die folgenden Operationen an:

— maketreév) : stellt einen neuen Baum her, dessen einziger Knetait Kosten 0
ist.

—findroot(v) : liefert die Wurzel des Baumes, der Knoteanthalt.

— findcostv) : liefert den Knotenv' und seine Koster, wobeic das Minimum der
Kosten aller Knoten auf dem Pfad vereur Wurzelfindroot(v) ist undv auf diesem
Pfad der am nachsten bei der Wurzel liegende Knoten mit Kasitgn

—addcosty,c) : addierec zu den Kosten jedes Knotens auf dem Pfad vaor Wurzel
findroot(v).

—link(v,Vv) : verbinde die beiden Bdume mit KnotemundV' durch einen Pfei(V, V).

Hier wird angenommen, dafdie Wurzel des einen Baumes ist, und dafdVv nicht

im selben Baum liegen.

— cut(v) : teile den Baum, der Knotementhalt, durch Entfernen der Kante, dienit

dem Vater vorv verbindet, in zwei Baume. Hier wird angenommen, d&Bine Wurzel
ist.

Um einen blockierenden FluR3 zu finden, speichert man fur jeden Knoten einen i
zidenten Pfeil, auf dem man méglicherweise den Flu3 vergréRern kann. Diese Pfe
zusammen ergeben im Graphen eine Menge von BaumenVFimsgesamt verwal-
tete Knoten kann jede der sechs angebotenen dynamischen Baumoperationen in e
amortisierten Laufzeit vo®(log|V|) ausgefihrt werden, wobei sich die Folge der aus-
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zuftihrenden Operationen durch eine Umformulierung von Dinics Algorithmus ergibi
Mit O(|E|) Baumoperationen kostet das Berechnen eines blockierenden Flusses d:
O(|E|log|V]) Schritte; ein maximaler FluR kann also in Z&if|V| - |E|log|V|) berech-

net werden.

8.8 Zuordnungsprobleme

Zuordnungsprobleme, bei denen es um eine insgesamt bestmégliche Bildung von P
ren von Elementen Uber einer Grundmenge geht, lassen sich oft glinstig durch Grap!
reprasentieren. Die Elemente der Grundmenge sind die Knoten des Graphen und
Kanten beschreiben alle mdglichen Paarbildungen. Reprasentiert beispielsweise je
Knoten einen Teilnehmer an einer Gruppenreise und jede Kante die Bereitschaftdert
den Teilnehmer, in einem gemeinsamen Doppelzimmer zu tbernachten, so kann n
sich fragen, wieviele Zimmer unter dieser Voraussetzung mindestens bendotigt werd
Weil jeder Teilnehmer nur ikrinemDoppelzimmer ibernachten soll, ist dies im Gra-
phen die Frage nach einer gro3tmoglichen Teilmenge der Kanten, bei der jeder Knof
des Graphen mit hdchstens einer Kante inzidiert. In dem in Abbildung 8.41 gezeigtc
Fall sieht man, daf fur die sechs Reiseteilnehmer drei Doppelzimmer genligen.

Adam Doof

Zeus Hera

Eva Dick

Abbildung 8.41

Fur einen ungerichteten Graphén= (V,E) ist eineZuordnung Z(englisch:mat-
ching) eine Teilmenge der Kanten vda, so dalR keine zwei Kanten i denselben
Endknoten haben. Die Anzald| der Kanten inZ heiBt GréReder Zuordnung. Ein
Knoten ist bezlglich einer ZuordnuiZgalleine (englisch:unmatchell wenn er nicht
Endknoten einer Kante i# ist. Z ist eineperfekte Zuordnun¢englisch:perfect mat-
ching), wenn mitZ kein Knoten alleine bleibt. In dem in Abbildung 8.41 gezeigten
Beispiel gibt es gleich mehrere perfekte Zuordnungen, darunter beispielsweise {(Ze!
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Eva), (Adam, Doof), (Dick, Hera)}. Da es eine perfekte Zuordnung fiir einen gegebene
Graphen nicht unbedingt geben muf3, interessiert man sich fiir bestmégliche Zuordnt
gen. Eine Zuordnung furr einen Graphe® = (V, E) ist nicht erweiterbar(englisch:
maxima), wenn es keine Kante € E gibt, die man noch zZ hinzunehmen kénnte,
fur die alsoZU {e} eine Zuordnung fu6 bleibt. In unserem Beispiel ist etwa die Zu-
ordnung {(Adam, Eva), (Dick, Doof)} nicht erweiterbar; trotzdem gibt es im Graphen
eine Zuordnung, die mehr Kanten enthdlt. Eine Zuordriingt maximaler GroR¢Z|
ist einemaximale Zuordnungenglisch.maximum matchirjg

Beim Versuch, die Realitat etwas genauer zu modellieren, wird man im Beispiel de
Abbildung 8.41 vielleicht feststellen, daR Adam zwar bereit ist, ein Doppelzimmer mi
Zeus, Eva oder Doof zu teilen, daf3 ihm aber nicht jede dieser Moglichkeiten gleic
lieb ist. Ordnet man nun jeder Kante im Graphen eine Maf3zahl fur die Zufriedenhe
der beiden Reiseteilnehmer bei einer gemeinsamen Ubernachtung zu, so ergibt <
etwa die in Abbildung 8.42 gezeigte Situation. Hier kbnnen wir nach einer Zuordnun
fragen, die die Summe der Zufriedenheiten maximiert. Das ist offenbar die Zuordnur
{(Adam, Eva), (Dick, Doof)}, auch wenn dabei Zeus und Hera alleine bleiben.

Adam 1 Doof
2 1
1
Zeus 50 100 Hera
20 20
15 )
Eva Dick

Abbildung 8.42

Fir einen ungerichteten, bewerteten GrapBes (V,E) mit Kantenbewertungy :
E — R ist dasGewicht(englisch.weigh) einer Zuordnun@ die Summe der Gewich-
te der Kanten inZ. Wir interessieren uns hier flr eimaaximale gewichtete Zuord-
nung (englisch:maximum weight matchingalso eine Zuordnung mit maximalem m
Gewicht. Wenn beispielsweise in einer Firma tiitarbeiternmy, ..., my die k Ta-
tigkeitenty, ..., tx auszufiihren sind und eine MaRzat(m,t;) fir die Eignung des
Mitarbeitersmy flr Tatigkeitt; bekannt ist, sofern Mitarbeiten Tatigkeitt; Uberhaupt
ausfuhren kann, so kann eine maximale gewichtete Zuordnung von Mitarbeitern ut
Tatigkeiten erwiinscht sein. Abbildung 8.43 zeigt eine Situation, in der die Zuordnun
{(my,ty), (M, ta), (s, t2), (M, ts), (s, 1), (M, t6) } maximales Gewicht hat.

Wie in diesem Beispiel lassen sich auch in vielen anderen Féllen die Knoten d
Graphen so in zwei Gruppen teilen, daf3 es nur Kanten zwischen Knoten verschiec
ner Gruppen gibt. In unserem Beispiel ist es etwa unsinnig, von der Eignung ein
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Abbildung 8.43

Mitarbeiters fur einen anderen Mitarbeiter oder einer Tétigkeit flr eine andere Tati
keit zu reden. Das Entsprechende gilt beispielsweise, wenn es um die Zuordnung \
Studienanfangern zu Studienplatzen oder von Mannern zu Frauen bei einem Ehe
bahnungsinstitut geht. Weil man in solchen Situationen eine maximale Zuordnung oc
eine maximale gewichtete Zuordnung schneller und einfacher finden kann, wollen w
diese separat betrachten. Wir nennen einen Gra@her(V, E) bipartit (englisch:bi-
partite), wenn sich die Knotenmengdéso in zwei TeilmengeiX undY zerlegen laft
(alsoV = XUY undXNY = 0 gilt), daBE C X x Y, also keine Kante zwei Knoten in

X oder zwei Knoten irY verbindet.

8.8.1 Maximale Zuordnungen in bipartiten Graphen

Betrachten wir zunachst bipartite Graphen ohne Gewichtsfunktion. Abbildung 8.4
zeigt einen solchen Graph@&= (XUY,E) mit X = {xq,...,%} undY = {y1,...,Ys}
sowie eine Zuordnung, ausgedriickt durch dicker gezeichnete Kanten.

Man sieht leicht, daR diese Zuordnung nicht maximal ist: Eine Zuordnung mit met
Kanten erhalt man beispielsweise, indem man die P@arg;) und (x3,y2) anstatt
(X1,¥2) in die Zuordnung aufnimmt. Um aus einer gegebenen Zuordnung eine max
male Zuordnung zu ermitteln, kann es also nétig sein, eine fir die Zuordnung bere
gewdhlte Kante wieder aus der Zuordnung zu entfernen. Das Entfernen von Kanten
einer bereits gefundenen Zuordnung laRt sich aber nicht auf einzelne Kanten beschr
ken. So kann man die in Abbildung 8.44 dargestellte Zuordnung nicht vergrof3ern, i
dem man eine einzelne der Kantea, y4) oder(xs,ys) entfernt und danach mdglichst
viele Kanten zur Zuordnung hinzunimmt, aber man kann die Zuordnung vergrof3er
wenn man diese beiden Kanten aus der Zuordnung entfernt und statt dessen die Ka
(X2,¥3), (Xa,¥4) und(Xs,Y¥s) in die Zuordnung aufnimmt. Dies erinnert an das Konzept
derzunehmenden Wedei den im Abschnitt 8.7 vorgestellten Algorithmen zum Finden
maximaler Flusse.
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X1 X2 X3 X4 X5 X6

Y1 Y2 Y3 Ya Y5 Ye

Abbildung 8.44

In der Tat kann man das Zuordnungsproblem fir bipartite Graphen als FluRproble
formulieren. Dazu statten wir die Knotenmenge mit zwei zusatzlichen Knoten aus, ein
Quelleq und einer Senks. Jede Kantéx;,y;) des Graphe = (XUY,E) wird im
GrapherG' = (XUY U{q,s},E’) zu einem Pfeil vorx; nachy;. AuRerdem gibt es von
g einen Pfeil zu jedem Knotex € X und von jedem Knoteg; € Y einen Pfeil nach
s. Esist alsoE' = EU{(q,x)| x€ X} U{(y,9)| y € Y}, wobei die Kanten auk wie
beschrieben zu Pfeilen werden.

Abbildung 8.45 zeigt den zum Graphé&hin Abbildung 8.44 gehdrenden Flul3gra-
phenG' und den Fluf fiir die dort gezeigte Zuordnung. Als Kapazitatsfunktion wahler
wir hierbeic: E' — {1}. Man sieht in diesem Beispiel sofort, dal3 der Ablésung von
(X1,Y2) in der dargestellten Zuordnung durei, y1) und(xs,y») ein zunehmender Weg
vong nachsentspricht, namlich der Wemgy x3, y2, X1, y1, s. Jedem Flu§ in G' entspricht
eine Zuordnun@ = {(x;, ;)| f((%i,y;)) = 1} in G, wobei|Z| = w(f) gilt. Ebenso ent-
spricht jede Zuordnung in G durch Hinzunahme der Pfeilg], x) und (y,s) fur alle
(x,y) € Z einem Fluf3f in G, fur den|Z| = w(f) gilt. Eine maximale Zuordnung in
G entspricht also einem maximalen FluB@. Somit kénnen wir im bipartiten Gra-
phenG eine maximale Zuordnung berechnen, indem wiGlreinen maximalen FluR
bestimmen. Dies ist, wie wir in Abschnitt 8.7 bereits gesehen haben, fir Graphen d
speziellen Art vorG' in Zeit O(,/|V[ - |E|) moglich [l

Wir kénnen das Konzept zunehmender Weg ein entsprechendes Konzept
fur G Ubertragen. Dazu genugt die Feststellung, daf3 auf einem zunehmenden Weg
G’ jeder Vorwartspfeik den aktuellen Flu¥ (e) = 0 und jeder Ruckwartspfed den
aktuellen FluRf(€) = 1 transportiert. Einem zunehmenden Weg;,...,yj,s in G’
entspricht inG ein Wegx;, ..., y;. Weil dieser Weg irG’ mit einem Vorwartspfeil be-
ginnt und mit einem Vorwartspfeil endet und sich Vorwartspfeile und Ruckwartspfeile
stets abwechseln, ist die Anzahl der Vorwartspfeile auf diesem Weg um 1 groRer &
die Anzahl der Rickwartspfeile. So enthalt im Beispiel der Abbildung 8.45 der We
Xe,Y5,%4, Y4, X2,y3 die Vorwartspfeile(Xs, ys), (Xa,Ya) und (x2,y3) und die Ruckwarts-
pfeile (x4,¥5) und (X2, ys). Einem solchen Weg i’ entspricht inG ein Weg, der ab-
wechselnd aus Kanten besteht, die zur Zuordnung gehdren bzw. nicht zur Zuordnu
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q

X1 X2 X3 X4 X5

y1 y2 Y3 l ya VS Ye
)
S

Abbildung 8.45

gehoren. Solche Wege spielen bei Zuordnungen die Rolle, die zunehmende Wege
Flissen spielen.

Fur eine gegebene Zuordnurignennen wir jede fiir die Zuordnung verwendete Kan-
teee Z gebunderjede Kantee' € E — Z st frei. Jeder Knoten, der mit einer gebundenen
Kante inzidiert, ist eigebundener Knotegeder andere Knoten iffei. Ein Weg inG,
dessen Kanten abwechselnd gebunden und frei sind,diedfitierender WegDie L&n-
geeines alternierenden Wegs ist die Anzahl der Kanten auf diesem Weg. Naturlich ka
nicht jeder alternierende Weg zur Vergréf3erung einer Zuordnung bentitzt werden. Di
geht nur dann, wenn die beiden Knoten an den beiden Enden des Wegs frei sind. |
alternierender Weg mit zwei freien Knoten an den beiden Enden heil3t desngib-
Rernd So sind im Beispiel der Abbildung 8.44 die Weggys undxz, ya, Xs, Vg ZWar al-
ternierend, aber nicht vergréRernd; der alternierendeydleg, ya, X4, Y5, Xg ist dagegen
vergrof3ernd. Aus einer Zuordnung, die einen vergréRernden Weg besitzt, kann man
fensichtlich eine gréRere Zuordnung gewinnen, indem man entlang des vergréRern
Weges jede freie Kante zu einer gebundenen und jede gebundene zu einer freien Ke
macht. Im Beispiel der Abbildung 8.44 kann man also die Kafiterys), (x4,ya) und
(%6,Y5) zu gebundenen Kanten und die Kanteg,y4) und (x4,ys) zu freien Kanten
machen und somit die GréRe der gezeigten Zuordnung um 1 erhéhen. Das Konz
vergréRernder Wege kann man auch in allgemeinen, also nicht bipartiten, Graphen €
setzen.
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8.8.2 Maximale Zuordnungen im allgemeinen Fall

Besitzt eine Zuordnung in einem Graphe® = (V,E) einen vergroRernden Weg, so
ist Z nicht von maximaler Grof3e. In dem in Abbildung 8.41 gezeigten Beispiel besitz
die Zuordnung {(Adam, Eva), (Dick, Doof)} gleich mehrere vergréliernde Wege, dar
unter den Weg Zeus, Eva, Adam, Doof, Dick, Hera. Macht man auf diesem Weg all
gebundenen Kanten zu freien Kanten und alle freien Kanten zu gebundenen Kanten,
erhalt man die vergréRerte Zuordnung {(Zeus, Eva), (Adam, Doof), (Dick, Hera)}. Im
gezeigten Beispiel ist dies sogar eine maximale Zuordnung.

DalR man mit vergréBernden Wegen schlief3lich auch wirklich eine maximale Zuorc
nung erreicht, zeigt folgende Uberlegung. Beine beliebige Zuordnung ulhaxeine
grof3te Zuordnung fiir einen gegebenen Grapherk sejZmay — |Z| der Unterschied
in der Gro3e beider Zuordnungen. Fur den in Abbildung 8.46 gezeigten Graphen |
beispielsweis&@max= {(1,2), (3,4),(5,8),(6,7),(9,12),(10,11)}.

4 9 12
3/ 5
8
1 2 10 11
6 7

Abbildung 8.46

Fuar Z = {(4,9),(5,6),(7,8),(10,11)} ergibt sichk = |Zmay] — |Z] = 6—4 = 2.
Betrachten wir nun die symmetrische Differedgm von Zmax und Z, also Zsym=
(Zmax— Z) U (Z — Zmay). Im gezeigten Beispiel ergibt sichym= {(1,2), (3,4), (4,9),
(5,6), (5,8), (6,7), (7,8), (9,12)}. Jeder Knoten des Graphen inzidiert mit hdchstens
zwei Kanten irZsym ndmlich htchstens einer va@rund einer vorZmax. In unserem Bei-
spiel inzidieren gerade die Knoten 4, 5, 6, 7, 8 und 9 mit jeweils zwei Kanten. Der durc
Zsyminduzierte Teilgraph voi kann keinen Zyklus ungerader Lange enthalten, weil
jede Kante des Zyklus awnax 0der ausZ kommen muf und sich im Zyklus Kanten
von Zmax it Kanten vonZ abwechseln miissen. Der durgfynm, induzierte Teilgraph
kann also nur Zyklen gerader Lange und nattrlich Wege beliebiger Lange enthalte
Auf jedem Weg und in jedem Zyklus muissen die Kanten bezuglialternieren, d.h.
abwechselnd gebunden und frei sein; dasselbe gilt natlrlicy ik

Weil Zmaxk Kanten mehr enthélt als und inZsymalle Kanten vorZmaxUZ aufier den
gemeinsamen Kanten enthalten sind, isZipm die Anzahl der aug€max Stammenden
Kanten umk héher als die Anzahl der adsstammenden Kanten. In unserem Beispiel
stammen funf der acht Kanten fyym ausZmax das sink = 2 Kanten mehr als au&
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Da jeder Zyklus inZsym genauso viele Kanten adsax wie ausZ enthalt, missen auf
Wegen (ohne Zyklen) idsym k Kanten mehr auZmyax stammen als aus. Daher mui3

es inZsym wenigstenk Wege geben, die mit einer Kante afigax beginnen und mit
einer solchen enden, und auf denen KantenZalagsund ausZ alternieren. In unserem
Beispiel gibt es zwei solche Wege, namlich den Weg 1, 2 und den Weg 3, 4, 9, 12. W
Zmax €ine Zuordnung ist, kdnnen solche Wege keine gemeinsamen Knoten haben. .
diese alternierenden Wege sind also knotendisjunkt und vergréRerdagdviail beide
Endknoten bezuglich frei sind. WeilZmaxundZ Zuordnungen sind, ist die Summe der
Léngen aller solchen Wege durch die Anzahl der Knoten des Graphen beschrankt. |
wenigstenk knotendisjunkten Wegen hat also wenigstens ein solcher Weg héchste
die LanggV|/k—1.

Wir kdnnen also jetzt eine beliebige, aber noch nicht maximale Zuordnung vergr:
Rern, indem wir vergréRernde Wege finden und die Zuordnung entsprechend anpas:
Bei bipartiten Graphen kann man flir eine gegebene ZuordAwiigen vergréRernden
Weg finden, indem man mit der Suche bei einem freien Knoten beginnt und entlar
eines bezigliclz alternierenden Weges fortschreitet. Sobald man wieder bei einer
freien Knoten angekommen ist, ist ein vergréRernder Weg gefunden. Zu einem frei
Startknoten kann man einen entsprechenden alternierenden Baum mit Hilfe einer Br
tensuche ermitteln. Abbildung 8.47 zeigt einen alternierenden Breitensuchbaum fiir
in Abbildung 8.44 gezeigte Zuordnung und den Startkngtetter Breitensuche.

In allgemeinen Graphen kann man mit einer solch einfachen Breitensuche vergi
Bernde Wege nicht unbedingt finden. Betrachten wir als Beispiel den in Abbildung 8.
gezeigten Graphen und die Zuordnusg= {(6,7),(8,10)} und versuchen wir nun,
vom freien Knoten 2 aus mit Hilfe eines alternierenden Baums einen vergrof3ernd
Weg zu finden. Wenn wir den alternierenden Baum auf einen Teilgraphen beschrénk
so hat er beispielsweise die in Abbildung 8.48 gezeigte Gestalt. Die Breitensuche so
dafir, daf? Knoten 10 besucht wird, bevor die Nachfolger von Knoten 8 im alternierel
den Baum in Betracht gezogen werden. Wenn jeder Knoten, wie bei der Breitensuc
Ublich, nur einmal besucht werden darf, so verhindert das Finden des alternierenc
Weges 2, 6, 7, 10, der nicht mit einem freien Knoten endet, daf3 der alternierende W
2,6,7,8,10, 11 gefunden wird, obwohl dieser mit einem freien Knoten enden wiird
Die reine Breitensuche ist also hier nichtin der Lage, vergrof3ernde Wege auch wirkli
zu finden.

Die Ursache des Problems liegt darin, daf3 ein und derselbe Knoten auf mehreren \
schiedenen alternierenden Wegen in gerader und in ungerader Entfernung vom St
knoten auftreten kann. So tritt in unserem Beispiel Knoten 10 auf dem alternierend
Weg 2, 6, 7, 10 in ungerader Entfernung vom Startknoten 2 auf, wahrend er auf de
alternierenden Weg 2, 6, 7, 8, 10 in gerader Entfernung vom Startknoten auftritt. Mé
kann aber nicht einfach in einer Abanderung der reinen Breitensuche das zweimali
Besuchen eines jeden Knotens erlauben, ndmlich je einmal fir die gerade und einr
fur die ungerade Entfernung vom Startknoten, denn dann kénnen auch Knotenfolg
gefunden werden, die keinen vergrofRernden Weg beschreiben. Eine entsprechend
difizierte Breitensuche kann fiir den in Abbildung 8.46 gezeigten Graphen und die Z
ordnungZ = {(6,7),(8,10)} fur Startknoten 2 die Knotenfolge 2, 6, 7, 8, 10, 7, 6, 5
liefern, obwohl diese Knotenfolge keinen vergrélRernden Weg beschreibt.

Man kann sich Uberlegen, dafl} das Finden eines vergré3ernden Weges von eir
freien Knotenv aus nur dann schwierig ist, wenn es einen alternierendenpMeg v
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V3 freier Knoten
freie Kante

X2

gebundene Kante

Ya
freie Kante
X4 X5
gebundene Kante
VS Ye
freie Kante
X6 freier Knoten

Abbildung 8.47

zu einem Knoter’ in gerader Entfernung vongibt, und wenn eine Kanté mit einem
anderen Knoter” verbindet, der auf dem Weg ebenfalls in gerader Entfernung von
v liegt (vgl. Abbildung 8.49).

Der Teil des Wege® von Vv’ nachv' heilt zusammen mit der Kante,Vv') Blite
eine Blite ist also ein Zyklus ungerader Lange. KnotémeiltBasisder Blite. Der
Teil des Wegep vonv nachv’ heiktStielder Bliite.

In demin Abbildung 8.49 gezeigten Beispiel gibt es sowohl einen alternierenden We
vonv nachi als auch einen alternierenden Weg womachj. Den ersteren erhalt man,
wenn man im Zyklus ungerader Lange im Uhrzeigersinn fortschreitet, den letztere
erhalt man durch Besuchen einiger Knoten des Zyklus entgegen dem Uhrzeigersii
Diese beiden Wege kann man finden, wenn man die Blite auf einen Knoten schrumpf
laRt, also den Zyklus ungerader Lange in einen Knoten kollabiert. Jede Kante, die v
dem Schrumpfen mit einem Knoten des Zyklus inzident war, ist nach dem Schrumpfe
mit dem die Bliute reprasentierenden Knoten inzident. Abbildung 8.50 zeigt den Effel
des Schrumpfens der Blite fiir die in Abbildung 8.49 gezeigte Situation.

Wenn ein GraphG' aus einem Graphe@ durch Schrumpfen einer Bliite entsteht,
so gibt es inG' genau dann einen vergroRernden Weg, wenn es einen solcl&n in
gibt Davon kann man sich wie folgt Gberzeugen. Schliel3en wir zunachst aus d
Exis eines vergrofRernden Wege§irauf die Existenz eines solchen Wege$in
Dies ist offensichtlich, wenn ein i@’ betrachteter vergréRernder Weg die Bliite nicht
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2 freier Knoten

freie Kante

gebundene Kante

freie Kante

Abbildung 8.48

enthalt. Enthalt dagegen der betrachtete We@'iden Knoterb, der die geschrumpfte
BllUte reprasentiert, so expandieren tvizur vollen Bliite. Falls der betrachtete Weg nur
einen Knoten der Blite passiert, bleibt er erhalten, wedarch diesen Knoten ersetzt
wird (vgl. Abbildung 8.51 (a)). Falls der betrachtete Weg jedoch mehr als einen Knote
der Blite passiert, so eignet sich genau einer der beiden méglichen Wege durch eil
Teil der Blute als Verbindung zwischen den beiden Teilen des zerfallenen Weges (v
Abbildung 8.51 (b)).

Der SchluB auf die Existenz eines vergréRernden Weg85awis der Existenz eines
solchen Weges i ist schwieriger. Wir fiihren den Nachweis indirekt, indem wir einen

v

Abbildung 8.49
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Abbildung 8.50

Algorithmus angeben, der einen vergréRernden Weg mit Hilfe des Schrumpfens v
Bluten findet.

[ SN2 2N =
b
(a)
[ ST 2\ ) - N\
b -
(b)

Abbildung 8.51

Der von Edmond ] vorgeschlagene Algorithmus beginnt das Durchlaufen eine
Graphen bei einemTrelen Knoten und konstruiert dabei einen Wald von Baumen 1
alternierenden Wegen. Sowie eine Bllte entdeckt ist, wird sie zu einem Knoten g
schrumpft. Zum Zwecke des Durchlaufens des Graphen ersetzen wir jede(Kafjte
durch die beiden Pfeilev,v') und(V,v). Jeder Knoten hat stets einen von drei Zustan-
den: Er ist entwedarnerreicht, geradederungeradeZu jedem Knotew merken wir
uns dessen Vorgangptv) beim Durchlaufen des Graphen. Fir einen gebundenen Kno
tenv bezeichnePartner(v) denjenigen Knoten, der mit derselben gebundenen Kante
inzidiert wiev. Dann findet der folgende Algorithmus einen vergréRernden W&, in
wenn es einen solchen (agibt:

Algorithmus VergréRernder We
{liefert zu einem Digraphen & (V,E) und einer Zuordnung £ E
einen vergroRernden Weg in G bezlglich Z, falls es einen solchen
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Literaturverweis [44]
[44] J. Edmonds. Paths, trees, and flowers. Canad. J. Math., 17:449-467, 1965. 
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gibt}
begin
1. {Initialisiere:}
forall veV, v frei beziglich Zdo
v.Zustand= gerade
forall veV, vgebunden beziglich do
v.Zustand= unerreicht
2. {Suche vergréRernden Weg
repeat {prife einen Pfeil}
wahle einen noch nicht untersuchten Pfejl/),
fiir den v.Zustane: gerade ist
caseV'.Zustancdof
ungerade {Fall 1} tue nichts
unerreicht: begin {Fall 2}
V.Zustand= ungerade
PartnenV').Zustand= gerade
p(v):=v;
p(PartnenV)) :=V;
end;
gerade:  if vund V sind im selben Baunien
begin {Fall 3}
V' := nachster gemeinsamer Vorfahr
von v und Vim Baum
schrumpfe die Blute,Vv,...,V’,...,vin
den Knoten ¥ und passe dabei p an
end
else{Fall 4}
verbinde v und’v
{dies ergibt vergréRernden Weg zwischen den
Wurzeln der Baume, die v untlenthalter}
until  V.Zustand= gerade und v und’sind nicht
im selben Baum{Fall 4 ist aufgetreteh
or kein Pfeil(v,v') mit v.Zustand= gerade ist
noch nicht untersucht
end{VergréRernder Weg}

Die entscheidenden Aktionen im Algorithmus finden in den mit Fall 2, Fall 3 unc
Fall 4 markierten Situationen statt; Fall 1 ist unkritisch (er tritt beispielsweise bei Zy
klen gerader Lange auf). Im Fall 2 wird ein bisher gefundener alternierender Weg u
eine freie und eine gebundene Kante verlangert. Im Fall 3 wird eine Bliite geschrump
Im Fall 4 missen zwei bereits gefundene alternierende Wege mit jeweils gerader Kz
tenzahl durch Hinzunahme einer freien Kante verbunden werden; damit erhalt m
einen vergroRernden Weg, und die Ausfiihrung des Algorithmus ist beendet.

Betrachten wir als Beispiel den in Abbildung 8.46 dargestellten Graphen mit der Z
ordnungZ = {(6,7),(8,10)}. Abbildung 8.52 zeigt einen Ausschnitt dieses Graphen,
wobei der Zustanderadefiir einen Knoten durch ein Pluszeichen angegeben ist; del
Zustandungeradewerden wir durch ein Minuszeichen angeben. Wahlen wir als erstel
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+ 10 11

Abbildung 8.52

Pfeil den Pfeil (2,6), so liegt Fall 2 vor, weil Knoten 6 bislang unerreicht ist. Wir setzer
also den Zustand von Knoten 6 aufigerade den Zustand von Knoten 7, das ist der
Zuordnungspartner von Knoten 6, agdrade und merken uns Knoten 2 als Vorganger
von Knoten 6 und Knoten 6 als Vorganger von Knoten 7. Die entstehende Situation i

in Abbildung 8.53 gezeigt.

Abbildung 8.53

Im Effekt ist also aus einem Weg der Lange 0, namlich Knoten 2 alleine, durcl
Hinzunahme der freien Kante (2,6) und der gebundenen Kante (6,7) ein alterniere
der Weg der Lange 2 konstruiert worden. Wahlen wir beim nachsten Durchlauf de
repeat-Schleife des Algorithmu¥ergroRernder Wegen Pfeil (7,10), so liegt wieder
Fall 2 vor, und der Weg 2, 6, 7 wird tGiber Knoten 7 hinaus zu Knoten 10 und Knoten
weitergefiihrt. Abbildung 8.54 zeigt die entstehende Situation.
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Abbildung 8.54

Wahlen wir bei der nachsten lteration den Pfeil (11,10), so liegt Fall 1 vor. Pfei
(11,10) ist damit untersucht, ohne daf3 sich an einem Weg etwas geéndert hat. W
len wir bei der nachsten Iteration Pfeil (8,7), so tritt erstmals Fall 3 ein. Knoten 8 uni
Knoten 7 befinden sich im Baum mit Wurzel 2. Der nachste gemeinsame Vorfahr vc
Knoten 8 und Knoten 7 ist Knoten 7. Wir schrumpfen also die Blute 8, 7, 10 in den Knc
ten 7 und bezeichnen diesen Knoten jetzt alABbildung 8.55 zeigt die entstandene
Situation.

+ p 11

Abbildung 8.55

Knoten 7 ist im Zustandgerade weil Knoten 7 vor dem Schrumpfen der Bliite im
Zustandgeradewar. Betrachten wir bei der nachsten lteration den Ridi| 7), so liegt
Fall 4 vor. Knoten 7befindet sich im Baum mit Wurzel 2, und Knoten 11 bildet einen
eigenen Baum. Jetzt werden die beiden Baume mit der Kaat@') verbunden; es ent-



8.8 Zuordnungsprobleme 609

steht ein vergréRernder Weg zwischen den beiden Wurzeln der Baume, also zwisct
Knoten 2 und Knoten 11.

Um einen vergréernden Weg im urspriinglich gegebenen Graphen zu finden, werc
alle betroffenen Bliten wieder expandiert. Fir den expandierten Weg von Knoten
nach Knoten 11 gibt es nun zwei Mdglichkeiten, die Bliite 8, 7, 10 zu durchlaufen. Di
eine Mdglichkeit, namlich die Kante (7,10) in der Bliite zu wéahlen, scheidet aus, we
der entstehende Weg 2, 6, 7, 10, 11 nicht alternierend ist. Ein alternierender Weg v
Knoten 2 nach Knoten 11 ergibt sich, wenn man innerhalb der Bliite den Weg 7, 8, !
einschlagt. Der entstehende, alternierende Weg 2, 6, 7, 8, 10, 11 ist ein vergrofRern
Weg, weil beide Endknoten frei sind.

In der Literatur sind verschiedene effiziente Implementierungen dieses Algorithmt
von Edmonds vorgeschlagen worden 62] ist eine spezielle Struktur zur Verwaltur
disjunkter Mengen fiir eingeschrankt le vorgestellt worden, die sich zum Verwalte
von Bliten und TeilbAumen im Graphen eignet. Mit dieser Struktur gelingt es, ein
maximale Zuordnung fur einen Graph@r= (V,E) in Zeit O(|V|- |E|) zu finden.

Spater ] wurde ein Algorithmus gefunden, der im wesentlichen den Algorith
mus fur e ipartite Zuordnung um das Schrumpfen von Bliten erganzt und mit ein
Laufzeit vonO(,/|V[ - |E|) auskommt. Somit ist das Berechnen einer maximalen Zu-
ordnung fir einen beliebigen Graphen gréRenordnungsmaliig nicht teurer als fiir ein
bipartiten Graphen, ein beachtliches Ergebnis.

8.8.3 Maximale gewichtete Zuordnungen

Das Berechnen maximaler gewichteter Zuordnungen ahnelt dem Berechnen maximz
Zuordnungen ohne Kantengewichte sehr stark. AuRRer alternierenden Wegen betract
wir hier aber auch alternierende Zyklen, weil auch diese das Gewicht einer Zuordnu
vergréRern kdnnen. Das Gewidltp) eines alternierenden Weges oder Zykjuist

das Gesamtgewicht der freien Kantengrabzlglich dem Gesamtgewicht der gebun-
denen Kanten irp, alsow(p) = Y ecpezz W(€) — Yecpecz W(€). Wir vergrolRern eine
ZuordnungZ, indem wir die Anzahl der Kanten i@ um 1 erhdhen. Dal3 dies stets
durch Beriicksichtigung einésvergrofRernden Wegs mit maximalem Gewicht gesche-
hen kann, zeigt folgende Uberlegung. Sa&ine Zuordnung maximalen Gewichts unter
allen Zuordnungen der GrofR8|, und seip ein vergréernder Weg i mit maxima-

lem Gewicht. Dannist das Resultat der VergréRerungd/darchp eine Zuordnung mit
maximalem Gewicht unter allen Zuordnungen der Gria}e- 1. Um dies einzusehen,
betrachten wir eine Zuordnugax mit maximalem Gewicht unter allen Zuordnungen
der GroRgZ| + 1. Betrachten wir jetzt die symmetrische DifferéfagmzwischerZ und
Zmax als0Zsym= (Z — Zmax) U (Zmax— Z). Definieren wir nun das Gewicht eines Wegs
oder Zyklus inZsym mit Bezug aufZ, also als Differenz der Gewichte freier Kanten
bezliglichZ und gebundener Kanten beziiglichso hat jeder Zyklus oder Weg gerader
Lange das Gewicht 0. Dies mul3 gelten, weil sich KantenZass mit Kanten ausZ
abwechseln und sowol},ax als auchZ maximales Gewicht haben muf3, denn haite
ein vonZyax verschiedenes Gewicht, so kdnnte man die Zuordnung mit dem geringere
Gewicht durch diejenige mit dem gréReren Gewicht ersetzen. Weil durch einen vergr
Rernden Weg zd genau eine Kante hinzukommt, stammtZgm genau eine Kante


Literaturverweis [62]
[62] H .N. Gabow und R. E. Tarjan. A linear-time algorithm for a special case of disjoint set union. In Proc. 15th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, S. 246-251, 1983. 


Literaturverweis [125]
[125] S. Micali und V. V. Vazirani. An O((sqrt|v| )* |E|) algorithm for finding maximum matching in general graphs. In Proc. 21st Annual Symposium on Foundations of Computer Science, S. 17-27, 1980.
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mehr auZmax als ausZ. Die Wege inZsymkonnen so zu Paaren zusammengefalit wer-
den, daf fur jedes Paar gleich viele Kanten 2usd ausZmax kommen, und dafl3 das
Gewicht jedes Paares von Wegen 0 ist, mit Ausnahme eines einzigen Wegs ungere
Lénge. Dieser Weg kann zur VergroRerungZiverwendet werden; er fiuhrt zu einer
Zuordnung der GroRZ| + 1 mit demselben Gewicht wiByay.

Die dieser Uberlegung entsprechende iterierte VergréRerung des Gewichts einer .
ordnung verlauft mit abnehmender Zunahme des Gewichts in jedem Iterationsschr
Zum Berechnen einer Zuordnung maximalen Gewichts gentgt es also, die Iterati
anzuhalten, wenn die Gewichtszunahme negativ wiirde. Die Uberlegungen zu Bliit
gelten wie fir maximale Zuordnungen. Wegen der zusétzlichen Beriicksichtigung v«
Kantengewichten sind die bekannten Algorithmen fr maximale gewichtete Zuordnu
gen aber nicht ganz so effizient. Die schnellsten ImpIementieri..l, 10 w. [6
erreichen eine Laufzeit vod(|V|*) bzw.O(|V| - |E|log|V|).

8.9 Aufgaben

Aufgabe 8.1

a) Geben Sie an, wie der in Abbildung 8.8 dargestellte Graph in einer Adjazen:
matrix, in Adjazenzlisten und in einer doppelt verketteten Pfeilliste gespeichel
wird.

b) Ignorieren Sie die Pfeilrichtungen dieses Graphen und deuten Sie ihn als unc
richteten Graphen, so daf? also jeder Pfeil als Kante interpretiert wird. Geben S
an, wie der so definierte ungerichtete Graph in einer Adjazenzmatrix, in Adja
zenzlisten und in einer doppelt verketteten Pfeilliste gespeichert wird.

¢) Welche Besonderheiten ergeben sich im allgemeinen beim Speichern ungeri
teter Graphen gegeniiber gerichteten Graphen fiir die drei Speicherungsforme

Aufgabe 8.2

a) Schreiben Sie ein Pascal-Programm, das es gestattet, eine der drei Speicheru
formen zu wahlen und einen Graphen einzugeben. Die Eingabe soll interakt
durch Angabe von Knoten und Pfeilen bzw. Kanten in beliebiger Reihenfolge
erfolgen kdnnen. Au3erdem soll es méglich sein, einen auf einer externen Dal
gespeicherten Graphen einzulesen und einen Graphen auf einer externen D
Zu speichern.

b) Erganzen Sie das Programm aus Teilaufgabe a) um einige Prozeduren zum Edi
ren eines Graphen. Es soll mindestens moglich sein, einzelne Knoten und Kant
bzw. Pfeile hinzuzufiigen und zu l6schen. Loscht man einen Knoten, so solle
auch alle inzidenten Kanten bzw. Pfeile geldscht werden.


Literaturverweis [61]
[61] H. N. Gabow. Implementation of algorithms for maximum matching on nonbipartite graphs. Dissertation, Dept. Electrical Engineering, Stanford Univ., Stanford, CA, 1973.

Literaturverweis [104]
[104] E. L. Lawler. Combinatorial optimization: Networks and matroids. Holt, Rinehart, and Winston, New York, 1976.

Literaturverweis [63]
[63] Z. Galil, S. Micali und H. Gabow. Maximal weighted matching on general graphs. In Proc. 23rd Annual Symposium on Foundations of Computer Science, S. 255-261, 1982.
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c)

d)

Ergadnzen Sie das Programm aus Teilaufgabe b) um eine graphische Aus
bemdglichkeit von Graphen. Weil ein automatisches, schénes Zeichnen von Gr
phen sehr schwierig ist, sollen Positionen von Knoten (z.B. Koordinaten) mi
dem Graphen abgespeichert und ebenfalls editiert werden kénnen. Kanten bz
Pfeile solle als geradlinige Verbindungen der entsprechenden Knoten gezeichr
werden.

Ergénzen Sie das Programm aus Teilaufgabe ¢) um eine interaktive, graphisc
Benutzerschnittstelle. Es soll also nicht nur die Ausgabe graphisch méglich sei
sondern auch die Eingabe durch den Benutzer. Man sollte wenigstens Knoten u
Kanten bzw. Pfeile graphisch selektieren kénnen (Anklicken), beispielweise ur
sie zu l6schen oder um Knoten zu verschieben. Folgeeffekte, wie das Loschen ¢
mit einem geléschten Knoten inzidenten Kanten oder das Verziehen von Kante
sollen automatisch graphisch berticksichtigt werden.

Aufgabe 8.3
Geben Sie fur jede der drei Speicherungsformen (mdglichst sinnvolle) Operationen &
die bei dieser Speicherungsform zumindest in gewissen Fallen

a) effizienter als bei den beiden anderen

b) weniger effizient als bei den beiden anderen

ausgefuhrt werden kdnnen.

Aufgabe 8.4
a) Berechnen Sie nach dem in Abschnitt 8.1 vorgestellten Algorithmus eine topc

logische Sortierung des in Abbildung 8.3 dargestellten Digraphen. Wieviele vel
schiedene topologische Sortierungen gibt es in diesem Beispiel?

b) Modifizieren Sie den Algorithmus zur topologischen Sortierung so, daf3 er dies

fiir einen in einer Adjazenzmatrix mit Zusatzinformation tiber bedeutsame Ein
tradge gespeicherten Digraphen berechnet. Welche Laufzeit hat der modifizier
Algorithmus?

Aufgabe 8.5
a) In Mehrbenutzer-Betriebssystemen konkurrieren verzahnt ablaufende Proze:

um Betriebsmittel. Hat beispielsweise ein Prozelen Farbdruckef gerade
belegt, und bendotigt ein anderer Prozgéfebenfallsf, so mu3p’ warten, bisp
wieder f freigibt. Dies definiert eine binare Relatiop” wartet aufp. Wenn in
dieser Relation ein Zyklus auftritip{ wartet wegen des Farbdruckers aufp
wartet wegen des Lochstreifenlesers al)f so ist das Fortsetzen der Prozesse
auf Dauer behindert, die Prozesse sind verklemmt. Es ist dann wiinschenswe
gewisse Prozesse abzubrechen, die gebundenen Betriebsmittel freizugeben
diese Prozesse spater erneut zu starten.

Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der in einer Menge
von Prozessen und Warte-Beziehungen der Prozesse untereinander feststellt,
durch Abbrechen einer méglichst kleinen Anzahl von Prozessen alle bestehend
Verklemmungen aufgeltst werden kdnen. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus”
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b) Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der aus einem gegeben
Digraphen durch Entfernen einer moglichst kleinen Anzahl von Pfeilen einel
zyklenfreien Digraphen herstellt. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus?

Aufgabe 8.6

a) Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebene
zyklenfreien Digraphen die Anzahl der verschiedenen topologischen Sortieru
gen berechnet. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus?

b) Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebent
Digraphen die Anzahl der verschiedenen einfachen Zyklen berechnet (fiir de
Digraphen in Abbildung 8.4 ist diese Anzahl 3). Welche Laufzeit hat lhr Algo-
rithmus?

Aufgabe 8.7

Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Algorithmus zur Berechnung der reflexivel
transitiven Huille zu einem beliebigen, in Adjazenzlistenreprasentation gegebenen [
graphen. Welche Laufzeit hat dieser Algorithmus, insbesondere fiir Graphen mit wel
gen Kanten?

Aufgabe 8.8

Bei einer Meinungsumfrage hat ein Befragter aus einer vorgelegten Liste von Tatigke
ten Paare von Tatigkeiten gebildet, wobei er die erste Tatigkeit der zweiten vorziel
Uber manche Téatigkeitspaare hat er keine Aussage gemacht. So auf3ert er beispiel
se, Bier trinken oder fernsehen sei schéner als Holz hacken, Holz hacken schoner
Schach spielen, und Bier trinken sei schoner als Schach spielen. Auf die zuletzt gena
te Praferenz hatte der Interviewer allerdings auch (durch Transitivitat) selbst schliel3
kénnen. Nehmen Sie an, dalR der Befragte konsistent geantwortet hat, also keine T4
keit schoner findet als diese selbst (Uber Transitivitat).

a) Entwerfen Sie einen mdoglichst effizienten Algorithmus, der aus der Menge alle
Tatigkeitspaare, die ein Befragter angegeben hat, diejenigen entfernt, auf die m
durch die verbleibenden schlieRen kann. Geben Sie die Laufzeit lhres Algoritl
mus in Abhangigkeit von der Anzahl der angegebenen und der brigbleibend
Tatigkeitspaare an.

b) Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der zur Menge alle
durch einen Befragten angegebenen Tatigkeitspaare all diejenigen Tatigkeitsp
re ermittelt, auf die man nicht Uber Transitivitat schlieen kann. Geben Sie di
Laufzeit lhres Algorithmus in Abhangigkeit von der Anzahl der angegebenenun
der Anzahl der zu ermittelnden Tatigkeitspaare an.

c) Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der die Menge der Ta
tigkeiten so in kleinstmdgliche Teilmengen zerlegt, daf tGiber Tatigkeiten aus ve
schiedenen Teilmengen nie eine Préferenzaussage vorliegt. Geben Sie die Le
zeit Ihres Algorithmus in Abhangigkeit von der Anzahl der Tatigkeiten und der
Anzahl der angegebenen Tétigkeitspaare an.
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Aufgabe 8.9

Berechnen Sie den DFBIndex und den DFEIndex eines jeden Knotens sowie die Klz
sifikation aller Pfeile in Baum-, Vorwarts-, Rlickwarts- und Seitwartspfeile fir den Gra:
phen in Abbildung 8.11 und jeden der Startknoten 2, 3, 4 und 5 einer Tiefensuche.

welchen dieser Falle kann man die Knoten nach dem allgemeinen Knotenbesuchsal
rithmus auch in einer anderen Reihenfolge besuchen?

Aufgabe 8.10

Ein Graph ist dreifach zusammenhangend, wenn er nach dem Entfernen zweier be
biger Knoten samt aller inzidenten Kanten noch zusammenhéangend ist.

a) Entwerfen Sie einen maglichst effizienten Algorithmus, der prift, ob ein gegebe
ner Graph dreifach zusammenhéangend ist. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus

b) Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der alle dreifachen Zu
sammenhangskomponenten eines gegebenen Graphen berechnet.

c) Wenden Sie lhren Algorithmus auf das in Abbildung 8.12 (a) dargestellte Beispie
an.

Aufgabe 8.11

Eine Kante in einem zusammenhangenden, ungerichteten GrapheB ke wenn
das Entfernen dieser Kante den Graphen in zwei Teile zerfallen laRt.

Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Gr
phen alle Briicken ermittelt. Wie schnell arbeitet Ihr Algorithmus?

Aufgabe 8.12

In einer Stadt verspricht man sich eine Beschleunigung des Verkehrsflusses, wenn n
aus den hisher in beiden Fahrtrichtungen benutzbaren, oftmals engen Stralen Einbe
straflen macht. Danach soll es natirlich noch méglich sein, von jedem Ort an jed
anderen zu gelangen.

Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Ne
von Straf3en, die in beiden Richtungen befahrbar sind, ein solches EinbahnstralZenr
findet, wann immer dies moglich ist. Zeigen Sie, dal3 dies genau dann mdglich ist, wel
das gegebene Netz zusammenhangend ist und keine Briicken enthalt. (Mehr tber die
und ahnliche Probleme findet man iGZ].)

Aufgabe 8.13

Verfolgen Sie anhand des Beispiels von Abbildung 8.18 Dijkstras Algorithmus zun
Finden aller kirzesten Wege von Knoten 4 aus, wenn die Randknoten in eine
Fibonacci-Heap verwaltet werden.

Aufgabe 8.14

Um eine wichtige, geheime Botschaft vémachB zu beférdern, werden aus Sicher-
heitsgriinden zwei Kuriere losgeschickt, die vollig verschiedene Wege\vuachB

in einem Netz von Wegen wahlen missen. Diese Wege sollen so gewahlt werden, ¢
der langere der beiden mdglichst kurz ist. Entwerfen Sie einen Algorithmus, der zwi
solche Wege wahlt, wenn


Literaturverweis [162]
[162] F. E. Roberts. Graph theory and its applications to problems of society. In SIAM CBMS-NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics 29, Philadelphia, 1978. SIAM.
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a) Wege im Netz in beiden Richtungen benutzbar sind;

b) Wege nur in einer Richtung benutzbar sind.

Aufgabe 8.15
Das Finden eines kirzesten Weges in einem bewerteten, ungerichteten Graphen
beliebiger Kantenbewertung scheitert im allgemeinen an der mdglichen Existenz n
gativer Zyklen; in diesem Fall existiert kein kiirzester Weg, weil der negative Zyklus
mehrmals durchlaufen werden kann. Dieses Problem verschwindet, wenn wir nur e
fache Wege suchen, also solche Wege, die jeden Knoten héchstens einmal betreten
Entwerfen Sie fir diesen Fall einen mdglichst effizienten Algorithmus zum Findel
eines kirzesten Weges zwischen zwei gegebenen Knoten. Welche Laufzeit hat Ihr
gorithmus?

Aufgabe 8.16

Versehen Sie die Pfeile in Abbildung 8.3 mit Werten fur die Dauern der entsprechend
Vorgange und berechnen Sie mit einem Auswahlverfahren nach Ford die Mindestda
des Gesamtprojekts. Wahlen Sie dabei Randknoten gemal einer topologischen So
rung.

Aufgabe 8.17

In einem Distanzgraphen kann man hoffen, einen kirzesten Weg zwischen zwei ge
benen Knoten schnell zu finden, wenn man eine Breitensuche wie bei Dijkstras Alg
rithmus nicht nur bei einem der beiden Knoten startet, sondern gleichzeitig bei beide
Prazisieren Sie diese Idee und entwerfen Sie einen entsprechenden Algorithmus.
plementieren Sie Ihren Algorithmus und Dijkstras Algorithmus und experimentiere
Sie.

Aufgabe 8.18

Entwerfen Sie einen Algorithmus zur Berechnung eines kiirzesten Weges zwisch
zwei gegebenen Knoten eines Distanzgraphen, der in Matrixform gespeichert ist. C
Algorithmus soll auf der Matrix operieren. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus? Wel-
chen Effekt hat die Matrixspeicherung auf die Berechnung aller kiirzesten Wege i
Graphen?

Aufgabe 8.19

Geben Sie an, wie man Dijkstras Algorithmus zur Berechnung kiirzester Wege so I
difizieren kann, daf3 er neben der L&ange auch die Anzahl der kiirzesten Wege von ein
gegebenen Startknoten zu einem anderen Knoten berechnet.

Aufgabe 8.20

Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der in einem bewerteten, ung
richteten Graphen einen Weg zwischen zwei gegebenen Knoten findet, bei dem

a) die Lange der langsten Kante moglichst klein ist;

b) die L&nge der kirzesten Kante moglichst grof? ist.
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Aufgabe 8.21

Verfolgen Sie die Berechnung eines minimalen, spannenden Baums fir den in Abb
dung 8.18 dargestellten Graphen nach jedem der in Abschnitt 8.6 vorgestellten Verfz
ren.

Aufgabe 8.22

Entwerfen Sie einen Algorithmus zur Berechnung eines spannenden Baums fir ein
gegebenen Distanzgraphen, bei dem

a) die Lange der langsten Kante moglichst klein ist;

b) die Lange des langsten Weges zwischen zwei Knoten — das ist der Durchmes:
des Baumes — mdoglichst klein ist;

c) der grofite Knotengrad moglichst klein ist.

Aufgabe 8.23

Entwerfen sie einen méglichst effizienten Algorithmus, der in einem gegebenen D
stanzgraphen einen Knoten — das Zentrum — findet, dessen grof3te Entfernung
irgendeinem anderen Knoten des Graphen minimal ist. Welche Laufzeit hat Ihr Algc
rithmus?

Aufgabe 8.24

Legen Sie fir jede Kante des in Abbildung 8.46 gezeigten Graphen eine Kapazitat u
eine Orientierung fest, so daB sich ein Kapazitatsdigraph mit Quelle 11 und Senke
ergibt. Berechnen Sie einen maximalen Fluf3 von der Quelle zur Senke nach dem Alg
rithmus

a) FluRvergréRerung durch einzelne kiirzeste zunehmende Wege;

b) FluRvergréRerung durch kiirzesten Weg im Niveaugraphen.

Aufgabe 8.25

Andern Sie die zur Berechnung eines maximalen Flusses vorgestellten Algorithmen
daR auch Mindestkapazitaten von Pfeilen beriicksichtigt werden. Dabei soll der Flt
entlang eines Pfeiles fir jeden Pfeil

a) zwischen der Mindest- und der Maximalkapazitat fir diesen Pfeil liegen;

b) entweder 0 sein oder zwischen der Mindest- und der Maximalkapazitat fir diese
Pfeil liegen.

Aufgabe 8.26

Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Kap
zitatsdigraphen einen Fluf3

a) mit moglichst vielen geséattigten Pfeilen;

b) mit mindestens einer FluBeinheit fur jeden Pfeil;
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¢) mit einem moglichst niedrigen Durchfluf3 durch den Knoten mit gré3tem Durch
flul bei einem maximalen Fluf}

berechnet.

Aufgabe 8.27

Bestimmen Sie fir den Graphen in Abbildung 8.18 eine maximale Zuordnung nach d
Methode der vergréRernden Wege; ignorieren Sie die Bewertungen der Kanten.

Aufgabe 8.28

Bestimmen Sie fir den Graphen in Abbildung 8.18 eine maximale, gewichtete Zuor
nung.

Aufgabe 8.29

Entwerfen Sie einen mdglichst effizienten Algorithmus, der fir einen gegebenen, ung
richteten Graphen die Anzahl der maximalen Zuordnungen ermittelt.

Aufgabe 8.30

Bestimmen Sie eine mdglichst scharfe obere Schranke fiir die Anzahl der freien Knot
bezlglich einer maximalen Zuordnung in einem beliebigen, ungerichteten Graphen.

Aufgabe 8.31

Entwerfen Sie einen méglichst effizienten Algorithmus, der eine gegebene Zuordnu
in einem ungerichteten Graphen maximal erweitert. Gesucht ist dabei eine Zuordnui
in der alle als gebunden gegebenen Kanten gebunden sind, und die maximal ist ur
allen solchen Zuordnungen.

Aufgabe 8.32

a) Wir verallgemeinern den Begriff der Zuordnung so, daf3 ein gebundener Knote
zu mehr als einer gebundenen Kante gehéren darf. Entwerfen Sie einen m¢
lichst effizienten Algorithmus, der fiir einen gegebenen, ungerichteten Graphe
eine maoglichst kleine Menge gebundener Kanten berechnet, so daf3 alle Knot
gebunden sind.

b) Entwerfen Sie einen méglichst effizienten Algorithmus, der eine kleinstmdglich
Menge von Knoten eines gegebenen, ungerichteten Graphen wabhlt, so dal je
Kante mit wenigstens einem Knoten inzidiert.

¢) Entwerfen Sie einen mdoglichst effizienten Algorithmus, der eine grof3tmdglich
Menge von Knoten eines gegebenen Graphen wahlt, so daf3 jede Kante mit ho
stens einem Knoten inzidiert.

Wie vereinfachen sich diese Probleme, wenn wir nur bipartite Graphen als Eingal
zulassen?
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