
Kapitel 8

Graphenalgorithmen

Wie komme ich am schnellsten von Freiburg nach Königsberg, dem heutigen Kalinin-
grad? Wie komme ich am billigsten von Freiburg nach Königsberg? Wie transportiere
ich ein Gut am billigsten von mehreren Anbietern zu mehreren Nachfragern? Wie ord-
ne ich die Arbeitskräfte meiner Firma am besten denjenigen Tätigkeiten zu, für die sie
geeignet sind? Wann kann ich frühestens mit meinem Hausbau fertig sein, wenn die
einzelnen Arbeiten in der richtigen Reihenfolge ausgeführt werden? Wie besuche ich
alle meine Kunden mit einer kürzestmöglichen Rundreise? Welche Wassermenge kann
die Kanalisation in Freiburg höchstens verkraften? Wie muß ein Rundweg durch Kö-
nigsberg aussehen, auf dem ich jede Brücke über den Pregel genau einmal überquere
und am Schluß zum Ausgangspunkt zurückkomme? Diese und viele andere Probleme
lassen sich als Probleme in Graphen formulieren und mit Hilfe von Graphenalgorith-
men lösen. In einem Graphen wird dabei die wesentliche Struktur des Problems, befreit
von unbedeutenden Nebenaspekten, repräsentiert.

Pregel

Abbildung 8.1

Abbildung 8.1 zeigt einen (verzerrten) Ausschnitt aus dem Stadtplan von Königsberg,
Abbildung 8.2 zeigt den dazugehörigen Graphen. Das Wesentliche am Königsberger
Brückenproblem ist die Verbindungsstruktur der einzelnen Stadtteile gemäß den sieben
Brücken. Jeder Stadtteil ist im Graphen durch einen Punkt, genannt Knoten, wieder-
gegeben; eine Verbindung ist eine Linie von einem Knoten zu einem anderen Knoten,
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genannt Kante. In unserem Beispiel entspricht eine Verbindung gerade einer Brücke.
Bereits 1736 löste Euler [48] das Königsberger Brückenproblem: Er stellte fest, daß der
gewünschte Rundweg nicht möglich ist.
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Abbildung 8.2

Im Laufe dieses Kapitels werden wir Beispiele für andere Graphenprobleme und ent-
sprechende Lösungsalgorithmen kennenlernen. Insbesondere kann man sich vorstellen,
daß Verbindungen — anders als beim Königsberger Brückenproblem — mit einer Rich-
tung ausgezeichnet sind und in Gegenrichtung nicht benutzt werden dürfen, wie etwa
Einbahnstraßen in einer Stadt. Ähnliches gilt bei der Kanalisation oder beim Hausbau
(vgl. Abbildung 8.3, bei der ein Pfeil einem Vorgang entspricht). Betrachten wir zu-
nächst solche Graphen.
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Abbildung 8.3

Ein gerichteter Graph G= (V;E) (englisch:digraph) besteht aus einer MengeV =

f1;2; : : : ; jVjg vonKnoten(englisch:vertices) und einer MengeE�V�V vonPfeilen
(englisch:edges, arcs). Ein Paar(v;v0) 2 E heißtPfeil von v nach v0. Wir nennenv den

Literaturverweis [48]
[48] L. Euler. Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis. Comment. Acad. Sci. Imper. Petropol., 8:128-140, 1736.
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Anfangs- undv0 denEndknotendes Pfeils(v;v0); v undv0 heißen auchadjazent; v (und
ebensov0) heißt mite inzident; ebenso nennen wire inzident mitv undv0. Wir werden
Knoten eines Graphen stets als Punkte, Pfeile als Verbindungslinien mit einer auf den
Endknoten gerichteten Pfeilspitze darstellen. Wir beschränken uns auf endliche Mengen
von Knoten und Pfeilen, also aufendliche Graphen; weil E eine Menge ist, kann in
diesen Graphen jeder Pfeil höchstens einmal auftreten (wir erlauben keineparallelen
Pfeile).

Für die Effizienz von Graphenalgorithmen, sowohl im Hinblick auf Speicherplatz
als auch im Hinblick auf Laufzeit, ist es wichtig, Graphen geeignet zu speichern. Wir
betrachten drei naheliegende Möglichkeiten der Speicherung eines GraphenG=(V;E).

Speicherung in einer Adjazenzmatrix

Ein GraphG= (V;E) wird in einer Boole'schenjVj� jVj-Matrix AG = (ai j ), mit 1�
i � jVj, 1� j � jVj gespeichert, wobei

ai j =

�
0 falls (i; j) =2 E;
1 falls (i; j) 2 E:
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(a)

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 1 1 0 0 0 1 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 1 0 0 0
5 0 0 0 1 0 0 0 0 0
6 1 0 0 0 1 1 0 0 0
7 0 0 0 0 1 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 1 0

(b)

Abbildung 8.4

Abbildung 8.4 (b) ist die Adjazenzmatrix zum Graphen aus Abbildung 8.4 (a).
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Abbildung 8.5

Bei der Speicherung eines Graphen mit KnotenmengeV in einer Adjazenzmatrix er-
gibt sich ein Speicherbedarf vonΘ(jVj2). Dieser Speicherbedarf ist nicht abhängig von
der Anzahl der Pfeile im Graphen; enthält der Graph vergleichsweise wenige Pfeile, so
ist der Speicherplatzbedarf vergleichsweise hoch. Verwendet man die Adjazenzmatrix
ohne Zusatzinformation, so benötigen die meisten Algorithmen wegen der erforder-
lichen Initialisierung der Matrix oder der Berücksichtigung aller Einträge der Matrix
Ω(jVj2) Rechenschritte.

Dem läßt sich aber mit Zusatzinformationen abhelfen, die den Platzbedarf nicht über
O(jVj2) hinaus erhöhen. Dies gelingt mit einem zusätzlichen FeldB, das für jeden in
der Adjazenzmatrix benutzten Eintrag einen Feldeintrag enthält; für in der Adjazenz-
matrix zwar vorhandene, aber nicht mit einer Bedeutung belegte Einträge gibt es im
Feld keinen Eintrag (vgl. Abbildung 8.5).

Nun geht es darum, für gegebenen Zeilenindexi und Spaltenindexj der Matrix A
festzustellen, obA[i; j] eine Bedeutung besitzt, also einen bereits benutzten Eintrag be-
zeichnet. Dazu speichern wir mitA[i; j] neben dem gewünschten Bit für die Adjazenz
von Knoteni mit Knoten j einen Indexk des FeldesB. Im FeldB werden an Stellek die
Matrixindizesi und j gespeichert, wenn der Matrixeintrag Bedeutung besitzt. Im Feld
B sind stets die Einträge mit Indizes 1 bisbmaxbedeutsam. Setzen wir die Definitionen

const knotenzahl= fAnzahljVj der Knoteng;
pfeilzahl= fAnzahljEj der Pfeileg;

type knotentyp= 1 : : knotenzahl;
pfeiltyp= 1 : : pfeilzahl;
bit = 0 : : 1;
matrixeintrag= record

adjazent: bit;
index: pfeiltyp

end;
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feldeintrag= record
zeile, spalte: knotentyp

end;
matrix= array [knotentyp, knotentyp] of matrixeintrag;
feld= array [pfeiltyp] of feldeintrag;

var A : matrix;
B : feld;
i,j : knotentyp;
bmax: pfeiltyp

voraus, so ist ein EintragA[i; j] genau dannbedeutsam(echt, gültig), wenn 1�
A[i; j]:index � bmax, B[A[i; j]:index]:zeile= i und B[A[i; j]:index]:spalte= j
gelten. Damit ist es gelungen, die Initalisierung der MatrixA durch die Initialisierung
des FeldesB zu ersetzen:

fInitialisiere A:g
fInitialisiere B:g

bmax:= 0

Die Laufzeit von Graphenalgorithmen bei Verwendung einer Adjazenzmatrix ist al-
so nicht unbedingt durchΩ(jVj2) nach unten beschränkt. Trotzdem bleiben typische
Operationen, wie etwa das Inspizieren aller von einem gegebenen Knoten ausgehen-
den Pfeile, für Graphen mit wenigen Pfeilen ineffizient. Betrachten wir nun eine hierfür
besser geeignete Speicherungsform.

Speicherung in Adjazenzlisten

Hier wird für jeden Knoten eine lineare, verkettete Liste der von diesem Knoten ausge-
henden Pfeile gespeichert. Die Knoten werden als lineares Feld vonjVj Anfangszeigern
auf je eine solche Liste verwaltet. Abbildung 8.6 zeigt Adjazenzlisten für den Graphen
aus Abbildung 8.4 (a).

Die i-te Liste enthält ein Listenelement mit Eintragj für jeden Endknoten eines Pfeils
(i; j) 2 E. In pascalähnlicher Notation läßt sich diese Struktur wie folgt definieren:

const knotenzahl= fAnzahljVj der Knoteng;
type knotentyp= 1 : : knotenzahl;

pfeilzeiger= "pfeilelement;
pfeilelement= record

endknoten: knotentyp;
next: pfeilzeiger

end;
feld= array [knotentyp] of pfeilzeiger;

var adjazenzlisten: feld

Für einen GraphenG = (V;E) benötigen AdjazenzlistenΘ(jVj+ jEj) Speicherplät-
ze. Adjazenzlisten unterstützen viele Operationen, z.B. das Verfolgen von Pfeilen in
Graphen, sehr gut. Andere Operationen dagegen werden nur schlecht unterstützt, ins-
besondere das Hinzufügen und Entfernen von Knoten.
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Abbildung 8.6

Speicherung in einer doppelt verketteten Pfeilliste

Die bei Adjazenzlisten fehlende Dynamik kann erreicht werden, indem man die Kno-
ten in einer doppelt verketteten Liste speichert, anstatt sie in einem Feld fester Größe zu
verwalten. Jedes Listenelement dieser doppelt verketteten Liste enthält drei Verweise,
zwei davon auf benachbarte Listenelemente und einen auf eine Pfeilliste, wie bei Adja-
zenzlisten. Jede Pfeilliste ist doppelt verkettet; statt einer Knotennummer besitzt jedes
Pfeillistenelement einen Verweis auf ein Element der Knotenliste.

Abbildung 8.7 zeigt eine solchedoppelt verkettete Pfeilliste(englisch:doubly connec-
ted arc list; DCAL) für das Beispiel aus Abbildung 8.4 (a).

Natürlich kann man bei den Listenelementen weitere Informationen speichern. In Ab-
bildung 8.7 haben wir bei den Listenelementen für Knoten die Knotennummer explizit
gespeichert; ebensogut könnte man Pfeilnummern oder ähnliches in der DCAL verwal-
ten. Ohne diese Verwaltungsinformation kann eine DCAL in pascalähnlicher Notation
wie folgt beschrieben werden:

type knotenzeiger= "knotenelement;
pfeilzeiger= "pfeilelement;
knotenelement= record

fdiverse Informationen, wie z.B. Knotennummerg

pre, next: knotenzeiger;
pfeilliste: pfeilzeiger

end;
pfeilelement = record

next: pfeilzeiger;
endknoten: knotenzeiger;
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Abbildung 8.7

casepfeillistenanfang: booleanof
true : (kno: knotenzeiger);
false: (pre : pfeilzeiger)

end;
var dcal : knotenzeiger;

Wegen der etwas einfacheren Struktur werden wir die Adjazenzlistenrepräsentation
von Graphen überall dort der DCAL vorziehen, wo sich dies nicht negativ auf die Effi-
zienz von Algorithmen auswirkt.

Bevor wir uns nun die algorithmische Lösung einiger Graphenprobleme genauer an-
sehen, wollen wir wichtige Grundbegriffe der Graphentheorie kurz rekapitulieren. Wei-
tergehende Definitionen findet man in Standardlehrbüchern zur Graphentheorie und zu
Graphenalgorithmen [18, 30, 49, 65, 66, 75, 83, 104, 121, 144] und teilweise auch in
Lehrbüchern über Algorithmen und Datenstrukturen.

SeiG = (V;E) ein gerichteter Graph (englisch:directed graph; Digraph). Der Ein-
gangsgrad(englisch:indegree) indeg(v) eines Knotensv ist die Anzahl der inv einmün-
denden Pfeile, alsoindeg(v) = jfv0j(v0;v) 2 Egj. Im Digraphen des Beispiels der Abbil-
dung 8.8 istindeg(0) = 1, indeg(2) = 2. DerAusgangsgrad(englisch:outdegree) out-
deg(v) ist die Anzahl der vonv ausgehenden Pfeile, alsooutdeg(v) = jfv0j(v;v0) 2 Egj.
Ein DigraphG0 =(V 0;E0) ist einTeilgraphvonG=(V;E), geschrieben alsG0�G, falls

Literaturverweis [18]
[18] C. Berge. Graphs and Hypergraphs. North-Holland, Amsterdam, 1973. 

Literaturverweis [30]
[30] N. Christofides. Graph theory: An algorithmic approach. Academic Press, New York, 1975.

Literaturverweis [45]
[45] J. Edmonds und R. M. Karp. Theoretical improvements in algorithmic efficiency for network flow problems. J. Assoc. Comput. Mach., 19:248-264, 1972.

Literaturverweis [65]
[65] A. Gibbons. Algorithmic graph theory. Cambridge University Press, Cambridge, 1985.

Literaturverweis [66]
[66] M. C. Golumbic. Algorithmic graph theory and perfect graphs. Academic Press, New York, 1980.

Literaturverweis [75]
[75] F. Harary. Graph Theory. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1969. 
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Abbildung 8.8

V 0 � V und E0 � E ist. FürV 0 � V induziert V0 den Teilgraphen(V 0;E\ (V 0�V 0)),
auchUntergraphgenannt. Im durchV 0 induzierten Teilgraphen findet man alsoalle
Pfeile ausE wieder, die lediglich mit Knoten ausV 0 inzidieren. Der durchV�V 0 indu-
zierte Teilgraph vonG wird alsG�V 0 notiert; für einelementigesV 0 = fv0g schreiben
wir auch G� v0. Für den Digraphen der Abbildung 8.8 ist mitV 0 = f0;3;4;5g der
Graph(V 0;f(3;0);(4;5)g) ein Teilgraph; der GraphG0 = (V 0;f(3;0);(3;4);(4;5)g) ist
der durchV 0 induzierte Teilgraph.

Ein Weg (englisch:path) von v nachv0, wobei v;v0 2 V, ist der durch eine Folge
(v0;v1; : : : ;vk) von Knoten mitv0 = v, vk = v0 und(vi ;vi+1)2E für 0� i < k beschriebe-
ne TeilgraphG0 = (V 0;E0) vonG, für denV 0 = fv0;v1; : : : ;vkg undE0 = f(vi ;vi+1)j 0�
i < kg; k ist dieLängedes Weges. Für jedesv2 V gibt es also den trivialen Weg von
v nachv mit Länge 0. In dem in Abbildung 8.8 gezeigten Digraphen ist beispielsweise
die Knotenfolge (2, 3, 4, 5, 6, 2, 3, 0) ein Weg von Knoten 2 nach Knoten 0.

Ein Weg heißteinfach, wenn kein Knoten mehrfach besucht wird, d.h., wenn für alle
i; j mit 0� i < j � k gilt, daßvi 6= vj ist. Der im Beispiel genannte Weg im Digraph der
Abbildung 8.8 ist also nicht einfach; Weg (0, 1, 2, 3, 4) dagegen ist einfach.

Ein Zyklusist ein Weg, der am Ausgangsknoten endet, also ein Weg von einem Kno-
tenv nachv. Wir wollen im folgenden der Einfachheit halber triviale Wege und triviale
Zyklen, also Wege und Zyklen, die nur aus einem Knoten und keinem Pfeil bestehen,
aus unseren Betrachtungen ausschließen. Ein Digraph heißtzyklenfreioderazyklisch,
wenn er keinen Zyklus enthält. Der Digraph aus Abbildung 8.8 ist also nicht zyklenfrei:
Er enthält die beiden (einfachen) Zyklen (2, 3, 4, 5, 6, 2) und (0, 1, 2, 3, 0).

Manchmal interessieren wir uns für Wege, die nur einen Teil aller Pfeile benutzen.
Für F � E schreiben wirv�!�

F v0 genau dann, wenn es einen Weg vonv nachv0 gibt,
der nur Pfeile ausF benutzt. Wennv�!�

E v0 gilt, so bezeichnen wirv0 als vonv aus
erreichbar.

Wir haben Bäume und Ansammlungen von Bäumen bereits in anderen Kapiteln als
Datenstrukturen kennengelernt. Auch als Graphen haben sie eine besondere Bedeutung.
Ein DigraphG = (V;E) heißtgerichteter Wald, wennE zyklenfrei ist undindeg(v)�
1 für alle v 2 V. Jeder Knotenv mit indeg(v) = 0 ist eineWurzeldes Waldes. Ein
gerichteter Wald mit genau einer Wurzel ist eingerichteter Baum(Wurzelbaum). Wie
wir schon von der Datenstruktur Baum wissen, gibt es in einem gerichteten Baum von
der Wurzel zu jedem Knoten genau einen Weg. Im Beispiel der Abbildung 8.8 ist der
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oben beschriebene Teilgraph(f0;3;4;5g, f(3;0)g, f(4;5)g ein gerichteter Wald mit
Wurzeln 3 und 4; der vonf0;3;4;5g induzierte Untergraph ist ein Baum mit Wurzel 3.

Für einen Knotenv eines gerichteten Baums ist derTeilbaum mit Wurzel vder von den
Nachfolgernfv0jv�!�

E v0g von v induzierte Teilgraph. Für manche Berechnungen be-
nötigen wir einen Wald, der alle Knoten eines gegebenen Digraphen enthält. Für einen
DigraphenG = (V;E) ist ein gerichteter WaldW = (V;F) mit F � E ein spannender
WaldvonG. FallsW ein Baum ist, heißtW spannender BaumvonG.

In vielen Fällen kommt es uns auf die Richung von Verbindungen zwischen Kno-
ten nicht an. Dann vernachlässigen wir die Richtung von Pfeilen, beispielsweise in-
dem wir erzwingen, daß zwischen zwei Knoten entweder kein Pfeil oder in jeder
der beiden Richtungen ein Pfeil verläuft. Ein solcher DigraphG = (V;E), für den
(v;v0) 2 E () (v0;v) 2 E, heißtungerichteter Graphoder einfachGraph. Ein Paar
((v;v0);(v0;v)) von Pfeilen heißtKante. Abhängig vom modellierten Problem repräsen-
tiert eine Kante eine in beiden Richtungen gleichzeitig benutzbare Verbindung, wie
etwa eine Straße, oder eine wahlweise in jeder der beiden Richtungen — aber nicht
gleichzeitig — benutzbare Verbindung, wie etwa ein Eisenbahngleis. Der Graddeg(v)
eines Knotensv ist gerade gleichindeg(v) (und ebenfallsoutdeg(v)), also die Anzahl
der mitv inzidenten Kanten. Ein ungerichteter Graph heißt zyklenfrei oder azyklisch,
falls er keinen einfachen Zyklus mit wenigstens mit drei Pfeilen enthält (natürlich ent-
hält jeder Graph mit einer Kante bereits einen Zyklus aus zwei Pfeilen). Die übrigen
Definitionen im Zusammenhang mit gerichteten Graphen gelten entsprechend.

Wir werden eine Kante der Übersicht wegen stets alseine Verbindungslinie ohne
Pfeilspitze zeichnen und als(v;v0) notieren, wobei die Reihenfolge der Knoten ohne
Bedeutung ist (manche Autoren verwenden auch[v;v0]). Davon machen wir beispiels-
weise im Algorithmus zur Berechnung der zweifachen Zusammenhangskomponenten
Gebrauch (siehe Abschnitt 8.4.1). Beide Knotenv undv0 der Kante(v;v0) = (v0;v) wer-
den als Endknoten bezeichnet.

8.1 Topologische Sortierung

Ein Digraph kann stets als eine binäre Relation angesehen werden; ein zyklenfreier
Digraph beschreibt also eine Halbordnung. Liest man etwa einen Pfeil als „ist teurer
als“, so stößt man beim Betrachten des in Abbildung 8.4 (a) dargestellten Digraphen
auf einen Widerspruch. Eine topologische Sortierung eines Digraphen ist nun eine voll-
ständige Ordnung über den Knoten des Graphen, die mit der durch die Pfeile ausge-
drückten partiellen Ordnung verträglich ist. Genauer: Eine topologische Sortierung ei-
nes DigraphenG= (V;E) ist eine Abbildungord: V �! f1; : : : ;ngmit n= jVj, so daß
mit (v;w) 2 E auchord(v)< ord(w) gilt.

Nun ist G genau dann zyklenfrei, wenn es fürG eine topologische Sortierung gibt.
Dies überlegt man sich wie folgt. Es ist klar, daß aus der Existenz einer topologischen
Sortierung die Zyklenfreiheit vonG folgt. Daß es zu jedem zyklenfreien Digraphen
G= (V;E) auch eine topologische Sortierung gibt, kann man durch Induktion über die
Knotenzahl zeigen. FallsjVj = 1, dann gibt es natürlich eine topologische Sortierung:
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Man definiert einfachord(1) = 1. FallsjVj > 1, so betrachtet man einen Knotenv mit
indeg(v) = 0. Wegen der Zyklenfreiheit vonG muß es einen solchen Knoten geben.
Durch Entfernen vonv entsteht ein um einen Knoten verkleinerter Digraph. An des-
sen topologische Sortierung wirdv vorne angefügt. Hieraus ergibt sich unmittelbar ein
Algorithmus für die topologische Sortierung:

Algorithmus Topologische Sortierung(Grobentwurf)
fliefert zu einem Digraphen G= (V;E) eine topologische Sortierung
ord[knotentyp]g

begin
lfd.Nr. := 0;
while G hat wenigstens einen Knoten v mit Eingangsgrad0 do

begin
erhöhe lfd.Nr. um1;
ord[v] := lfd.Nr.;
G := G�v

end;
if G= /0

then G ist zyklenfrei
elseG hat Zyklen

end {Topologische Sortierung}

Es ist noch zu klären, wie man einen Knoten mit Eingangsgrad 0 findet. Hier ist es na-
heliegend, an einem beliebigen Knoten zu beginnen und Pfeile rückwärts zu verfolgen.
Da der DigraphG zyklenfrei ist, trifft man nicht mehrmals auf einen Knoten. Also en-
det das Zurückverfolgen von Pfeilen spätestens, wenn alle Knoten besucht worden sind.
Das Zurückverfolgen von Pfeilen kann aber nur in einem Knoten mit Eingangsgrad 0
enden. Damit hat man einen solchen Knoten gefunden.

Wenn man dazu jedoch stets den ganzen Digraphen durchläuft, so benötigt man pro
Knoten wenigstensΩ(n) Schritte, insgesamt also wenigstensΩ(n2) Schritte.

Es ist sicherlich effizienter, den jeweils aktuellen Eingangsgrad zu jedem Knoten zu
speichern und auf dem neuesten Stand zu halten. Dann genügt es, statt einen Knoten aus
G zu entfernen, die Eingangsgrade seiner direkten Nachfolger zu verringern. Um einen
Knoten mit Eingangsgrad 0 schnell zu finden, verwalten wir die Menge aller Knoten
mit aktuellem Eingangsgrad 0. Diese Menge ändert sich höchstens bei der Wahl eines
Knotens für die topologische Sortierung und beim Verringern der Eingangsgrade direk-
ter Nachfolger eines gewählten Knotens. Damit ergibt sich die folgende Präzisierung
des Algorithmus für die topologische Sortierung eines Digraphen:

Algorithmus Topologische Sortierung(Präzisierung)
fliefert zu einem Digraphen G= (V;E) eine topologische Sortierung
ord[knotentyp]g

var lfd.Nr. : 0 : : knotenzahl;
Gradnull : stack ofknotentyp;
Eingrad: array [knotentyp] of 0 : : knotenzahl�1

begin
1: setze Eingrad[v] auf den Eingangsgrad von v in G,
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für alle v2V;
2: übernimm alle Knoten v2V mit Eingangsgrad0

nach Gradnull;
3: lfd.Nr. := 0;
4: while Gradnull 6= /0 do

begin
wähle v2 Gradnull;
entferne v aus Gradnull;
erhöhe lfd.Nr. um1;
ord[v] := lfd.Nr.;

f�1�g for all (v;w) 2 E do
f�2�g begin
f�3�g erniedrige Eingrad[w] um1;
f�4�g if Eingrad[w] = 0
f�5�g then füge w zu Gradnull hinzu
f�6�g end

end;
5: if lfd.Nr.= knotenzahl

then G ist zyklenfrei
elseG hat Zyklus

end {Topologische Sortierung}

Die einzelnen Schritte des Algorithmus lassen sich leicht präzisieren, wenn wir die
Speicherung des gegebenen Digraphen in Adjazenzlistenform annehmen, wie eingangs
angegeben:

f1: setze Eingrad . . .g
for v := 1 to knotenzahldo Eingrad[v] := 0;
for v := 1 to knotenzahldo

begin
p := adjazenzliste[v];
while p 6= nil do

begin
erhöhe Eingrad[p".endknoten] um1;
p:= p".next

end
end

f2: übernimm . . .g
Gradnull := leerer Stapel;
for v := 1 to knotenzahldo

if Eingrad[v] = 0
then füge v zu Gradnull hinzu;

fDie Zeilenf�1�g bisf�6�g in 4: while Gradnull . . .g
p := adjazenzliste[v];
while p 6= nil do
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begin
w := p".endknoten;
f�3�g;
f�4�g;
f�5�g;
p := p".next

end

Damit benötigt Schritt 1 des Verfahrens eine Laufzeit vonO(jVj+ jEj); Schritt 2
kommt wegen der konstanten Zeit für jede einzelne Stapeloperation mit einer Laufzeit
von O(jVj) aus, und Schritt 3 kann in konstanter Zeit ausgeführt werden. Diewhile-
Schleife in Schritt 4 wird geradejVj-mal durchlaufen; in der innerenwhile-Schleife
wird jeder Pfeil im Digraphen gerade einmal inspiziert. Damit benötigt Schritt 4 eine
Laufzeit vonO(jVj+ jEj). Mit der konstanten Laufzeit von Schritt 5 ergibt sich in
der Summe eine Laufzeit vonO(jVj+ jEj) für die Berechnung einer topologischen
Sortierung für einen DigraphenG= (V;E). Ebenfalls in ZeitO(jVj+ jEj) kann somit
ein DigraphG= (V;E) auf Zyklenfreiheit getestet werden.

8.2 Transitive Hülle

Beschäftigen wir uns nun mit der Erreichbarkeit von Knoten in einem Graphen, ausge-
hend von anderen Knoten. So kann man sich etwa fragen, welche Knoten von einem
gegebenen Knoten aus erreichbar sind, oder ob es womöglich einen Knoten gibt, von
dem aus jeder andere erreicht werden kann. In einem Zyklus beispielsweise kann je-
der Knoten von jedem anderen aus erreicht werden. Um solche Fragen zu beantworten,
kann es sinnvoll sein, von vornherein alle Erreichbarkeiten explizit zu berechnen. Sind
die Knoten eines Digraphen beispielsweise Straßenkreuzungen und die Pfeile verbin-
dende Einbahnstraßen, so ist KreuzungZ von KreuzungX aus gerade dann erreichbar,
wenn es entweder einen Pfeil vonX nachZ gibt oder eine KreuzungY, die vonX aus
erreichbar ist und von der ausZ erreichbar ist. Natürlich ist auch jede Kreuzung von
sich selbst aus erreichbar. Dies führt zur Definition der reflexiven transitiven Hülle.

Ein DigraphG� = (V;E�) ist die reflexive, transitive Hülleeines DigraphenG =

(V;E), wenn genau dann(v;v0) 2 E� ist, wenn es einen Weg vonv nachv0 in G gibt.
Die reflexive, transitive Hülle (kurz:Hülle) des Digraphen aus Abbildung 8.8 enthält
alle Pfeile zwischen Knoten, weil jeder Knoten von jedem aus erreicht werden kann.
Für den speziellen Fall, daß der gegebene Digraph azyklisch ist, ist die Berechnung der
transitiven Hülle einfacher als im allgemeinen Fall. Betrachten wir jedoch zunächst den
allgemeinen Fall.
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8.2.1 Transitive Hülle allgemein

Erinnern wir uns daran, daß wir die Existenz eines Weges vonv nachv0 in G= (V;E)

mit v!�
E v0 notieren. Wenn wir nun schon wissen, daßv!�

E v0 undv0 !�
E v00 gelten,

so können wir auf die Gültigkeit vonv!�
E v00 schließen. Damit ergibt sich unmittelbar

ein erster Ansatz eines Algorithmus zur Berechnung der transitiven Hülle. Beginnend
mit der AdjazenzmatrixA für den gegebenen Digraphen suchen wir zu allen Pfeilen
(i; j) alle Pfeile( j;k) und vermerken die daraus entstehenden Pfeile(i;k) in der Adja-
zenzmatrix:

Algorithmus Berechnung von Pfeilen der reflexiven transitiven Hülle
1: for i := 1 to knotenzahldo A[i; i] := 1;
2: for i := 1 to knotenzahldo

for j := 1 to knotenzahldo
if A[i; j] = 1 then

for k := 1 to knotenzahldo
if A[ j;k] = 1 then A[i;k] := 1

end {Berechnung von Pfeilen}

Es ist klar, daß mit diesem Algorithmus tatsächlich einige Wege berechnet werden;
man sieht aber auch leicht, daß nicht alle Wege gefunden werden. Abbildung 8.9 (a)
zeigt ein Beispiel für einen Graphen, 8.9 (b) dessen Adjazenzmatrix, und 8.9 (c) das
Resultat der Anwendung des Algorithmus zum Finden von Pfeilen der reflexiven tran-
sitiven Hülle. Man erkennt, daß alle aus bis zu zwei Pfeilen bestehenden Wege gefunden
worden sind. Der aus drei Pfeilen bestehende Weg vom Knoten 1 zum Knoten 2 wurde
aber nicht entdeckt. Wege größerer Länge werden gefunden, wenn man den Algorith-
mus wiederholt solange anwendet, bis sich keine neuen Pfeile ergeben. Dies ist aber
nicht besonders effizient: Bereits die einfache Anwendung des Algorithmus benötigt
wegen der drei im Schritt 2 geschachteltenfor -Schleifen eine Laufzeit vonΘ(jVj3).
Folgende Überlegung zeigt, daß es auch schneller geht.

- - -s s s s1 4 3 2

(a)

A 1 2 3 4
1 0 0 0 1
2 0 0 0 0
3 0 1 0 0
4 0 0 1 0

(b)

A 1 2 3 4
1 1 0 1 1
2 0 1 0 0
3 0 1 1 0
4 0 1 1 1

(c)

Abbildung 8.9

Zum Auffinden eines Weges vom Knoteni zum Knotenk betrachten wir nicht jede
mögliche Zusammensetzung von Teilwegen, sondern nur eine spezielle. Ein Weg von
einem Knoteni zu einem Knotenk ist entweder ein Pfeil voni nachk oder kann so in
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einen Weg voni nach j und einen Weg vonj nachk zerlegt werden, daßj die größte
Nummer eines Knotens auf dem Weg zwischeni und k ist (ohnei und k selbst). Die
Knotennummern sind dabei die mit dem Graphen willkürlich festgelegten, also nicht
etwa die durch topologische Sortierung ermittelten. Wir ermitteln nun Wege in einer
Reihenfolge, die sicherstellt, daß beim Zusammensetzen der beiden Wege voni nach j
und von j nachk beide nur Zwischenknoten mit einer Nummer kleiner alsj benutzen.
Dies ist der Fall, wenn unser Algorithmus für aufsteigende Werte vonj die folgen-
de Invarianteerfüllt: Für das aktuellej sind alle Wege bereits bekannt, die nur Zwi-
schenknoten mit Nummer kleiner alsj benutzen. Es ist klar, daß die Invariante anfangs
gilt. Beim Zusammenfügen bereits bekannter Wege benutzt jeder resultierende Weg nur
Knoten, deren Nummer höchstensj ist, also nur Knoten mit Nummer kleiner alsj +1.
Da alle beim Erhöhen vonj neu gefundenen Wege den Knotenj benutzen müssen, wird
auch jeder solche Weg tatsächlich gefunden. Damit ergibt sich der folgende Algorith-
mus für die Berechnung der reflexiven, transitiven Hülle eines Digraphen, der sich von
dem zuvor angegebenen Algorithmus für das Finden von Pfeilen der Hülle nur durch
das Vertauschen der beiden äußerenfor -Schleifen in Schritt 2 unterscheidet [191]:

Algorithmus Reflexive transitive Hülle
1: for i := 1 to knotenzahldo A[i; i] := 1;
2: for j := 1 to knotenzahldo

for i := 1 to knotenzahldo
if A[i; j] = 1 then

for k := 1 to knotenzahldo
if A[ j;k] = 1 then A[i;k] := 1

end {Reflexive transitive Hülle}

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist offensichtlich beschränkt durchO(jVj3). Bei nä-
herem Hinsehen zeigt sich, daß die innerste der dreifor -Schleifen nur durchlaufen wird,
wenn ein Pfeil voni nach j vorhanden ist. Dieser Pfeil kann aus dem gegebenen Digra-
phenG stammen; er kann aber auch im Verlauf der Berechnung der HülleG� ermittelt
worden sein. Die innerstefor -Schleife wird also nicht unbedingtΘ(jVj2)-mal, sondern
nur O(jE�j)-mal durchlaufen. Da jeder Durchlauf inO(jVj) Schritten erledigt werden
kann, ergibt sich die Gesamtlaufzeit zuO(jVj2+ jE�j � jVj).

8.2.2 Transitive Hülle für azyklische Digraphen

Betrachten wir nun das Problem der Berechnung der reflexiven, transitiven Hülle für
azyklische Digraphen. Wir wollen uns die topologische Sortierung zunutze machen,
indem wir die dort vergebenen Ordnungsnummern gerade als Knotennummern wählen.
Wie man eine topologische Sortierung in linearer Zeit berechnen kann, wurde bereits
in Abschnitt 8.1 erläutert. Wir nehmen an, daß der Digraph in Adjazenzlistenform, mit
Knoten in topologischer Sortierung, gegeben ist.

Literaturverweis [191]
[191] S. Warshall. A theorem on Boolean matrices. J. Assoc. Comp. Mach., 9:11-12, 1962.
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Die Grundidee beim Berechnen der reflexiven, transitiven Hülle besteht darin, die
Knoten in der Reihenfolge absteigender Nummern zu betrachten. Für einen betrachteten
Knoten i mit Pfeil (i; j) kennen wir wegen der topologischen Sortierung bereits alle
von j aus erreichbaren Knoten (vgl. Abbildung 8.10 (a)). Die Menge der voni aus
erreichbaren Knoten besteht also ausi selbst und allen vonj aus erreichbaren Knoten,
vereinigt über alle Pfeile(i; j).
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Abbildung 8.10

Für das aktuellei betrachten wir die Endknotenj der Pfeile(i; j) aus Effizienzgrün-
den in aufsteigender Reihenfolge ihrer Nummern. Falls nämlich bei Pfeilen(i; j) und
(i; j 0) mit j 0 > j Knoten j 0 bereits über Knotenj erreicht werden kann, so ist die Menge
der überj 0 erreichbaren Knoten bereits in der Menge der überj erreichbaren Knoten
enthalten, undj 0 muß zu diesem Zweck nicht weiter untersucht werden (siehe Abbil-
dung 8.10 (b)).

Das skizzierte Verfahren läßt sich wie folgt präzisieren:

Algorithmus Reflexive transitive Hülle für azyklischen Digraphen
fliefert zu einem in Adjazenzlistenrepräsentation gegebenen,
topologisch sortierten, azyklischen Digraphen G= (V;E) die reflexive,
transitive Hülle von G im Feld erreichbarab[knotentyp]g

var i; j;k : knotentyp;
erreichbar: set ofknotentyp;
erreichbarab : array [knotentyp] of list of knotentyp;

begin
erreichbar:= /0; fab Knoten i als erreichbar bekanntg
for i := knotenzahldownto 1 do
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begin
erreichbarab[i] := fig;
erreichbar:= fig;
for all (i; j) 2 E mit aufsteigendem jdo

if j =2 erreichbarthen
for all k2 erreichbarab[ j] do

if k =2 erreichbarthen
begin

füge k zu erreichbar hinzu;
füge k zu erreichbarab[i] hinzu

end;
fsetze erreichbar:= /0 :g
for all k2 erreichbarab[i] do

entferne k aus erreichbar
end

end {Reflexive, transitive Hülle für azyklischen Digraphen}

Daß dieser Algorithmus geradeG� berechnet, zeigen folgende Überlegungen. Es soll-
te klar sein, daß der Algorithmus nur Pfeile ausE� findet. Durch ein Widerspruchsar-
gument kann man sich davon überzeugen, daß er alle Pfeile ausE� auch tatsächlich
findet. Nehmen wir dazu an, daß es einen Pfeil in der Hülle gibt, den der Algorithmus
nicht findet. Wählen wir danni als die größte Nummer, für die der Algorithmus den
Pfeil (i;h) der Hülle nicht findet. Wenn(i;h) nicht gefunden wird, muß(i;h) =2 E gel-
ten. Betrachten wir jetzt den längsten Wegi; j; : : : ;h von i nachh. Weil i die größte
solche Nummer ist, befindet sichh in der Listeerreichbarab[ j]. Bei der Betrachtung
des Pfeils(i; j) ist die Bedingungj =2 erreichbarerfüllt, weil der Weg voni über j nach
h der längste ist. Also wirdh zur Listeerreichbarab[i] hinzugefügt. Damit hat aber der
Algorithmus den Pfeil(i;h) gefunden, ein Widerspruch zur Annahme.

Für jeden Knoteni sind die ab Knoteni erreichbaren Knoten einerseits als lineare
Liste erreichbarab[i] gespeichert. Alle Listenelemente können der Reihe nach besucht
werden, in konstanter Laufzeit pro Listenelement. Außerdem kann jede Liste um wei-
tere Elemente ergänzt werden, ebenfalls in konstanter Laufzeit pro Listenelement. An-
dererseits sind die ab dem aktuellen Knoten erreichbaren Knoten als Menge (Bitvektor)
erreichbargespeichert, damit das Enthaltensein eines Knotens in dieser Menge in kon-
stanter Zeit geprüft werden kann; das Hinzufügen eines Elements zur Menge und das
Entfernen eines Elements aus der Menge ist ebenfalls in konstanter Zeit möglich. Da-
mit benötigt eine Abarbeitung der innersten der drei geschachteltenfor -Schleifen eine
Schrittzahl, die proportional ist zur Anzahl der abj erreichbaren Knoten. Das für jeden
weiteren Durchlauf der äußerstenfor -Schleife erforderliche Zurücksetzen der Menge
der voni aus erreichbaren Knoten auf die leere Menge wird mit der entsprechenden
for -Schleife in einer Schrittzahl erledigt, die proportional ist zur Anzahl der abi er-
reichbaren Knoten. Die mittlere der drei geschachteltenfor -Schleifen wird gerade ein-
mal für jeden Pfeil ausgeführt. Wir müssen uns noch fragen, wie oft die innerste der drei
geschachteltenfor -Schleifen zur Ausführung kommt. Dazu betrachten wir für einen ge-
gebenen azyklischen DigraphenG= (V;E) denreduzierten Graphen Gred = (V;Ered),
der durchEred = f(i; j)j(i; j) 2 E, 69 k; i 6= k 6= j; mit (i;k) 2 E�, (k; j) 2 E�g definiert
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ist.Gred ist also geradeG ohne transitive Pfeile. Die Definition des reduzierten Graphen
ist so gewählt, daßG� = G�

red gilt.
Daß die innerste der drei geschachteltenfor -Schleifen im Algorithmus nur für Pfei-

le des reduzierten Graphen ausgeführt wird, sieht man wie folgt. Betrachten wir einen
Pfeil (i; j), der nicht zum reduzierten Graphen gehört. Dann gibt es im reduzierten Gra-
phen Pfeile(i;k) und(k; j), wobei wegen der topologischen Sortierungk< j gilt; dem-
nach wird Pfeil(i;k) vor (i; j) betrachtet. Weilj vonk aus erreichbar ist, wirdj bereits
bei der Betrachtung des Pfeiles(i;k) zur Mengeerreichbarhinzugefügt. Beim Betrach-
ten des Pfeils(i; j) ist dann die für die Ausführung der innerstenfor -Schleife geforderte
Bedingung nicht erfüllt.

Bringen wir nun unsere Überlegungen zur Laufzeit des Algorithmus zur Berech-
nung der Hülle zum Ende. Die letztefor -Schleife kostet einen Rechenschritt für jeden
Pfeil der Hülle, also insgesamt ZeitO(jE�j). Die innerste der drei geschachteltenfor -
Schleifen wird für jeden Pfeil des reduzierten Graphen ausgeführt. Schlimmstenfalls
sind jedes Mal größenordnungsmäßig alle Knoten erreichbar; dann ergibt sich hierfür
insgesamt eine Laufzeit vonO(jEredj � jVj). Alle anderen Schritte zusammen können in
LaufzeitO(jVj) ausgeführt werden. Somit kann die reflexive, transitive Hülle eines azy-
klischen DigraphenG= (V;E) in Zeit O(jVj � jEredj) = O(jVj � jEj) = O(jVj3) ermittelt
werden.

8.3 Durchlaufen von Graphen

Für manche Probleme ist es wichtig, alle Knoten eines Graphen zu betrachten. So kann
man es etwa einer in einem Labyrinth eingeschlossenen Person nachfühlen, daß sie ger-
ne sämtliche Kreuzungen von Gängen des Labyrinths in Augenschein nehmen will. Die
Gänge des Labyrinths sind hier die Kanten des Graphen, und Kreuzungen von Gängen
sind Knoten. Das Betrachten oder Inspizieren eines Knotens in einem Graphen nennt
man auch oftBesuchendes Knotens. Manchmal ist es wichtig, die Knoten nach einer
gewissen Systematik zu besuchen. So kann man sich leicht vorstellen, daß eine einzelne
Person im Labyrinth einem Gang zunächst eine ganze Weile folgt, bevor sie vielleicht
schließlich kehrt macht, also mit der Suche zunächst „in die Tiefe“ des Labyrinths geht;
suchen dagegen mehrere Personen gleichzeitig, so werden sie eher vom Startpunkt aus
ausschwärmen, also „in die Breite“ gehen.

Wir werden im folgenden dieTiefensucheund dieBreitensucheals zwei Spezialfäl-
le eines allgemeinen Knotenbesuchsalgorithmus kennenlernen. Es ist ganz erstaunlich,
wieviel Information über die Struktur eines Graphen man alleine durch systematisches
Besuchen der Knoten erhalten kann. Stellt etwa ein Graph ein Computernetz dar, wobei
die Knoten des Graphen Computer und die Kanten des Graphen Verbindungsleitungen
zwischen Computern sind, so kann man die Frage, ob nach dem Ausfall eines beliebi-
gen Computers die anderen noch miteinander kommunizieren können, durch systema-
tisches Besuchen aller Knoten lösen. Mittels spezialisierter Knotenbesuchsalgorithmen
kann man aber nicht nur entscheiden, ob ein gegebener Graphzweifach zusammenhän-
gend— wie für das Computernetz gefordert — ist, sondern man kann auch die größten
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zweifach zusammenhängenden Teilgraphen (die zweifachen Zusammenhangskompo-
nenten des Graphen) berechnen. Das Gerüst der Knotenbesuchsalgorithmen ist dabei
stets dasselbe:

Algorithmus-Gerüst Besuche Knoten
fbesucht in einem gegebenen Graphen oder Digraphen G= (V;E) der
Reihe nach alle Knoteng

var B : set ofknotentyp;
fMenge der bereits besuchten Knoteng

begin
B := fbg, wobei b ein erster besuchter Knoten ist;
for all e2 E do

markiere e als unbenutzt;
while es gibt unbenutzte Kante/Pfeil(v;v0) 2 E mit v2 B do

begin
markiere(v;v0) als benutzt;
B := B[fv0g

end
end {Besuche Knoten}

Man überlegt sich leicht, daßB am Ende der Ausführung des AlgorithmusBesuche
Knotendie Menge aller vonb aus erreichbaren Knoten enthält. Wir müssen noch präzi-
sieren, wie die MengeB implementiert werden soll und welche unbenutzte Kante/Pfeil
in der while-Schleife als jeweils nächste gewählt werden soll. Damit die diewhile-
Schleife kontrollierende Bedingung schnell überprüft werden kann, speichern wir ne-
ben der MengeB noch eine weitere KnotenmengeR� B derjenigen Knoten inB, von
denen noch unbenutzte Kanten oder Pfeile ausgehen können — denRandvonB. Dann
können wir den Knotenbesuchsalgorithmus wie folgt formulieren:

procedureDurchlaufe G= (V;E) ab Knoten b;
begin

B := fbg; R := fbg;
while R 6= /0 do

begin
wähle Knoten v2R;
if es gibt keine unbenutzte Kante/Pfeil(v;v0) 2 E

then lösche v aus R;
else

begin
sei(v;v0) die nächste unbenutzte Kante/Pfeil2 E;
if v0 =2 B then

begin
B := B[fv0g;
R := R[fv0g

end
end

endfwhileg
end {Durchlaufe}

Um zu entscheiden, welche Datenstrukturen fürB undR am besten gewählt werden
sollten, betrachten wir die mitB undRauszuführenden Operationen. Wir müssenB als
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leere Menge initialisieren, ein Element zuB hinzufügen und prüfen können, ob ein ge-
gebener Knoten inB enthalten ist. FürR müssen wir neben der Initialisierung als leere
Menge ein Element hinzufügen können, prüfen können, obR leer ist, ein beliebiges Ele-
ment wählen können und ein gewähltes Element ausR entfernen können. Dabei ist das
Initialisieren vonB undR die einzige Operation, die beim Durchlaufen eines Graphen
nur einmal ausgeführt wird; alle anderen Operationen werden wiederholt ausgeführt.

Wählen wir fürB ein Boole'sches Array mit einem Element pro Knoten und fürR
eine Schlange oder einen Stapel, so benötigt jede Operation außer dem Initialisieren
von B nur eine konstante Schrittzahl; das Initialisieren vonB kann inO(jVj) Schrit-
ten ausgeführt werden. Um für jeden Knotenv2V schnell entscheiden zu können, ob
es noch eine unbenutzte Kante oder einen unbenutzten Pfeil(v;v0) 2 E gibt, und um
gegebenenfalls die nächste solche Kante zu wählen, speichern wir zusätzlich für jeden
Knotenv einen Zeigerp[v], der auf die nächste ungenutzte Kante in der Adjazenzliste
des Knotenv zeigt. Mit den zusätzlichen Definitionen

var B : array [knotentyp] of boolean;
R : stack ofknotentyp;
p : array [knotentyp] of pfeilzeiger

können wir die Prozedur für das Durchlaufen an zwei Stellen wie folgt präzisieren:

1: es gibt keine unbenutzte Kante/Pfeil(v;v0) 2 E :
p[v] = nil

2: sei(v;v0) die nächste unbenutzte Kante/Pfeil2 E :
v0 := p[v] ".endknoten;
p[v] := p[v] ".next

Die von der ProzedurDurchlaufebenötigte Zeit ist proportional zur Summe der An-
zahlen der vom Startknotenb aus erreichbaren Knoten und Kanten/Pfeile, weil jeder
Schleifendurchlauf nur konstant viele Schritte benötigt und einen Knoten oder eine
Kante betrachtet, die danach nicht mehr betrachtet werden. Damit können alle Kno-
ten eines Graphen in höchstensO(jVj+ jEj) Schritten besucht werden.

8.3.1 Einfache Zusammenhangskomponenten

Betrachten wir zunächst eine der einfachsten Anwendungen des linearen Knotenbe-
suchsalgorithmus. Hier geht es darum, zu einer gegebenen MengeV mit einer symme-
trischen, binären RelationE�V�V, deren reflexive, transitive Hülle eine Äquivalenz-
relation ist, die Äquivalenzklassen zu bestimmen. IstV die Menge der Knoten undE
die Menge der Kanten eines ungerichteten Graphen, so sind dies gerade die größten
zusammenhängenden Teilgraphen vonG= (V;E).

Genauer: Ein ungerichteter GraphG heißt genau dannzusammenhängend, wenn es
für jedes Knotenpaar(v;v0) 2 V einen Weg vonv nachv0 gibt. EineZusammenhangs-
komponentevon G ist ein (bezüglich Mengeninklusion) maximaler zusammenhängen-
der Untergraph vonG. Ersetzen wir nun in der ProzedurDurchlaufedie Anweisung
B := fbg durchB := B[fbg, so berechnet der folgende Algorithmus gerade die Zu-
sammenhangskomponenten eines ungerichteten GraphenG= (V;E):
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Algorithmus Zusammenhangskomponenten
for v := 1 to knotenzahldo p[v] := adjazenzliste[v];
B := /0;
for v := 1 to knotenzahldo

if v =2 B
then Durchlaufe G ab Knoten v

end {Zusammenhangskomponenten}

Jeder Aufruf der ProzedurDurchlaufeim AlgorithmusZusammenhangskomponen-
tenbesucht die Knoten der Zusammenhangskomponente, die den Startknotenv enthält,
und fügt diese zur MengeB hinzu. Die Laufzeit des AlgorithmusZusammenhangskom-
ponentenergibt sich damit zuO(jVj+ jEj).

8.3.2 Strukturinformation durch Tiefensuche

Um beim systematischen Durchlaufen eines Graphen mehr über dessen Struktur zu er-
fahren, wollen wir dieses nun näher in Augenschein nehmen. Betrachten wir zunächst
anhand eines Beispiels den Unterschied, der sich ergibt, wenn wir zum einen die noch
unbenutzten Kanten als Stapel (last in first out), zum anderen als Schlange (first in first
out) verwalten. Abbildung 8.11 (a) zeigt einen Digraphen und eine Adjazenzlistenre-
präsentation; Abbildung 8.11 (b) und 8.11 (c) zeigen die Entwicklung vonR als Stapel
und als Schlange.

IstRals Stapel realisiert, so trifft man die Knoten in der Reihenfolge 1, 4, 5, 3 erstmals
an; Knoten 2 ist von Knoten 1 aus nicht erreichbar. Ist dagegenRals Schlange realisiert,
so ergibt sich die Reihenfolge 1, 4, 3, 5.

Bei Verwendung eines Stapels fürR reden wir vonTiefensuche(englisch:depth
first search; DFS), bei einer Schlange vonBreitensuche(englisch:breadth first search;
BFS). Die Tiefensuche bietet sich oft für Zusammenhangsprobleme an, die Breiten-
suche dagegen für Distanzprobleme, wie wir später noch sehen werden. Für manche
Algorithmen, in denen es um Aussagen über die Struktur des gegebenen Graphen geht,
ist die Tiefensuche von besonderer Bedeutung. Dabei betrachtet man nicht nur die Rei-
henfolge, in der man Knoten erstmals antrifft, sondern beispielsweise auch die Reihen-
folge, in der man Knoten vom StapelRwieder entfernt. In unserem Beispiel ist dies die
Reihenfolge 5, 4, 3, 1. Die relative Position eines Knotens in der Reihenfolge, in der die
Knoten auf den StapelR abgelegt worden sind, nennen wir dendepth-first-begin-Index
(DFBI) eines Knotens. Im Beispiel der Abbildung 8.11 sind die DFBIndizes der Knoten
1, 4, 5 und 3 gerade 1, 2, 3 und 4. Entsprechend bezeichen wir alsdepth-first-end-Index
(DFEI) eines Knotens seine relative Position in der Reihenfolge, in der die Knoten vom
StapelRentfernt werden. Im Beispiel der Abbildung 8.11 sind also die DFEIndizes der
Knoten 5, 4, 3 und 1 gerade 1, 2, 3 und 4.

Formuliert man die Prozedur für das Durchlaufen eines Graphen ab einem Startkno-
tenb rekursiv, anstatt explizit einen Stapel fürR zu benutzen, so entspricht der DFB-
Index gerade einer beim Prozeduraufruf vergebenen laufenden Nummer, der DFEIn-
dex einer beim Beenden des Prozeduraufrufs vergebenen Nummer. Wenden wir die bei
Bäumen übliche Terminologie (vgl. Kapitel 5) auf den Baum der rekursiven Aufrufe
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an, so ist der DFBIndex gerade die Knotennummer inHauptreihenfolge(preorder), der
DFEIndex diejenige inNebenreihenfolge(postorder).

Wir unterscheiden außerdem bei einem Digraphen die Pfeile nach der Rolle, die sie
bei einer Tiefensuche spielen. Dazu teilen wir die Menge aller Pfeile in vier Klassen
ein. Die Pfeile, denen die Tiefensuche folgt, die also als unbenutzte Pfeile gewählt
werden, heißenBaumpfeile; die MengeBP der Baumpfeile bildet denTiefensuchbaum
(DFS-Baum) vom Startknoten der Tiefensuche aus. Im Beispiel der Abbildung 8.11 ist
BP= f(1;4);(4;5);(1;3)g; die Pfeile inBP können an den obersten beiden Elementen
des StapelsR abgelesen werden, wenn ein neuer Knoten auf den Stapel abgelegt wird.
Pfeile, die zu einem bereits erreichten Nachfolgerknoten im DFS-Baum führen, heißen
Vorwärtspfeile. Jeder Pfeil in der MengeVP der Vorwärtspfeile gehört zur transitiven
Hülle der Baumpfeile und kürzt einen Weg der Länge mindestens 2 im DFS-Baum
ab. Im Beispiel der Abbildung 8.11 ist bei einer Tiefensuche ab Knoten 1 gerade der
Pfeil (1;5) ein Vorwärtspfeil.Rückwärtspfeilesind all diejenigen Pfeile, die von einem
Knoten im DFS-Baum zu einem Vorgänger dieses Knotens im DFS-Baum weisen. Je-
der Pfeil in der MengeRPder Rückwärtspfeile bildet also mit dem DFS-Baum einen
Zyklus. Im Beispiel der Abbildung 8.11 ist der Pfeil(5;1) der einzige Rückwärtspfeil
für die Tiefensuche ab Knoten 1. Alle anderen Pfeile heißenSeitwärtspfeile; SPist die
Menge aller Seitwärtspfeile.

Die folgende rekursiv formulierte Prozedur für die Tiefensuche illustriert die Be-
rechnung der Knotenindizes und die Klassifikation der Pfeile mit Hilfe eines kleinen
Programmstücks:

procedureDFS für G ab Knoten v, kommend von w;
begin

if v =2 B
then fv noch nicht besuchtg

begin
B := B[fvg;
BP := BP[ f(w;v)g;
erhöhe dfbi um1; faktueller DFBIndexg
DFBI[v] := dfbi;
for all (v;v0) 2 E do

DFS für G ab v0, kommend von v;
erhöhe dfei um1; faktueller DFEIndexg
DFEI[v] := dfei

end
elsefv bereits besucht: klassifiziere Pfeilg

begin
if w�!�

BP v
then VP := VP[f(w;v)g
else ifv�!�

BP w
then RP:= RP[f(w;v)g
elseSP:= SP[f(w;v)g

end
end {DFS}
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begin
B := /0;
dfbi := dfei := 0;
BP := VP := RP := SP:= /0;
DFS für G ab v, kommend von nirgends

end

Wir haben noch nicht klargestellt, wie man denn die Bedingungenw�!�
BP v und

v�!�
BP w für das Klassifizieren eines Pfeils als Vorwärtspfeil, Rückwärtspfeil oder

Seitwärtspfeil effizient überprüfen kann. Hier helfen uns der DFBIndex und der DFEIn-
dex. Von einem Knotenw kommt man im Tiefensuchbaum genau dann zu einem Knoten
v, wenn der Aufruf der ProzedurDFSfür w vor dem Aufruf vonDFSfür v liegt undDFS
für v früher abgeschlossen ist als fürw. Anders ausgedrückt heißt das, daßw�!�

BP v
genau dann gilt, wennDFBI[w] � DFBI[v] undDFEI[w] � DFEI[v] gelten. Ein Pfeil
(w;v) ist genau dann ein Baumpfeil oder ein Vorwärtspfeil, wennDFBI[w] � DFBI[v]
gilt. Andernfalls ist ein Pfeil ein Rückwärts- oder Seitwärtspfeil. Damit ergibt sich für
die Tiefensuche eine Laufzeit vonO(jVj+ jEj).

Bei ungerichteten Graphen sind die Verhältnisse einfacher. Zunächst kann es keine
Seitwärtskanten geben, weil eine Tiefensuche einer solchen Kante folgen würde. Natür-
lich bilden die Baumkanten einen Baum der durch die Tiefensuche erreichten Knoten.
Alle anderen Kanten werden durch die Tiefensuche zu Rückwärtskanten. Mit diesen
Überlegungen genügt es also, bei der Tiefensuche für jeden Knoten bzw. Pfeil eine
konstante Anzahl von Schritten aufzuwenden.

Wir wollen im folgenden Abschnitt ein Beispiel für die Anwendung der Tiefensuche
betrachten; weitere Beispiele findet man etwa in [121].

8.4 Zusammenhangskomponenten

Die Bestimmung einfacher Zusammenhangskomponenten ungerichteter Graphen ha-
ben wir im letzten Abschnitt, beim Durchlaufen von Graphen, bereits behandelt. Bei
der Definition des Zusammenhangs in gerichteten Graphen ist es sinnvoll, die Rich-
tung von Pfeilen zu berücksichtigen. So kann man sich etwa fragen, ob man in einem
Netz von Einbahnstraßen einer Stadt überhaupt von jeder Kreuzung zu jeder anderen
Kreuzung gelangen kann.

Wir bezeichnen einen DigraphenG = (V;E) als stark zusammenhängend, wenn es
einen Weg von jedem Knoten zu jedem anderen Knoten im Graphen gibt. Einestarke
Zusammenhangskomponente(englisch:strongly connected component; scc) eines Di-
graphenG ist ein (bezüglich Mengeninklusion) maximaler, stark zusammenhängender
Untergraph vonG. Einen ungerichteten GraphenG = (V;E) nennen wirzweifach zu-
sammenhängend(englisch:biconnected), wenn nach dem Entfernen eines beliebigen
Knotensv ausG der verbleibende GraphG�v zusammenhängend ist. Einezweifache
Zusammenhangskomponente(englisch:biconnected component; bcc) eines ungerichte-
ten Graphen ist ein (bezüglich Mengeninklusion) maximaler, zweifach zusammenhän-

Literaturverweis [121]
[121] K. Mehlhorn. Data structures and algorithms, Vol. 2: Graph algorithms and NP-completeness. Springer, Berlin, 1984.
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gender Untergraph. In einem zweifach zusammenhängenden Graphen kann man einen
beliebigen Knoten samt allen inzidenten Kanten entfernen, ohne daß der Graph zerfällt.
Ein Knotenv ist einSchnittpunkt(englisch:cut point, articulation point) eines Graphen
G, wennG�v mehr Zusammenhangskomponenten hat alsG. Durch Wegnahme eines
Schnittpunkts zerfällt also eine Zusammenhangskomponente des Graphen.

Betrachten wir als Beispiel den in Abbildung 8.12 (a) gezeigten Graphen.
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Abbildung 8.12

Er besteht aus zwei einfachen Zusammenhangskomponenten; keine von beiden ist
zweifach zusammenhängend. Die Schnittpunkte des Graphen sind die Knoten 5, 7 und
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10. Die zweifachen Zusammenhangskomponenten sind die durch die Knotenmengen
f1;3;4;5;6g, f2;7g, f5;7g, f8;10;12g undf9;10;11g induzierten Untergraphen.

8.4.1 Zweifache Zusammenhangskomponenten

Zur Berechnung der zweifachen Zusammenhangskomponenten ermitteln wir die
Schnittpunkte eines Graphen mit folgenden Überlegungen. Ein Schnittpunkt ist die
ausschließliche Verbindung von wenigstens zwei zweifachen Zusammenhangskompo-
nenten. Wenn also ein Schnittpunktv Wurzel eines Tiefensuchbaums ist, so hatv im
Tiefensuchbaum mehr als einen Sohn, weil die Tiefensuche nicht anders als überv von
der einen in die andere zweifache Zusammenhangskomponente gelangen kann. In Ab-
bildung 8.12 (b) ist der mögliche Verlauf einer Tiefensuche, beginnend bei Knoten 5
und bei Knoten 8, mit dem sich ergebenden DFBIndex und DFEIndex gezeigt. Knoten
5 als Schnittpunkt und Wurzel eines Tiefensuchbaums hat einen Sohn für jede einfache
Zusammenhangskomponente, die sich durch Entfernen des Knotens 5 ergibt.

Trifft man während der Tiefensuche auf einen Schnittpunktv, d.h., istv nicht Wur-
zel eines Tiefensuchbaums, so muß sich wenigstens eine zweifache Zusammenhangs-
komponente im Tiefensuchbaum in einem Teilbaum abv befinden; aus einem solchen
Teilbaum heraus darf also keine Kante zu einem Vorgänger vonv führen. Anders aus-
gedrückt: Ist ein Schnittpunktv nicht Wurzel eines Tiefensuchbaums, dann hatv einen
Sohnv0, so daß kein Nachfolger vonv0 im Tiefensuchbaum, inklusivev0 selbst, über
eine Rückwärtskante mit einem Vorgänger vonv verbunden ist. Im Beispiel der Abbil-
dung 8.12 ist Knoten 10 ein solcher Schnittpunkt; von Knoten 9 und Knoten 11 führt
keine Rückwärtskante über Knoten 10 hinaus. Das ist auch intuitiv plausibel, weil die
Tiefensuche in der anderen der beiden zweifachen Zusammenhangskomponenten be-
gonnen hat, die durch Knoten 10 verbunden sind.

Dies legt nahe, sich während der Tiefensuche für jeden Knoten zu merken, wie weit
man über Rückwärtskanten höchstens im DFBIndex zurückgelangen kann. Dies lei-
stet ein für jeden Knotenv während der Tiefensuche zu berechnender WertP[v], der
durch P[v] := min(fDFBI[v]g [ fDFBI[v0] j v0 ist Vorgänger vonv im DFS-Baum
und ist mit Rückwärtskante mit Nachfolger vonv verbundeng) definiert ist. Wenn
nun ein Schnittpunktv nicht Wurzel eines DFS-Baumes ist, dann hatv einen Sohn
v0 mit P[v0] � DFBI[v]. Um die Berechnung vonP[v] in den rekursiv formulierten
Tiefensuchalgorithmus einzubetten, formulieren wirP[v] zunächst noch rekursiv, und
zwar alsP[v] := min(fDFBI[v]g[ fP[v0] j v0 ist Sohn vonvg[ fDFBI[v0] j (v;v0) ist
Rückwärtskanteg). Ein Programmstück, das nach diesem Verfahren die zweifachen Zu-
sammenhangskomponenten zu einem Graphen mittels einer rekursiv formulierten Tie-
fensuche berechnet, ist dann das folgende:

procedureDFSBCC für G ab Knoten v;
begin

B := B[fvg;
erhöhe dfbi um1;
DFBI[v] := dfbi;
P[v] := dfbi;
for all (v;v0) 2 E do



560 8 Graphenalgorithmen

fbeachte, daß(v;v0) = (v0;v) die Kante identifiziert, daß also in
der Schleife jede Kante genau einmal bearbeitet wirdg

begin
lege(v;v0) auf Stapel BCC;
fStapel BCC speichert begonnene bcc'sg

if v0 =2 B
then f(v;v0) ist eine Baum-Kanteg

begin
Vater[v0] := v;
DFSBCC für G ab Knoten v0;
if P[v0]� DFBI[v]

then fv ist Schnittpunkt oder letzter Knoten dieser
Komponenteg

nimm jede Kante bis inkl.(v;v0) vom Stapel BCC und
berichte sie als bcc;

fjetzt ist Sohn v0 behandeltg
P[v] := min(P[v];P[v0])

end
else ifv0 6=Vater[v]

then f(v;v0) ist Rückwärtskanteg
P[v] := min(P[v], DFBI[v0])

end
end {DFSBCC}

begin
B := /0; fbereits besuchte Knoteng
dfbi:= 0;
BCC:= leerer Stapel;
for all v2V do

if v =2 B
then DFSBCC für G ab Knoten v

end

Abbildung 8.13 zeigt die Berechnung der zweifachen Zusammenhangskomponen-
ten mit Hilfe vonDFSBCCfür den in 8.12 (a) gezeigten Graphen ab Knoten 5, wenn
die Tiefensuche verläuft wie in 8.12 (b) skizziert. Momentaufnahmen des StapelsBCC
sind unmittelbar vor und nach jeder Entnahme der Kanten einer zweifachen Zusam-
menhangskomponente wiedergegeben.

Aus der Effizienz der Tiefensuche und den zusätzlich erforderlichen Operationen mit
StapelBCC, auf dem jede Kante des Graphen gerade einmal abgelegt wird, ergibt sich
als Laufzeit für die Berechnung der zweifachen Zusammenhangskomponenten eines
ungerichteten GraphenG= (V;E) unmittelbarO(jVj+ jEj).
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Knoten 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P 6 2 7 6 3 6 4 1 6 5 6 8 6 10 6 9 6 11 6 12

1 1 1 6 2 9 8 9 8
1

StapelBCC:

(5,1)

(1,3)

(3,4)

(4,5)

(4,6)

(6,1)

(6,5)

(5,7)

(7,2)

(5,7)

=) =) =) =) =) =)

(8,10)

(10,9)

(9,11)

(11,10)

(8,10) (8,10)

(10,12)

(12,8)

=) =) =) =)

Abbildung 8.13

8.4.2 Starke Zusammenhangskomponenten

Betrachten wir nun das Problem, zu einem gegebenen Digraphen die starken Zusam-
menhangskomponenten zu berechnen. Im Beispiel der Abbildung 8.14 (a) sind dies die
durch die vier Knotenmengen {1}, {2,3}, {4,5,6} und {7} induzierten Untergraphen.
Abbildung 8.14 (b) zeigt den Verlauf und das Resultat einer beim Knoten 1 beginnen-
den Tiefensuche. Wir wollen uns nun überlegen, in welcher Reihenfolge die Tiefensu-
che die Knoten starker Zusammenhangskomponentenkomplett besucht hat, also wieder
verläßt. Im Beispiel der Abbildung 8.14 ist die erste komplett besuchte starke Zusam-
menhangskomponente diejenige mit Knotenmenge {7}; kein Pfeil verläßt diese Kom-
ponente, und der größte DFEIndex eines Knotens dieser Komponente ist 1. Die nächste
durch die Tiefensuche komplett besuchte starke Zusammenhangskomponente ist dieje-
nige mit Knotenmenge {4,5,6}. Der einzige Pfeil, der diese Komponente verläßt, führt
zu einem Knoten einer bereits berechneten starken Zusammenhangskomponente (Pfeil
(5,7) führt zu Knoten 7).
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Abbildung 8.15

Natürlich kann eine starke Zusammenhangskomponente bei der Tiefensuche nicht in
mehrere Tiefensuchbäume zerfallen, weil ja jeder Knoten der starken Zusammenhangs-
komponente von jedem anderen aus erreichbar ist. Diejenigen Pfeile einer starken Zu-
sammenhangskomponente, die in einem DFS-Wald Baumpfeile sind, bilden zusammen
einenDFS-Baum. Die Wurzel des DFS-Baums für eine starke Zusammenhangskom-
ponente nennen wirWurzel der Zusammenhangskomponente. Im Beispiel der Abbil-
dung 8.14 sind die Knoten 7, 4, 3 und 1 Wurzeln von starken Zusammenhangskom-
ponenten. Wir wollen starke Zusammenhangskomponenten berechnen, indem wir ihre
Wurzeln in einem Tiefensuchwald bestimmen. Weil der DFEIndex der Wurzel eines
Teilbaums der größte DFEIndex der Knoten dieses Teilbaums ist, betrachten wir die
Wurzeln von starken Zusammenhangskomponenten in der Reihenfolge aufsteigender
DFEIndizes. Seien dies die Wurzelnw1;w2; : : : ;wk. Haben wir eine Wurzelwi einer
starken Zusammenhangskomponente in einem Tiefensuchbaum gefunden, so gehören
zu dieser Komponente all diejenigen Knoten, die im Teilbaum des Tiefensuchbaums
mit Wurzelwi stehen, aber nicht auch in bereits identifizierten Teilbäumen mit Wurzeln
w1; : : : ;wi�1. Im Beispiel der Abbildung 8.14 sind dies etwa die Knoten des Teilbaums
mit Wurzel 3, die nicht auch im Teilbaum mit Wurzel 4 oder im Teilbaum mit Wurzel
7 liegen, also die Knoten 2 und 3.

Während der Tiefensuche berechnen wir für jeden Knotenv einen WertQ[v], der uns
darüber Auskunft gibt, obv Wurzel einer starken Zusammenhangskomponente ist. Da-
zu definieren wirQ[v] als Q[v] := min(fDFBI[v]g[ fDFBI[v0]j für einen Nachfolger
x von v ist (x;v0) 2 RP[ SP, und die Wurzelw der starken Zusammenhangskompo-
nente vonv0 ist Vorgänger vonv}). Die Begriffe Nachfolger und Vorgänger beziehen
sich dabei auf den betrachteten Tiefensuchbaum. Dann ist die Wurzel einer starken
Zusammenhangskomponente der Knotenv mit Q[v] = DFBI[v]. Abbildung 8.15 illu-
striert, auf welche Arten ein Zyklus von Knotenv über die Knotenx, v0 und w zum
Knoten v möglich ist. Man beachte, daß dabei ein Knotenv0, der Nachfolger vonv
ist, wegenDFBI[v0]> DFBI[v] nichts zuQ[v] beiträgt. Zur Einbettung der Berechnung
von Q in die rekursiv formulierte Tiefensuche läßt sichQ auch rekursiv formulieren:
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Q[v] :=min(fDFBI[v]g[ fQ[v0] j v0 ist Sohn vonvg [fDFBI[v0] j (v;v0)2RP[ SP, und
die Wurzelw der starken Zusammenhangskomponente vonv0 ist Vorgänger vonvg).

Das folgende Programmstück berechnet zu einem gegebenen Digraphen die starken
Zusammenhangskomponenten nach diesem Verfahren, wobei die Vereinbarung eines
Feldes

var gestapelt: array [knotentyp] of boolean

vorausgesetzt wird:

procedureDFSSCC für G ab Knoten v;
begin

B := B[fvg; fMenge bereits besuchter Knoteng
erhöhe dfbi um1;
DFBI[v] := dfbi;
Q[v] := dfbi;
lege v auf Stapel SCC;
fStapel SCC speichert Knoten, die noch keiner scc zugeordnet sindg

gestapelt[v] := true;
for all (v;v0) 2 E do

if v0 62 B
then fv0 noch nicht besuchtg

begin
DFSSCC für G ab Knoten v0;
Q[v] := min(Q[v];Q[v0])

end
else ifDFBI[v0]< DFBI[v] and gestapelt[v0]

then Q[v] := min(Q[v]; DFBI[v0]);
if Q[v] = DFBI[v] fWurzel einer sccg

then nimm jeden Knoten u bis incl. v vom Stapel SCC und berichte
scc, und setze jeweils gestapelt[u] := false

end; {DFSSCC}

begin
B := /0; fanfangs noch kein Knoten besuchtg

dfbi := 0;
SCC:= leerer Stapel;
for all v2V do gestapelt[v] := false;
for all v2V do

if v 62 B
then DFSSCC für G ab Knoten v

end

Abbildung 8.16 zeigt die Berechnung der starken Zusammenhangskomponenten mit
Hilfe von DFSSCCfür den in Abbildung 8.14 (a) gezeigten Graphen ab Knoten 1,
wenn die Tiefensuche verläuft wie in Abbildung 8.14 (b) skizziert. Momentaufnahmen
des StapelsSCCsind unmittelbar vor und nach jeder Entnahme der Pfeile einer starken
Zusammenhangskomponente wiedergegeben.
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Abbildung 8.16

Aus der Effizienz der Tiefensuche und der zusätzlich erforderlichen Operationen mit
StapelSCC, auf dem jeder Knoten des Graphen gerade einmal abgelegt wird, sowie
der Überprüfung, ob ein Knoten gestapelt ist, die mit Hilfe des Feldesgestapeltin
konstanter Zeit stattfindet, ergibt sich für die Berechnung der starken Zusammenhangs-
komponenten eines DigraphenG= (V;E) als Laufzeit unmittelbarO(jVj+ jEj).

Interpretiert man die Menge der Pfeile als eine Relation über der Menge der Knoten,
so definieren die starken Zusammenhangskomponenten gerade die Äquivalenzklassen
der Relation. Wenn man den gegebenen Digraphen verdichtet, indem man jede starke
Zusammenhangskomponente durch einen Knoten ersetzt und Pfeile zwischen Knoten
derselben Zusammenhangskomponente wegläßt, so stellt der entstehende zyklenfreie,
verdichtete Digraph gerade die partielle Ordnung über den Äquivalenzklassen der Rela-
tion dar. Für den in Abbildung 8.14 angegebenen Beispielgraphen zeigt Abbildung 8.17
den verdichteten Graphen.

Genauer: Für einen gegebenen DigraphenG = (V;E) mit KnotenmengenV1; : : : ;Vk

für k starke Zusammenhangskomponenten heißt der DigraphG0 = (V 0;E0) mit V 0 =

f1; : : : ;kg und E0 = f(i; j)j 9 v 2 Vi ;v0 2 Vj ;(v;v0) 2 Eg verdichteter Digraph. G0 ist
azyklisch. Für die Graphen mit wenigen starken Zusammenhangskomponenten führt
der Umweg über den verdichteten Digraphen zu einem schnelleren Algorithmus zur
Berechnung der reflexiven, transitiven Hülle, gemäß folgender Beobachtung. Ein Pfeil
(i; j) in der reflexiven, transitiven Hülle des verdichteten Digraphen impliziert Pfeile
von allen Knoten der starken ZusammenhangskomponenteVi zu allen Knoten der star-
ken ZusammenhangskomponenteVj in der reflexiven, transitiven Hülle des gegebenen
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Graphen. Außerdem gibt es in der reflexiven, transitiven Hülle des gegebenen Graphen
G Pfeile zwischen allen Knoten innerhalb jeder starken Zusammenhangskomponente.
Damit läßt sich die reflexive, transitive Hülle eines gegebenen DigraphenG = (V;E)

wie folgt berechnen:

1. Berechne die starken ZusammenhangskomponentenV1; : : : ;Vk.
2. Berechne den verdichteten DigraphenG0 = (V 0;E0).
3. Berechne die reflexive, transitive HülleG0� = (V 0;E0�) vonG0.
4. Berechne die reflexive, transitive HülleG� = (V;E�) vonG.

Die ersten beiden Teile dieses Algorithmus benötigen jeweilsO(jVj+ jEj) Schritte;
Teil 3 kann gemäß Abschnitt 8.2 schlimmstenfalls inO(k3) Schritten gelöst werden,
und Teil 4 benötigt offenbar höchstensO(jE�j) Schritte. Damit kann für einen gege-
benen DigraphenG= (V;E) mit k starken Zusammenhangskomponenten die reflexive,
transitive Hülle in ZeitO(jVj+ jE�j+k3) berechnet werden.

8.5 Kürzeste Wege

Bei der Modellierung realer Probleme durch Graphen ist es oft wichtig, nicht nur das
Vorhandensein oder Fehlen von Knoten und Kanten zu unterscheiden. Vielmehr müs-
sen Knoten und Kanten Eigenschaften zugeordnet werden, die für die Lösung des Pro-
blems wesentlich sind. Beispielsweise haben Kanalisationsrohre eine gewisse maxima-
le Transportkapazität, Arbeiten an einem Haus eine minimale, eine maximale und eine
erwartete Dauer und Bahnstrecken eine Länge und (je nach Tarif) einen Preis. In diesem
Abschnitt interessieren wir uns für kostengünstigste Wege in Graphen, wenn jeder Kan-
te/jedem Pfeil ein Kostenwert zugeordnet ist. Meist redet man dabei, stellvertretend für
allerlei Interpretationen der Kosten, von derLängevon Kanten/Pfeilen; ein kostengün-
stigster Weg ist dann einkürzesterWeg. Wir wollen auch zulassen, daß Kanten/Pfeile
eine negative Länge haben. Dann können wir Gewinne und Verluste modellieren, aber
auch längste Wege durch kürzeste Wege ausdrücken, nämlich mit negativ gemachten
Längen der einzelnen Kanten/Pfeile.
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Ein ungerichteter GraphG = (V;E) mit einer reellwertigen Bewertungsfunktion
c : E ! IR (englisch: cost) heißtbewerteter Graph. Für eine Kantee2 E heißtc(e)
Bewertung(Länge, Gewicht, Kosten) der Kantee. Die Längec(G) des GraphenG ist
die Summe der Längen aller Kanten, alsoc(G) = ∑e2E c(e). Damit ist für einen Weg
p = (v0;v1; : : : ;vk) die Länge dieses Wegs geradec(p) = ∑k�1

i=0 c((vi ;vi+1)). Für Gra-
phen ohne Bewertung, die wir bisher betrachtet haben, haben wir die Länge von Wegen
so definiert, als seic� 1. Die Entfernung d(Distanz; englisch:distance) von einem
Knotenv zu einem Knotenv0 ist definiert alsd(v;v0) = minfc(p) j p ist Weg vonv nach
v0 }, falls es überhaupt einen Weg vonv nachv0 gibt; sonst istd(v;v0) = ∞. Ein Weg
p zwischenv und v0 mit c(p) = d(v;v0) heißtkürzester Weg(englisch:shortest path)
zwischenv undv0; wir bezeichnen ihn mitsp(v;v0).

Ganz entsprechend heißt ein DigraphG= (V;E) mit Bewertungsfunktionc : E! IR
bewerteter Digraph; wenn er keine Knoten ohne inzidente Pfeile hat, heißt erNetzwerk.
Die übrigen Begriffe sind entsprechend definiert.

Ist die Länge jeder Kante nicht negativ, alsoc : E ! IR+

0 , so heißtG= (V;E) mit c
Distanzgraph(in Abschnitt 6.1.1 haben wir Distanzgraphen betrachtet und die Kosten
einer Kante entsprechend als Länge bezeichnet). Die Berechnung kürzester Wege in
Distanzgraphen ist einfacher und kann schneller ausgeführt werden als in beliebigen
bewerteten Graphen, weil sich in Distanzgraphen Wege durch Hinzunahme weiterer
Kanten nicht verkürzen können. Algorithmen für das Finden kürzester Wege zwischen
gegebenen Knoten in ungerichteten Distanzgraphen operieren nach dem Grundmuster
der Breitensuche. Als Folge davon werden beim Berechnen eines kürzesten Weges von
einem gegebenenAnfangsknotenzu einem gegebenenEndknotenauch kürzeste Wege
vom Anfangsknoten zu vielen anderen Knoten des Graphen ermittelt. Das Verfahren
zur Berechnung eines kürzesten Weges zwischen Anfangs- und Endknoten (one-to-one
shortest path, single pair shortest path) unterscheidet sich vom Verfahren zur Berech-
nung der kürzesten Wege von einem Anfangsknoten zu allen anderen Knoten des Gra-
phen (one-to-all shortest paths, single source shortest paths) nur durch das Abbruch-
kriterium. Im schlimmsten Fall haben beide Verfahren dieselbe Laufzeit; wir werden
daher im folgenden das Problem kürzester Wege von einem zu allen anderen Kno-
ten zunächst für Distanzgraphen und dann für beliebige bewertete Graphen betrachten.
Dem Problem, zu jedem Paar von Knoten einen kürzesten Weg zu finden, werden wir
uns am Schluß dieses Abschnitts zuwenden.

8.5.1 Kürzeste Wege in Distanzgraphen

Wir betrachten das Problem, zu einem gegebenen DistanzgraphenG = (V;E) mit c :
E ! IR+

0 je einen kürzesten Weg von einem gegebenen Anfangsknotens (englisch:
source) zu jedem anderen Knoten des Graphen zu finden. Abbildung 8.18 zeigt ein
Beispiel für einen ungerichteten Distanzgraphen; neben jeder Kante ist deren Länge
vermerkt. Man sieht leicht, daß ein kürzester Weg, beispielsweise von Knoten 1 zu
Knoten 8, gefunden werden kann, indem man eine Art äquidistanter Welle um den
Knoten 1 solange wachsen läßt, bis sie den Knoten 8 erreicht.

Wichtig für das dieser Idee zugrunde liegende Verlängern eines Wegs durch Hin-
zunahme einer weiteren Kante ist dasOptimalitätsprinzip: Für jeden kürzesten Weg
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p= (v0;v1; : : : ;vk) vonv0 nachvk ist jeder Teilwegp0 = (vi ; : : : ;vj), 0� i < j � k, ein
kürzester Weg vonvi nachvj . Wäre dies nicht so, gäbe es also einen kürzeren Wegp00

von vi nachvj , so könnte auch inp der Teilwegp0 durch p00 ersetzt werden, und der
entstehende Weg vonv0 nachvk wäre kürzer alsp; dies ist aber ein Widerspruch zu der
Annahme, daßp ein kürzester Weg vonv0 nachvk ist. Damit können wir länger werden-
de kürzeste Wege durch Hinzunahme einzelner Kanten zu bereits bekannten kürzesten
Wegen mit folgenderInvarianteberechnen:

1. Für alle kürzesten Wegesp(s;v) und Kanten(v;v0) gilt:
c(sp(s;v))+c((v;v0))� c(sp(s;v0)).

2. Für wenigstens einen kürzesten Wegsp(s;v) und eine Kante(v;v0) gilt:
c(sp(s;v))+c((v;v0)) = c(sp(s;v0)).

Abbildung 8.19 zeigt, wie die entsprechende Berechnung kürzester Wege realisiert
werden kann. Jeder Knoten gehört zu einer von drei Klassen: Er ist entwedergewähl-
ter Knoten, Randknotenoderunerreichter Knoten. Zu jedem gewählten Knoten ist ein
kürzester Weg vom Anfangsknotensbereits bekannt; zu jedem Randknoten kennt man
einen Weg vons, und für jeden unerreichten Knoten kennt man noch keinen solchen
Weg.

Wir merken uns für jeden Knotenv die bisher berechnete, vorläufigeEntfernungzum
Anfangsknotens, denVorgängervonv auf dem bisher berechneten, vorläufig kürzesten
Weg vons nachv und eine Markierung, die darüber Auskunft gibt, ob der Knoten be-
reits gewählt ist oder nicht. Außerdem speichern wir die MengeR der Randknoten.
Dann realisiert der folgende, von Dijkstra [35] bereits 1959 vorgeschlagene Algorith-
mus die Berechnung kürzester Wege von einem Knoten zu allen anderen in der skiz-
zierten Weise:

Algorithmus kürzeste Wege in G= (V;E) mit c : E! IR+

0 von einem
Knoten s2V zu allen anderen

1: fInitialisierung:g
1:1 fanfangs sind alle Knoten außer s unerreicht:g

Literaturverweis [35]
[35] E. W. Dijkstra. A note on two problems in connexion with graphs. Numer. Math., 1:269-271, 1959.
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Abbildung 8.19

for all v2V�fsg do
begin

v.Vorgänger:= undefiniert;
v.Entfernung:= ∞;
v.gewählt:= false

end;
1:2 fs ist gewählt:g

s.Vorgänger:= s;
s.Entfernung:= 0;
s.gewählt:= true;

1:3 falle zu s adjazenten Knoten gehören zum Rand R:g
R := /0;
ergänze R bei s;

2: fberechne Wege ab s:g
while R 6= /0 do

begin
fwähle nächstgelegenen Randknoten:g

2:1 wähle v2 R mit v.Entfernung minimal, und entferne v aus R;
2:2 v.gewählt:= true;
2:3 ergänze R bei v

end
end {kürzeste Wege}

Das Ergänzen des RandesRbei einem gewählten Knotenvbesteht in der Hinzunahme
aller unerreichten Knoten zum RandR und im Anpassen der möglicherweise kürzer
gewordenen Entfernungen zu Randknoten:
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ergänze Rand R bei v:
for all (v;v0) 2 E do

if not v0.gewähltand (v.Entfernung+c((v;v0))< v0.Entfernung)
then fv0 ist (kürzer) über v erreichbarg

begin
v0.Vorgänger:= v;
v0.Entfernung:= v.Entfernung+c((v;v0));
vermerke v0 in R

end

Abbildung 8.20 zeigt, wie für den in Abbildung 8.18 gezeigten Graphen eine Suche
nach allen kürzesten Wegen vom Knoten 1 aus nach diesem Algorithmus verläuft. Der
jeweils gewählte Knoten und die aktuelle MengeR der Randknoten sind im Zeitablauf
angegeben. Man sieht, wie sich vorläufige Distanzen von Randknoten ändern können,
etwa am Beispiel des Knotens 8. Wenn die von Knoten 1 ausgesandte äquidistante Wel-
le mit aktueller Distanz 8 den Knoten 7 erreicht hat, wird Knoten 8 als mit 7 adjazenter
Knoten zu einem Randknoten; seine vorläufige Distanz zu Knoten 1, die er über den
Vorgängerknoten 7 realisiert, beträgt 23. Nach der Wahl des Knotens 6 verringert sich
diese Distanz auf 20, nach Wahl von Knoten 9 auf 13 und nach Wahl von Knoten 5
schließlich auf 12. Anhand der Liste der gewählten Knoten und der dazugehörigen Vor-
gängerinformation läßt sich ein kürzester Weg von Knoten 1 zu jedem anderen Knoten
rekonstruieren. Für Knoten 8 beispielsweise findet man den Vorgänger 5, für 5 den Vor-
gänger 4, für 4 den Knoten 3, für 3 den Knoten 2 und für 2 schließlich den Knoten 1 als
Vorgänger.

Wir haben in der Illustration des Verlaufs der Berechnung kürzester Wege keine be-
stimmte Implementierung für die Menge der Randknoten unterstellt; schon dieses Bei-
spiel macht aber klar, daß die geeignete Verwaltung der Randknotenmenge für die Ef-
fizienz des Verfahrens wesentlich ist. Rekapitulieren wir vor der Diskussion der ver-
schiedenen Möglichkeiten hierfür die auf dem Rand auszuführenden Operationen:

(a) RandRals leer initialisieren;
(b) prüfen, ob RandR leer ist;
(c) wählen und entfernen des Knotens mit minimaler Entfernung aus dem RandR;
(d) neuen oder geänderten Eintrag im RandR vermerken.

Wir betrachten die folgenden drei Implementierungsvorschläge, mit denen die ange-
gebenen Operationen unterschiedlich gut unterstützt werden.

Keine explizite Speicherung des Randes
Der Rand wird nicht explizit gespeichert, sondern genauso behandelt wie die unerreich-
ten Knoten. Für jeden Knoten ist also nur an dergewählt-Markierung erkennbar, ob er
gewählt ist oder nicht. Mit der angegebenen Initialisierung der Entfernungswerte aller
Knoten führt dies zum richtigen Ergebnis; diese Tatsache haben wir bereits beim Er-
gänzen des Randes ausgenutzt. Die angegebenen Operationen können dann wie folgt
realisiert werden:

(a) diese Operation ist implizit, kann also entfallen;
(b) für alle Knotenv wird not v.gewähltüberprüft;
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Knotenb= (Nr., Entfernung, Vorgänger)
gewählt Randknoten
(1,0,1) (2,2,1), (6,9,1), (7,15,1)
(2,2,1) (6,9,1), (7,8,2), (3,6,2)
(3,6,2) (6,9,1), (7,8,2), (4,8,3), (9,21,3)
(7,8,2) (6,9,1), (4,8,3), (9,10,7), (8,23,7)
(4,8,3) (6,9,1), (8,23,7), (9,9,4), (5,9,4)
(6,9,1) (9,9,4), (5,9,4), (8,20,6)
(9,9,4) (5,9,4), (8,13,9)
(5,9,4) (8,12,5)
(8,12,5) /0

Abbildung 8.20

(c) unter allen Knotenv mit not v.gewähltwird das Minimum vonv.Entfernungbe-
rechnet; das Entfernen des Minimums aus dem Rand ist implizit, kann also ent-
fallen;

(d) diese Operation ist implizit, kann also entfallen.

Damit benötigt Schritt 1 des Algorithmus eine Laufzeit vonO(jVj), und in Schritt
2 werdenΘ(jVj) Schleifendurchläufe mit Laufzeit jeweilsO(jVj) ausgeführt. Die Ge-
samtlaufzeit ist alsoO(jVj2). Diese von Dijkstra [35] vorgeschlagene Implementierung
ist sehr effizient für Graphen mit vielen Kanten. BeiΩ(jVj2) Kanten ist die Laufzeit
linear in der Größe der Eingabe, also größenordnungsmäßig optimal. Für Graphen mit
weniger Kanten (dünnereGraphen) lohnt es sich, über andere Implementierungen des
Randes nachzudenken.

Verwaltung der Randknoten in einem Heap
Da die für den RandR benötigten Operationen (a) bis (c) gerade Heap-Operationen
sind, können diese in konstanter Zeit für Operationen (a) und (b) und in logarithmi-
scher Zeit für Operation (c) ausgeführt werden. Ist der in Operation (d) im Rand zu
vermerkende Eintrag neu, so kann er gerade als Einfügeoperation im Heap in logarith-
mischer Zeit realisiert werden. Wenn der Heap — wie üblich — die Suche nach einem
beliebigen Eintrag und das Löschen dieses Eintrags nicht unterstützt, so kann ein Kno-
ten mit geänderter Entfernung einfach zusätzlich in den Heap eingefügt werden. Dann
ist ein und derselbe Knoten unter Umständen mit mehreren verschiedenen Entfernun-
gen im Rand gespeichert. Der Algorithmus arbeitet trotzdem korrekt, wenn man für
jeden Knoten nur die erste Entnahme dieses Knotens aus dem Heap beachtet und alle
weiteren ignoriert.

Da bei dieser Implementierung für jede Kante gerade ein Eintrag in den Heap vor-
genommen wird, enthält dieser nie mehr alsO(jEj) Knoten. Weil mitjEj � jVj2 auch
logjEj � 2� logjVj und damitO(logjEj) = O(logjVj) gilt, kostet sowohl das Eintragen
aller Knoten in den Heap als auch das Entfernen aller Knoten aus dem Heap jeweils
O(jEj logjVj) Rechenschritte. Das ist sehr effizient für dünne Graphen, aber schlech-
ter als Dijkstras einfache Implementierung für sehr dichte Graphen, also insbesondere

Literaturverweis [35]
[35] E. W. Dijkstra. A note on two problems in connexion with graphs. Numer. Math., 1:269-271, 1959.
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wennjEj= Ω(jVj2). Eine bessere Laufzeit erhält man mit einer anderen Heapstruktur,
die sich für verschiedene Graphenprobleme sehr gut eignet.

Verwaltung der Randknoten in einem Fibonacci-Heap
Fibonacci-Heaps [60] (vgl. Kapitel 6) unterstützen die Operationen (a), (b) und (d)
in konstanter amortisierter Laufzeit; lediglich Operation (c) benötigt logarithmische
Zeit. Operation (d) wird für unerreichte Knoten als Einfügeoperation im Fibonacci-
Heap realisiert und für Randknoten, deren Entfernung sich vermindert, als Decrease-
Key-Operation. Die maximale Größe des Fibonacci-Heaps ist somitO(jVj). Die jEj
Neueinträge und Änderungen von Knoten im Fibonacci-Heap können in ZeitO(jEj)
ausgeführt werden. Mit der(jVj � 1)-maligen Ausführung der Operation (c), die je-
weils in Zeit O(logjVj) erledigt werden kann, ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von
O(jEj+ jVj logjVj) für das Finden der kürzesten Wege von einem zu allen anderen
Knoten in einem Distanzgraphen, für ungerichtete ebenso wie für gerichtete Graphen
[60].

Wählt man diese Implementierung, so kann man den Algorithmuskürzeste We-
ge spezieller als Prozedurshortestpathwie in Abschnitt 6.1.1 formulieren. Dort ist
v:Ent f ernungmit d(v) bezeichnet, gewählte Knoten sind diejenigen inS, und auf die
Berechnung der Wege (also von Vorgängerknoten auf kürzesten Wegen) wurde verzich-
tet.

8.5.2 Kürzeste Wege in beliebig bewerteten Graphen

Die Berechnung kürzester Wege ändert sich erheblich, wenn wir auch negative Kanten-
bewertungen zulassen, also eine Längenfunktionc : E ! IR voraussetzen. Ändern wir
beispielsweise in dem in Abbildung 8.18 gezeigten Graphen die Bewertung der Kante
(2;7) auf�6 und die der Kante(2;3) auf�4, so sind nicht nur die zuvor gefundenen
kürzesten Wege nun keine kürzesten mehr, sondern es gibt plötzlich gar keinen kür-
zesten Weg mehr im Graphen. Der Grund dafür ist die Existenz eines Zyklus negativer
Länge, nämlich des Zyklus (2, 3, 4, 9, 7, 2) mit Länge�5. Zu jedem denkbaren Weg
zwischen zwei Knoten kann man nun einen kürzeren Weg finden, indem man einen
Abstecher zu diesemnegativen Zyklusmacht und ihn — unter Umständen mehrfach
— durchläuft. In einem bewerteten, ungerichteten oder gerichteten Graphen, der einen
Weg von einem Knotens zu einem Knotent enthält, gibt es einen kürzesten Weg von
s nacht genau dann, wenn kein Weg vons nacht einen Zyklus negativer Länge ent-
hält. Wenn es einen kürzesten Weg vons nacht gibt, dann gibt es natürlich auch einen
einfachen kürzesten Weg vonsnacht.

Selbst im Falle negativer Kantenbewertungen lassen sich alle kürzesten Wege von
einem Anfangsknotens mit Hilfe einer Breitensuche bestimmen: Man berechnet die
Länge von Wegen für zunehmende Kantenzahl. Man kann aber nicht, wie im voran-
gehenden Abschnitt, die Länge eines Weges zu einem gewählten Knoten als endgültig
kürzest ansehen, weil das Hinzunehmen von Kanten die Länge eines Weges verkürzen
kann. Die Länge eines Weges vom Anfangsknotensaus läßt sich genau dann verkürzen,
wenn der folgendeAuswahlschrittvon Ford [56] angewandt werden kann:

Literaturverweis [60]
[60] M. L. Fredman und R. E. Tarjan. Fibonacci heaps and their uses in improved network optimization algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 34:596-615, 1987.

Literaturverweis [60]
[60] M. L. Fredman und R. E. Tarjan. Fibonacci heaps and their uses in improved network optimization algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 34:596-615, 1987.

Literaturverweis [56]
[56] L. R. Ford Jr. Network flow theory. Paper P-923, RAND Corp., Santa Monica, CA, 1956.
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JĴ   

   :J
J
J
J
J
JJ]S

S
S
SSw

�
�
�
��/

5 4

6 3

1 2

1

2

�4

2

6

9

11 15
4

7

3 1

8 9

15 2

15 �6

Abbildung 8.21

Auswahlschritt von Ford:
wähle eine Kante(v;v0) 2 E mit

v.Entfernung+c((v;v0))< v0.Entfernung;
v0.Vorgänger:= v;
v0.Entfernung:= v.Entfernung+c((v;v0));

Wählen wir als vorläufige Entfernungv.Entfernunganfangs 0 fürv = s und ∞ für
v 6= s, dann bewahrt Fords Auswahlschritt die folgendeInvariante: Wennv.Entfernung
einen endlichen Wert hat, dann gibt es einen Weg vonsnachv mit Längev.Entfernung.

Ein Auswahlverfahren nach Fordsei nun jedes Verfahren, das den Auswahlschritt
von Ford wiederholt solange anwendet, bis dies nicht mehr möglich ist. Wenn ein Aus-
wahlverfahren nach Ford anhält, dann istv.Entfernungfür jeden vonsaus erreichbaren
Knotenv die Länge eines kürzesten Wegs vons nachv und für alle anderen Knoten∞.
Ein Auswahlverfahren nach Ford hält nicht an, wenn es einen vons aus erreichbaren
negativen Zyklus im Graphen gibt.

Eine Implementierung eines Auswahlverfahrens nach Ford muß noch spezifizieren,
wie denn eine Kante(v;v0) im Auswahlschritt gewählt werden soll. Hierfür eignet sich
eine Breitensuche, ähnlich wie bei Distanzgraphen, wobei aber lediglich Randknoten
von Bedeutung sind. Zwischen gewählten und unerreichten Knoten wird nicht unter-
schieden. Durch Abänderung des Algorithmus für kürzeste Wege in Distanzgraphen
ergibt sich damit das folgende Auswahlverfahren nach Ford:

Algorithmus kürzeste Wege in G= (V;E) mit c : E! IR von einem
Knoten s2V zu allen anderen

1: fInitialisierung:g
1:1 fanfangs kennt man für alle Knoten außer s keinen Weg:g

for all v2V�fsg do
begin
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v.Vorgänger:= undefiniert;
v.Entfernung:= ∞

end;
1:2 ffür s ist ein Weg bekannt:g

s.Vorgänger:= s;
s.Entfernung:= 0;

1:3 falle zu s adjazenten Knoten gehören zum Rand R:g
R := /0;
verschiebe R bei s;

2: fberechne Wege ab s:g
while R 6= /0 do

begin
wähle v2 R und entferne v aus R;
verschiebe R bei v

end
end {kürzeste Wege}

Beim Verschieben des Randes bei einem Knotenv werden alle mitv inzidenten Kan-
ten auf ihre Eignung für den Auswahlschritt von Ford überprüft, und für die geeigneten
Kanten wird der Auswahlschritt durchgeführt:

verschiebe R bei v:
for all (v;v0) 2 E do

if v.Entfernung+c((v;v0))< v0.Entfernung
then fv0 ist (kürzer) über v erreichbarg

begin
v0.Vorgänger:= v;
v0.Entfernung:= v.Entfernung+c((v;v0));
vermerke v0 in R, falls v0 dort nicht bereits vermerkt ist

end

Die Prüfung, ob ein Knotenv0 bereits im Rand vermerkt ist, kann mit Hilfe eines Bits
pro Knoten leicht in konstanter Zeit erfolgen. Da es unerheblich ist, welcher Knoten
aus dem Rand gewählt wird, kann als an der Breitensuche orientierte Datenstruktur für
den Rand beispielsweise eine Schlange gewählt werden.

Man sieht, daß dieser Algorithmus demjenigen für die Berechnung kürzester Wege
mit positiven Kantenbewertungen stark ähnelt; es ist instruktiv, sich die Unterschiede
durch vergleichende Betrachtung beider Algorithmen deutlich zu machen.

Für den in Abbildung 8.21 gezeigten Digraphen haben wir in Abbildung 8.22 den
Verlauf des Algorithmus bis zu den ersten zehn Randverschiebeoperationen angege-
ben. Die verschiedenen Inhalte der Schlange der Randknoten sind in zeitlicher Abfolge
waagerecht nebeneinander dargestellt. Bei jedem Randknoten sind die aktuelle Entfer-
nung zu Knoten 1 und der zugehörige Vorgänger mit angegeben, obwohl sie natürlich
nicht in der Schlange verwaltet werden (sonst müßte man beispielsweise die Position
eines Knotens in der Schlange kennen, um seinen Entfernungswert zu ändern). Man
sieht beispielsweise, wie zunächst für Knoten 8 ein Weg der Länge 11 von Knoten 1
über Knoten 2 und Knoten 7 gefunden wird; erst später findet man den kürzeren Weg
mit Länge 3 von Knoten 1 über Knoten 2, 7, 9, 4 und 5.
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Knotenb= (Nr., Entfernung, Vorgänger)
Schlange der Randknoten
*

(2,2,1)
(7,15,1)(7,-4,2)
* (8,11,7)

(9,-2,7)(9,-2,7)
(6,22,8)(6,22,8)

(3,13,9)(3,13,9)
(4,-1,9)(4,-1,9)(4,-1,9)

(5,28,6)(5,28,6)(5,0,4)
(3,1,4)(3,1,4)

(8,3,5) (8,3,5)
(2,-3,3)

Abbildung 8.22

Der waagerechte Querstrich ist ein spezieller Markierungseintrag in der Schlange,
der einfach ans Schlangenende angehängt wird, sobald er am Schlangenkopf angekom-
men ist. Er dient der Illustration derPhasendes Algorithmus. In Phase 1 werden alle
Knoten erreicht, die miteinemPfeil vom Anfangsknoten aus erreichbar sind; im Bei-
spiel sind dies die Knoten 2 und 7. In Phasej +1 werden alle Knoten erreicht, die mit
einemPfeil von den in Phasej erreichten Knoten aus erreichbar sind. Natürlich müssen
die in Phasej erreichten Knoten dort nicht unbedingt erstmals erreicht worden sein.
In der Schlange der Randknoten befinden sich zwischen Schlangenkopf und Phasen-
Ende-Markierung und zwischen Phasen-Ende-Markierung und Schlangenende jeweils
höchstens die Knoten der entsprechenden Phase, unter Umständen auch weniger. So
werden etwa im gezeigten Beispiel in Phase 2 die Knoten 7, 8 und 9 erreicht, aber Kno-
ten 7 befindet sich aus Phase 1 zu dem Zeitpunkt noch in der Schlange, zu dem er über
Knoten 2 in Phase 2 erreicht wird.

Die Laufzeit des Algorithmus läßt sich abschätzen, wenn man die einzelnen Phasen
betrachtet. In jeder Phase wird jeder Knoten höchstens einmal betrachtet, zusammen
mit seinen inzidenten Kanten. Dies ergibt wegen der in konstanter Zeit ausführbaren
einzelnen Schlangenoperationen eine Laufzeit vonO(jEj) für jede Phase. Weil es stets
einen einfachen, also zyklenfreien, kürzesten Weg gibt — es sei denn, ein Weg über
einen negativen Zyklus ist möglich —, genügt es, Wege mit höchstensjVj Knoten zu
betrachten. Damit kann die Berechnung kürzester Wege nach höchstensjVj Phasen
abgebrochen werden. Man kann also ein Auswahlverfahren nach Ford für einen bewer-
teten DigraphenG= (V;E) so implementieren, daß es inO(jVj � jEj) Schritten kürzeste
Wege von einem zu allen anderen Knoten berechnet, falls diese existieren. Andernfalls
hält dieses Verfahren nicht an. Zählt man allerdings die Anzahl der Phasen mit, dann
kann man in jedem Fall nach dem Ende derjVj-ten Phase anhalten. Wenn nämlich nach
dem Ende derjVj-ten Phase der RandRnicht leer ist, gibt es einen vom Anfangsknoten
saus erreichbaren, negativen Zyklus inG.
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Natürlich ist man bei der Reihenfolge, in der man im Schritt 2 des Algorithmus Rand-
knoten auswählt, nicht auf die durch die Implementierung des Randes als Schlange fest-
gelegte Reihenfolge angewiesen. Entscheidet man sich bei einem azyklischen Graphen
etwa für die Reihenfolge einer topologischen Sortierung, so ist für jeden aus dem Rand
gewählten Knoten die Berechnung der Entfernung endgültig. Die Laufzeit des Algo-
rithmus verkürzt sich damit zuO(jEj). Dies ist ein für die Netzplantechnik wichtiges
Ergebnis, weil man damit auch längste Wege in azyklischen Graphen schnell berech-
nen kann: Man multipliziert einfach die Längen der Pfeile mit�1 und berechnet danach
kürzeste Wege.

8.5.3 Alle kürzesten Wege

Wir betrachten nun das Problem, für jedes Paarv und v0 von Knoten einen kürzesten
Weg vonv nachv0 zu berechnen. Dieses Problem läßt sich einfach dadurch lösen, daß
wir einen Algorithmus zum Finden kürzester Wege von einem zu allen anderen Kno-
ten für jeden Knoten anwenden. Für einen Distanzgraphen ergibt sich bei dieser Vorge-
hensweise eine Laufzeit vonO(jVj �(jEj+ jVj logjVj)), für einen beliebigen, bewerteten
Graphen ohne negative Zyklen eine Laufzeit vonO(jEj � jVj2). Daß es auch schneller
geht, wollen wir uns für beliebige, bewertete Graphen ohne negative Zyklen überlegen.
Das Verfahren, das wir hierfür verwenden wollen, hat folgende Grobstruktur:

Algorithmus alle kürzesten Wege in G= (V;E) mit c : E! IR
1: Transformiere G in einen Distanzgraphen G0 so, daß kürzeste

Wege erhalten bleiben;
2: wende Algorithmus kürzeste Wege für jeden Knoten in G0 an
end {alle kürzesten Wege}

Dabei kann der kritische Schritt, die Transformation vonG in einen Distanzgraphen
G0, wie folgt realisiert werden [45]. Zunächst nimmt man einen neuen Knotens zum
Graphen hinzu und verbindets mit je einem Pfeil mit jedem anderen Knoten des Gra-
phen (siehe Abbildung 8.23). Wir wählen der Einfachheit halber Pfeillänge 0 für jeden
dieser Pfeile, obgleich man interessanterweise jeden einzelnen Pfeil beliebig bewerten
könnte.

Damit ist die Länge eines kürzesten Weges vonszu einem beliebigen anderen Knoten
des Graphen stets höchstens 0. Betrachten wir nun einen Pfeil(v;v0) ausG. Einer der
Wege vonsnachv0 führt überv. Weil ein kürzester Wegsp(s;v0) vonsnachv0 nicht län-
ger sein kann als der Umweg überv, gilt offenbarc(sp(s;v0))� c(sp(s;v))+c((v;v0)).
Damit gilt für die durchc0((v;v0)) := c((v;v0))+c(sp(s;v))�c(sp(s;v0)) definierte Län-
gec0 im transformierten Graphen unmittelbarc0((v;v0)) � 0. Der transformierte Graph
ist also ein Distanzgraph. In dem in Abbildung 8.23 gezeigten Beispiel ergibt die Trans-
formation für den Pfeil(v;v0) eine Länge von 4 und für den Pfeil(v00;v0) eine Länge
von 0. Beim Aufsummieren der transformierten Längen entlang eines Weges von ei-
nem Knotenv zu einem Knotenw neutralisieren sich die Längen kürzester Wege vons
zu Zwischenknoten auf dem Weg vonv nachw; lediglich die Längen kürzester Wege
vonsnachv und nachw bleiben übrig. FürjedenWeg p von einem Knotenv zu einem
Knotenw gilt also c0(p) = c(p) + c(sp(s;v))� c(sp(s;w)). Damit bleibt die relative

Literaturverweis [45]
[45] J. Edmonds und R. M. Karp. Theoretical improvements in algorithmic efficiency for network flow problems. J. Assoc. Comput. Mach., 19:248-264, 1972.
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Abbildung 8.23

Ordnung der Längen aller Wege vonv nachw bei der Transformation erhalten. Insbe-
sondere bleibt also ein kürzester Weg inG auch ein kürzester Weg inG0. Algorithmisch
kann die Transformation wie folgt realisiert werden:

Algorithmus transformiere G= (V;E) mit c : E! IR in
G0 = (V 0;E0) mit c0 : E0! IR+

0 :
1: V 0 :=V [fsg;

E0 := E[f(s;v)jv2Vg;
for all v2V do

c((s;v)) := 0;
2: berechne kürzeste Wege in G0 von s zu allen anderen

Knoten v2V und vermerke die Länge jeweils in
v.Entfernung;

3: for all (v;v0) 2 E do
c0((v;v0)) := c((v;v0))+ v.Entfernung�v0.Entfernung

end {transformiere}

Schritt 1 der Transformation kann in LaufzeitO(jVj) bewältigt werden; für Schritt 2
genügt eine Laufzeit vonO(jVj � jEj), wie im vorangehenden Abschnitt gezeigt wurde.
Schritt 3 kann in ZeitO(jEj) erledigt werden, so daß die gesamte Transformation in Zeit
O(jVj � jEj) durchgeführt werden kann. DiejVj-malige Anwendung des Algorithmus
für kürzeste Wege in einem Distanzgraphen mit einer Laufzeit von jeweilsO(jEj+
jVj logjVj) führt zu einer Gesamtlaufzeit des Verfahrens vonO(jVj �(jEj+ jVj logjVj)).
Damit können alle kürzesten Pfade in einem beliebigen, bewerteten Graphen ebenso
schnell berechnet werden wie in einem Distanzgraphen.
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8.6 Minimale spannende Bäume

Ein minimaler spannender Baum(englisch:minimum spanning tree; MST) eines Gra-
phenG ist ein spannender Baum vonG von minimaler Gesamtlänge unter allen span-
nenden Bäumen vonG. Minimale spannende Bäume sind oft dann von Interesse, wenn
es darum geht, aus einer Vielzahl möglicher Kanten diejenigen auszuwählen, die alle
Knoten mit kürzester Gesamtlänge verbinden. So kann man sich etwa vorstellen, daß in
dem in Abbildung 8.24 gezeigten Graphen die Knoten hausinterne Telefonanschlüsse
einer großen Firma repräsentieren und die Kantenlängen Kosten für das Legen einer
entsprechenden Direktleitung sind. Telefongespräche von einer Sprechstelle zur ande-
ren sollen auch über Zwischenstationen, also indirekt, geschaltet werden können.

In der Tat hat die amerikanische Telefonfirma AT&T die Gebühren für hausinterne
Netze von Firmenkunden nach der Länge eines minimalen spannenden Baumes aller
denkbaren Direktleitungen — und nicht nach der Länge der tatsächlich verlegten Lei-
tungen — berechnet. Bei diesem Berechnungsverfahren kann es natürlich vorkommen,
daß durch das Hinzunehmen weiterer Telefonanschlüsse die Gesamtkosten gesenkt wer-
den. Dies ist leicht am Beispiel der Abbildung 8.24 einzusehen: Würde man in dem von
Knotenmenge {2,3,4,5} induzierten Untergraphen Knoten 3 entfernen und dafür Kno-
ten 2 und 4 mit einer Kante der Länge 12, Knoten 2 und 5 mit einer Kante der Länge 7
und Knoten 4 und 5 mit einer Kante der Länge 9 direkt verbinden, so würde die Län-
ge eines minimalen spannenden Baumes von 14 auf 16 wachsen. Das Problem, einen
kürzesten Baum in einem Graphen von Telefondirektleitungen zu finden, der neben
den in der Firma wirklich benötigten Telefonsprechstellen auchoptionaleSprechstel-
len enthält, die nur in das Telefonnetz einbezogen werden sollen, wenn dadurch dessen
Gesamtlänge verkürzt wird, ist ungleich aufwendiger zu lösen als das Problem des Fin-
dens eines minimalen spannenden Baumes; wir werden es in diesem Buch nicht weiter
betrachten.

Zur Berechnung eines minimalen spannenden Baumes in einem zusammenhängen-
den, ungerichteten Graphen wollen wir eingieriges(englisch:greedy) Verfahren ver-
wenden. Bei gierigen Verfahren werden Entscheidungen, die den Rechenprozeß der
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Lösung näher bringen, auf der Basis der vom Rechenprozeß bis dahin gesammelten
Informationen gefällt und nicht mehr revidiert. Im Unterschied zu Verfahren, die Lö-
sungsschritte ausprobieren und gegebenenfalls revidieren müssen, sind gierige Verfah-
ren stets vergleichsweise effizient. Wir wählen das folgende Verfahren:

Algorithmus-Gerüst Minimaler spannender Baum
fliefert zu einem zusammenhängenden, ungerichteten, bewerteten
Graphen G= (V;E) mit c : E! IR einen minimalen spannenden
Baum T0 = (V;E0) von Gg

begin
E0 := /0;
while noch nicht fertigdo

begin
wähle geeignete Kante e2 E;
E0 := E0[feg

end
end {Minimaler spannender Baum}

Es bleibt hier im wesentlichen offen, welches geeignete Kanten sind und wie man sie
wählt. Wir präzisieren das Verfahren alsAuswahlprozeßfür Kanten vonG. Dabei hat
eine Kante stets einen von drei Zuständen: Sie ist entwedergewählt, verworfenoderun-
entschieden. Anfangs ist jede Kante unentschieden. Es soll stets dieAuswahlinvariante
gelten, daß es einen minimalen spannenden Baum vonG gibt, der alle gewählten und
keine verworfenen Kanten enthält. Zu Beginn ist dies natürlich erfüllt, da alle Kanten
unentschieden sind. Am Ende des Verfahrens sollen alle Kanten gewählt oder verwor-
fen sein. Dann gilt mit der Invariante offenbar, daß gerade die gewählten Kanten einen
minimalen spannenden Baum bilden.

Im Laufe der Jahre sind verschiedene effiziente Algorithmen vorgeschlagen worden,
die nach diesem Verfahren operieren und für Kanten gemäß einer von zwei Regeln ent-
scheiden, ob sie gewählt oder verworfen werden. Eine dieser Regeln betrachtet Schnitte
im Graphen. EinSchnitt(englisch:cut) in einem GraphenG= (V;E) ist eine Zerlegung
vonV in SundS= V�S. Eine Kantekreuztden Schnitt, wenn sie mit einem Knoten
ausSund einem ausS inzident ist. Im Beispiel der Abbildung 8.24 istS= f2;4;5g und
S= f1;3;6g ein Schnitt, den alle Kanten außer(1;6) kreuzen. Die folgenden beiden
Regeln dienen der Entscheidung darüber, ob eine unentschiedene Kante gewählt oder
verworfen wird:

Regel1: Wähle eine Kante
Wähle einen Schnitt, den keine gewählte Kante kreuzt.
Wähle eine kürzeste unter den unentschiedenen Kanten, die den Schnitt kreuzen.

Regel2: Verwirf eine Kante
Wähle einen einfachen Zyklus, der keine verworfene Kante enthält.
Verwirf eine längste unter den unentschiedenen Kanten im Zyklus.

Verschiedene effiziente Algorithmen für das Berechnen minimaler spannender Bäu-
me unterscheiden sich nun zum einen in der Reihenfolge, in der diese beiden Regeln
angewandt werden, und zum anderen in der Art, wie ein Schnitt oder ein Zyklus gewählt
wird. Allen gemeinsam sind die folgenden beiden Präzisierungen des Algorithmusge-
rüstsMinimaler spannender Baum:
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Wähle geeignete Kante e2 E :
repeat

wende eine anwendbare Auswahlregel an
until Kante e2 E mit Regel1 gewählt oder es gibt keine unent-

schiedene Kante mehr

und

noch nicht fertig:
es gibt noch unentschiedene Kanten

Jedes so operierende Verfahren ist ein korrektes Verfahren zum Berechnen eines mini-
malen spannenden Baumes. Weil das AlgorithmusgerüstMinimaler spannender Baum
mit den beiden angegebenen Präzisierungen Grundlage aller von uns behandelten Ver-
fahren zum Berechnen minimaler spannender Bäume ist, wollen wir Überlegungen zu
seiner Korrektheit etwas ausführlicher anstellen.

Satz 8.1 Jedes nach dem Algorithmusgerüst Minimaler spannender Baum mit den bei-
den angegebenen Präzisierungen operierende Verfahren wählt oder verwirft jede Kante
eines zusammenhängenden, ungerichteten, bewerteten Graphen und bewahrt die Aus-
wahlinvariante.

Beweis:Wir zeigen zunächst, daß die Auswahlinvariante bewahrt wird. Wir wissen
bereits, daß die Invariante anfangs erfüllt ist, denn jeder zusammenhängende, ungerich-
tete, bewertete Graph besitzt einen minimalen spannenden Baum, und jeder minimale
spannende Baum erfüllt die Invariante. Wir betrachten jetzt den Effekt der Anwendung
jeder der beiden Regeln auf die Invariante.

Betrachten wir zunächstRegel1: Wähle eine Kante.Seie die mit Regel 1 gewählte
Kante und seiT ein minimaler spannender Baum, der die Invariante erfüllt, bevore
gewählt wird.T enthält also alle vor der Wahl vone gewählten und keine der vor der
Wahl vone verworfenen Kanten. Gehört nune zu den Kanten vonT, so wird offen-
sichtlich die Invariante bewahrt. Gehört andererseitse nicht zu den Kanten vonT, so
betrachten wir den in Regel 1 gewählten SchnittS;S(vgl. Abbildung 8.25). Wenigstens
eine Kante des Wegs inT, der die beiden Endknoten vone verbindet, kreuzt diesen
Schnitt; nennen wir eine solche Kantee0. Weil T die Invariante erfüllt, kanne0 nicht
verworfen sein. Weil Regel 1 auf den Schnitt angewandt wurde, kanne0 nicht gewählt
sein. Also iste0 unentschieden und wegen Regel 1 nicht kürzer alse. Dann erhalten wir
ausT durch Entfernen vone0 und Hinzufügen voneeinen BaumT 0 = (T�fe0g)[feg,
der die Invariante nach Anwendung von Regel 1 erfüllt und ein minimaler spannender
Baum ist.

Betrachten wir nunRegel2: Verwirf eine Kante.Seie die durch Regel 2 verworfene
Kante undT ein minimaler spannender Baum, der die Invariante vor der Anwendung
von Regel 2 erfüllt. Fallsenicht zuT gehört, so wird die Invariante bewahrt. Falls aber
e zu T gehört, so wirdT durch das Entfernen vone in zwei Teile geteilt, die einen
Schnitt fürG bilden;e kreuzt diesen Schnitt. Weil Regel 2 angewandt werden konnte,
liegt e in einem einfachen Zyklus, der keine verworfene Kante enthält; dieser Zyklus
enthält wenigstens eine andere Kante, wir nennen siee0, die den Schnitt kreuzt (siehe
Abbildung 8.26). Weile0 nicht zuT gehört, iste0 unentschieden; weil mit Regel 2 Kante
everworfen wird, iste0 nicht länger alse. Dann erhalten wir ausT durch Entfernen vone
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Abbildung 8.25

und Hinzunehmen vone0 einen minimalen spannenden BaumT 0 =(T�feg)[fe0g, der
die Invariante nach Anwendung von Regel 2 erfüllt. Also wird die Auswahlinvariante
im Algorithmus bewahrt.

e0

e

Abbildung 8.26

Wir zeigen, daß keine Kante unentschieden bleibt, indem wir aus der gegenteiligen
Annahme einen Widerspruch herleiten. Nehmen wir also an,e sei eine Kante, die un-
entschieden bleibt. Zu jedem Zeitpunkt im Verlauf der Rechnung bilden die bereits
gewählten Kanten eine Mengegewählter Bäume. Falls beide Endknoten vone im sel-
ben gewählten Baum liegen, ist Regel 2 anwendbar. Es kann also eine Kante verworfen
werden (nicht unbedingte). Falls beide Endknoten vone in verschiedenen gewählten
Bäumen liegen, ist Regel 1 anwendbar. Es kann also eine Kante gewählt werden (nicht
unbedingte). Damit sichert die Existenz einer unentschiedenen Kante die Anwendbar-
keit einer Auswahlregel; mit der Anwendung einer Auswahlregel verringert sich aber
die Anzahl unentschiedener Kanten um 1. Damit kann keine Kante unentschieden blei-
ben. 2
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Betrachten wir nun im Einzelnen einige Algorithmen zur Berechnung eines mini-
malen spannenden Baumes. Wir werden zur Beschreibung der Algorithmen stets nur
angeben, auf welche Weise Kanten gewählt oder verworfen werden.

Der Algorithmus von Boruvka [21]
Dies ist der historisch erste Algorithmus zur Berechnung minimaler spannender Bäu-
me; wir wollen ihn hier nur kurz skizzieren; eine parallelisierte Version hiervon, Sollins
Algorithmus, wird in Kapitel 9 genauer behandelt. Für einen GraphenG = (V;E) ist
am Anfang jeder einzelne Knoten ein gewählter Baum. In einemAuswahlschrittwird
für jeden gewählten Baum eine kürzeste Kante zu einem anderen Baum gewählt. Gibt
es für einen Baum mehr als eine kürzeste Kante zu einem anderen Baum, so wird dieje-
nige gewählt, die mit einem Knoten kleinster Nummer inzidiert. Auf diese Weise wird
vermieden, daß in einem Auswahlschritt durch ungeschickte Entscheidung für eine von
mehreren kürzesten Kanten ein Zyklus entsteht. Die wiederholte Anwendung des Aus-
wahlschritts liefert einen minimalen spannenden Baum. Im Beispiel der Abbildung 8.24
werden im ersten Auswahlschritt die Kanten(1;2);(2;1);(3;5);(4;3);(5;3);(6;1) ge-
wählt, wobei wir die Kanten(1;2) und (3;5) jeweils zweimal aufgeführt haben, weil
sie einmal von Baum 1 bzw. Baum 3 aus und einmal von Baum 2 bzw. Baum 5 aus
gewählt werden. Im zweiten Auswahlschritt wird der minimale spannende Baum durch
Auswahl von Kanten(5;6);(6;5) vervollständigt.

Der Algorithmus von Kruskal [96]
Anfangs ist jeder einzelne Knoten des Graphen ein gewählter Baum. Dann wird auf
jede Kantee in aufsteigender Reihenfolge der Kantenlängen folgenderAuswahlschritt
angewandt: Fallse beide Endknoten im selben gewählten Baum hat, verwirfe, sonst
wählee. Abbildung 8.27 zeigt die gewählten Bäume und die gewählten Kanten für das
Beispiel in Abbildung 8.24.

Bei einer effizienten Implementierung des Verfahrens von Kruskal muß man außer
der Sortierung von Kanten nach ihrer Länge die bereits gewählten Bäume so verwalten,
daß zwei gewählte Bäume zu einem gewählten Baum verbunden werden können, und
daß geprüft werden kann, in welchem Baum der Endknoten einer Kante liegt. Dies
gelingt gerade mit Hilfe einer Union-find-Struktur, wie sie in Kapitel 6 beschrieben ist.
Eine solche Struktur bietet die folgenden Operationen an:
– Find(v) ist der Name des gewählten Baumes, zu dem Knotenv gehört;
– Union(v;w) vereinigt Bäume mit Namenv undw zu einem Baum mit Namenv;
– Make-set(v) kreiert den Baum, dessen einziger Knotenv ist.

Damit kann Kruskals Verfahren im AlgorithmusgerüstMinimaler spannender Baum
wie folgt präzisiert werden:

beginfKruskalg
E0 := /0;
sortiere E nach aufsteigender Länge;
for all v2V do

Make-set(v);
for all (v;w) 2 E, aufsteigend,do

if Find(v) 6= Find(w) then fwähle Kante(v;w)g
begin

Union(Find(v);Find(w));
E0 := E0[f(v;w)g

end
end {Kruskal}

Literaturverweis [21]
[21] O. Boruvka. O jiste'm proble'mu minima'lni'm. Pra'ca Moravske' Pjri'rodovjedecke' Spolejcnosti, 3:37-58, 1926.

Literaturverweis [96]
[96] J. B. Kruskal. On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling salesman problem. In Proc. AMS 7, S. 48-50, 1956.
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Abbildung 8.27

Das Verfahren von Kruskal ist auch schon in Abschnitt 8.6 beschrieben. Dort ist die
Kollektion von Mengen explizit angesprochen, auf die hier nur über die Operationen
der Union-Find-Struktur zugegriffen wird. Überdies ist in Abschnitt 6.2.1 eine Alter-
native zum Sortieren angegeben, das Verwalten der Kanten nach ihrer Länge in einer
Prioritätswarteschlange. Beide Varianten sind asymptotisch gleich effizient. Das Sor-
tieren der Kanten des Graphen kann in ZeitO(jEj logjEj) = O(jEj logjVj) ausgeführt
werden; fürO(jVj) Make-set-, O(jEj) Find- und O(jVj) Union-Operationen benötigt
man nicht mehr alsO(jEjα(jEj; jVj)) = O(jEj logjVj) Schritte. Damit ergibt sich die
gesamte Laufzeit des Verfahrens für einen GraphenG= (V;E) zu O(jEj logjVj). Aber
es geht noch schneller.

Der Algorithmus von Jarník, Prim, Dijkstra [35, 82, 150]
Dieses Verfahren ähnelt Dijkstras Verfahren zur Berechnung kürzester Wege. Zu je-
dem Zeitpunkt bilden die gewählten Kanteneinengewählten Baum. Wir beginnen mit
einem beliebigen Anfangsknotens des Graphen und führen den folgendenAuswahl-
schritt (jVj � 1)-mal aus: Wähle eine Kante mit minimaler Länge, für die genau ein
Endknoten zum gewählten Baum gehört. Zu Beginn besteht der gewählte Baum aus
dem Anfangsknotens; später bilden alle gewählten Kanten und deren inzidente Knoten
den gewählten Baum. Abbildung 8.28 zeigt den Verlauf des Algorithmus, angewandt
auf den Graphen der Abbildung 8.24, beginnend mit Anfangsknoten 1.

Literaturverweis [82]
[82] V. Jarni'k. O jiste'm proble'mu minima'lni'm. Pra'ca Moravske' Pri'rodovjedecke' Spolejcnosti, 6:57-63, 1930.

Literaturverweis [35]
[35] E. W. Dijkstra. A note on two problems in connexion with graphs. Numer. Math., 1:269-271, 1959.

Literaturverweis [150]
[150] R. C. Prim. Shortest connection networks and some generalizations. Bell System Techn. J., 36:1389-1401, 1957.
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Da hierbei nurein Baum wächst, benötigen wir im Unterschied zu Kruskals Algo-
rithmus keine Union-find-Struktur; statt dessen genügt eine Priority Queue. Wie bei
Dijkstras Algorithmus für kürzeste Wege hängt die Effizienz der Implementierung des
Verfahrens ab von der Wahl einer Datenstruktur für die Priority Queue. Die beste Wahl
ist hier der Fibonacci-Heap [60]. Dann unterscheidet sich der Algorithmus für minimale
spannende Bäume von dem für kürzeste Wege nur dadurch, daß anstelle der Entfernung
zum Anfangsknoten für die kürzesten Wege nunmehr die Entfernung zum nächsten
Knoten im gewählten Baum verwaltet werden muß. Dies kann aber auf die gleiche
Weise geschehen wie beim Algorithmus zum Finden kürzester Wege. Damit läßt sich
dieser Algorithmus zum Finden eines minimalen spannenden Baumes für einen zusam-
menhängenden, ungerichteten, bewerteten GraphenG= (V;E) so implementieren, daß
er mit einer Laufzeit vonO(jEj+ jVj logjVj) auskommt. In [60] ist ein noch schneller-
er Algorithmus beschrieben, bei dem mehrere Bäume ein wenig wachsen und dann zu
Superknoten kollabieren; dasselbe Verfahren wird auf den so kondensierten Graphen
angewandt, bis schließlich ein minimaler spannender Baum erreicht ist.

8.7 Flüsse in Netzwerken

Welchen Verkehrsfluß (in Fahrzeugen pro Minute) kann ich höchstens durch eine Stadt
leiten, deren Straßennetz gegeben ist? Welche Wassermenge kann ich durch die Ka-
nalisation höchstens abtransportieren? Solche und andere Flußprobleme in Netzwer-

Literaturverweis [60]
[60] M. L. Fredman und R. E. Tarjan. Fibonacci heaps and their uses in improved network optimization algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 34:596-615, 1987.

Literaturverweis [60]
[60] M. L. Fredman und R. E. Tarjan. Fibonacci heaps and their uses in improved network optimization algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 34:596-615, 1987.
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ken sind in vielen Varianten und Verkleidungen ausgiebig untersucht worden. Obgleich
schon 1962 ein inzwischen klassisches Buch zu diesem Thema [58] erschien, werden
auch heute noch immer wieder neue und bessere Algorithmen für Flußprobleme gefun-
den. Wir betrachten hier das Problem, maximale Flüsse in Netzwerken zu finden, bei
denen Pfeile Verbindungen repräsentieren, durch die Güter fließen können. Dabei hat
jeder Pfeil nur eine beschränkte Kapazität; beispielsweise verträgt ein Straßenstück nur
einen Durchsatz von 10 Fahrzeugen je Minute, oder ein Kanalisationsrohr verkraftet
nicht mehr als 20 Liter pro Sekunde.

Sei im folgendenG = (V;E) ein gerichteter Graph mit einer Kapazitätsfunktion
c : E! IR+ (englisch: capacity) und zwei ausgezeichneten Knoten, einerQuelle qund
einerSenke s. Unser Ziel ist es, einen maximalen Fluß vonq nachs zu ermitteln. Ein
Fluß durch einen Pfeil muß die Kapazitätsbeschränkung dieses Pfeils einhalten; an je-
dem Knoten muß der Fluß erhalten bleiben, also gleichviel hinein- wie herausfließen
(außer an der Quelle und an der Senke). Wir definieren daher einenFlußals eine Funk-
tion f : E ! IR+

0 , wobei gilt:

� Kapazitätsbeschränkung: für alle e2 E ist f (e)� c(e);

� Flußerhaltung: für alle v2V�fq;sg ist
∑(v0;v)2E f ((v0;v)) �∑(v;v00)2E f ((v;v00)) = 0.

Der Einfachheit halber wird oft angenommen, daß kein Pfeil inq mündet und kein
Pfeil s verläßt; wir wollen hier im allgemeinen auf diese Annahme verzichten, aber
unsere Beispiele manchmal so beschränken.

Betrachten wir das in Abbildung 8.29 gezeigte Beispiel. An jedem Pfeile ist dort
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Abbildung 8.29

c(e)= f (e) angegeben. Es fließt also gerade ein Fluß von Knotenq über Knotena, b, d
zu Knotens. DerWert w( f ) eines Flussesf ist die Summe der Flußwerte allerq verlas-
senden Pfeile, alsow( f ) = ∑(q;v)2E f ((q;v))�∑(v0;q)2E f ((v0;q)). In unserem Beispiel
ist w( f ) = 3. Einmaximaler Flußin G ist ein Fluß f in G mit maximalem Wertw( f )
unter allen Flüssen inG. Für das Problem, einen maximalen Fluß in einem gegebenen

Literaturverweis [58]
[58] L. R. Ford Jr. und D. R. Fulkerson. Flows in networks. Princeton University Press, Princeton, N.J., 1962.
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Digraphen zu ermitteln, sind im Laufe der Zeit zahlreiche, verschiedene Algorithmen
vorgeschlagen worden. Wir werden im folgenden einige der wichtigsten vorstellen.

Überlegen wir uns aber zunächst, wie groß ein maximaler Fluß überhaupt sein kann.
Es ist intuitiv plausibel, daß nicht mehr im Netzwerk fließen kann, als aus der Quel-
le herausfließt oder in die Senke hineinfließt. In unserem Beispiel verlassen höch-
stens 12 Einheiten die Quelle, und höchstens 11 fließen in die Senke. Aber nicht
nur Quelle und Senke begrenzen den Wert eines maximalen Flusses, sondern jeder
Schnitt durch den Graphen, derq von s trennt. Ein (q von s trennender) Schnitt ist
eine Zerlegung der KnotenmengeV in zwei TeilmengenQ undS, so daßq zu Q und
s zu S gehört. DieKapazität c(Q;S) eines SchnittesQ;S ist die Summe der Kapazi-
täten von Pfeilen, die vonQ nachS führen, alsoc(Q;S) = ∑v2Q;v02S;(v;v0)2E c((v;v0)).
Ein Schnitt mit kleinster Kapazität unter allen möglichen Schnitten heißtminimaler
Schnitt. In dem in Abbildung 8.29 gezeigten Beispiel ist etwaQ= fq;bg;S= fa;c;d;sg
ein Schnitt; die Kapazitätc(Q;S) dieses Schnitts istc((q;a))+ c((b;c))+ c((b;d)) =
11. Für einen Flußf und einen SchnittQ;S ist der (Netto-) Fluß über den Schnitt
f (Q;S) = ∑v2Q;v02S;(v;v0)2E f ((v;v0))�∑v2Q;v02S;(v0;v)2E f ((v0;v)). In unserem Beispiel
ist also der Flußf (fq;bg;fa;c;d;sg) = f ((q;a))+ f ((b;c))+ f ((b;d))� f ((a;b)) =
3+0+3�3= 3. Daß dies gerade dem Wert des Flussesw( f ) entspricht, ist kein Zufall.

Ganz allgemein gilt für jeden Flußf und jeden SchnittQ;S, daß der Flußf (Q;S) =
w( f ) ist. Dies sieht man wie folgt ein. Nach Definition ist

f (Q;S) = ∑
v2Q;

v02S;

(v;v0)2E

f ((v;v0)) � ∑
v2Q;

v02S;

(v0;v)2E

f ((v0;v)):

Addieren wir zur rechten Seite dieser Gleichung

∑
v2Q;

v02Q;

(v;v0)2E

f ((v;v0)) � ∑
v2Q;

v02Q;

(v;v0)2E

f ((v;v0)) + ∑
v2Q;

v02Q;

(v0;v)2E

f ((v0;v)) � ∑
v2Q;

v02Q;

(v0;v)2E

f ((v0;v));

so können wir die Summanden neu zusammenfassen zu

f (Q;S) = ∑
v2Q;

v02V;

(v;v0)2E

f ((v;v0)) � ∑
v2Q;

v02V;

(v0;v)2E

f ((v0;v)) + ∑
v2Q;

v02Q;

(v0;v)2E

f ((v0;v)) � ∑
v2Q;

v02Q;

(v;v0)2E

f ((v;v0)):

Wegen der Flußerhaltung ergeben die ersten beiden Summanden zusammen gerade
w( f ); die letzten beiden Summanden ergeben 0, und somit ist die Behauptung nach-
gewiesen. Für das in Abbildung 8.29 angegebene Beispiel kann man leicht überprüfen,
daß der Fluß für jeden Schnitt 3 beträgt.

Wegen der Kapazitätsbeschränkung kann man sofort schließen, daß der Fluß über
einen beliebigen Schnitt dessen Kapazität nicht übersteigen kann. Damit ist der Wert
eines maximalen Flusses sicher nicht größer als die Kapazität eines minimalen Schnit-
tes; wir werden noch sehen, daß in der Tat beide Werte gleich sind.
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Maximaler Fluß durch zunehmende Wege

Für das in Abbildung 8.29 gezeigte Beispiel hat der Fluß seinen maximalen Wert offen-
bar noch nicht erreicht. Zwar können wir den Fluß entlang des Wegesq;a;b;d;s nicht
mehr erhöhen, weil Pfeil(b;d) bereits die maximal mögliche Menge transportiert. Aber
es gibt noch andere Wege, bei denen die Kapazitäten nicht voll ausgenutzt sind. So las-
sen sich zum Beispiel entlang des Wegesq;a;c;szwei weitere Einheiten transportieren.
Erhöhen wir außerdem den Fluß auf dem Wegq;b;c;s um 3 Einheiten, so erhalten wir
die in Abbildung 8.30 gezeigte Situation.
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Abbildung 8.30

Jetzt ist auf jedem Weg vonq nachswenigstens ein Pfeilgesättigt, d.h., der Fluß auf
diesem Pfeil entspricht gerade der Kapazität des Pfeils. Trotzdem ist der Wert des Flus-
ses nur 8, obgleich die Kapazität des minimalen Schnittsfq;a;bg;fc;d;sg 10 beträgt.
Der Fluß ist also nicht maximal. Dies haben wir einer unglücklichen Entscheidung im
Knotena zu verdanken: Dort werden drei Flußeinheiten über Knotenb weitergeleitet,
wodurch auf dem Pfeil(a;c) nur noch zwei Einheiten transportiert werden müssen. Im
Knotenb ergibt sich aber ein Engpaß, weil von ihm aus nur sechs Einheiten weiterge-
leitet werden können. Es wäre also besser gewesen, zwei Einheiten vom Knotena über
den Knotenc weiterzuleiten und damit Platz zu schaffen für zwei Einheiten, die vom
Knotenq über den Knotenb geleitet werden könnten. Von Knotenc aus könnten die
zwei Einheiten über Knotend zum Knotensgelangen.

Wir können dieses Abändern von Flüssen in Wegen vonq nachs ausdrücken, wenn
wir nicht nur das Erhöhen eines Flusses entlang eines Pfeiles mit noch freierRestka-
pazität rest(e) = c(e)� f (e) in Betracht ziehen, sondern auch das Verringern eines
Flusses entlang eines Pfeiles, also gewissermaßen das Erhöhen eines Flusses entgegen
der Pfeilrichtung. Einen Flußf (e) kann man natürlich höchstens umf (e) Einheiten
verringern; dann ergibt sich fürf (e) der Wert 0. In unserem Beispiel bedeutet dies ge-
rade, daß wir den Wegq;b;a;c;d;s betrachten und feststellen, daß wir den Fluß durch
Pfeil (q;b) um 4 erhöhen, durch(a;b) um 3 senken, durch(a;c) um 2 erhöhen, durch
(c;d) um 4 erhöhen und durch(d;s) um 3 Einheiten erhöhen können. Also läßt sich der
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Fluß um das Minimum dieser Werte, nämlich 2 erhöhen. Ein solcher Weg ohne Rück-
sicht auf die Pfeilrichtungen (einungerichteterWeg) vonq nachs, auf dem man den
Fluß erhöhen kann, wirdzunehmender Weggenannt. Für jeden Pfeileauf einem zuneh-
menden Weg, der in Pfeilrichtung durchlaufen wird (einVorwärtspfeil), ist f (e)< c(e),
alsorest(e)> 0; für jeden Pfeil, der in Gegenrichtung durchlaufen wird (einRückwärts-
pfeil), gilt f (e)> 0. DerRestgraphzu einem Flußf beschreibt gerade alle Flußvergrö-
ßerungsmöglichkeiten: Er enthält einen Pfeile, wennrest(e)> 0 gilt; er enthält den zu
e entgegengesetzten Pfeil, wennf (e)> 0 gilt.
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Abbildung 8.31

Abbildung 8.31 zeigt den Restgraphen zu dem in Abbildung 8.30 gezeigten Fluß.
Jeder Weg im Restgraphen vonq nachs ist ein zunehmender Weg für den gegebenen
Fluß. In unserem Beispiel ist der einzige zunehmende Weg der einzige einfache Weg
von q nachs im Restgraphen, also der Wegq;b;a;c;d;s. Nach der Flußvergrößerung
um 2 Einheiten auf diesem Weg ergibt sich der in Abbildung 8.32 gezeigte Fluß; im
zugehörigen Restgraphen führt kein Weg mehr vonq nachs. Der Fluß hat den Wert 10,
ist also maximal. Wir haben im Restgraphen nur solche Pfeilee eingezeichnet, für die
rest(e)> 0 gilt, wobeirest(e) genauer wie folgt definiert ist:

rest((v;v0)) =

�
c((v;v0))� f ((v;v0)); falls (v;v0) 2 E
f ((v0;v)) falls (v0;v) 2 E:

Bereits 1956 wurde gezeigt [46, 57], daß ein Flußf genau dann maximal ist, wenn
es für f keinen zunehmenden Weg gibt, und daß genau dann der Wert des Flussesf der
Kapaziät eines minimalen Schnitts entspricht. Dies sieht man wie folgt ein. Wenn es
einen zunehmenden Weg für einen Flußf gibt, dann können wir den Fluß entlang die-
ses Wegs vergrößern. Damit ist klar, daß es für einen maximalen Flußf keinen zuneh-
menden Weg geben kann. Nehmen wir jetzt also an, daß es fürf keinen zunehmenden
Weg gibt. SeiX die Menge aller im Restgraphen vonq aus erreichbaren Knoten, und
sei X = V�X. Weil es für f keinen zunehmenden Weg gibt, gehörtq zu X unds zu
X. Also ist X;X ein Schnitt. Nach Definition gibt es im Restgraphen keinen Pfeil von

Literaturverweis [46]
[46] P. Elias, A. Feinstein und C. E. Shannon. Note on maximum flow through a network. IRE Trans. Inform. Theory, IT-2:117-119, 1956.

Literaturverweis [57]
[57] L. R. Ford Jr. und D. R. Fulkerson. Maximal flow through a network. Canad. J. Math., 8:399-404, 1956.
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Abbildung 8.32

einem Knoten inX zu einem Knoten inX. Also gilt f (e) = c(e) für jeden Pfeile im ge-
gebenen GraphenG, der von einem Knoten inX zu einem Knoten inX führt. Damit ist
w( f ) = c(X;X); der Wert des Flussesf entspricht also der KapazitäteinesSchnitts. Der
Wert eines jeden Flusses, also auchw( f ), ist durch die Kapazitätcmin eines minimalen
Schnitts beschränkt. Wegenw( f ) � cmin undcmin � c(X;X) folgt mit w( f ) = c(X;X)

auchw( f ) = cmin= c(X;X), d.h.,X;X muß ein minimaler Schnitt undf ein maximaler
Fluß sein.

Beliebige zunehmende Wege
Hieraus ergibt sich unmittelbar die in [57] vorgestellte Methode zur Konstruktion eines
maximalen Flusses durch wiederholtes Einbeziehen zunehmender Wege:

Algorithmus Maximaler Fluß durch zunehmende Wege[57]
fberechnet zu einem Digraphen G= (V;E) mit Kapazität c: E! IR+

einen maximalen Fluß f: E! IR+

0 für Gg
begin

1: fInitialisiere mit Nullfluß:g
for all e2 E do

f (e) := 0;
2: fiterierte Flußvergrößerung:g

while es gibt einen zunehmenden Weg pdo
begin

r := minfrest(e)je liegt auf Weg p im Restgrapheng;
erhöhe f entlang p um r

end
end {Maximaler Fluß}

Hierbei ist es sinnvoll, neben der Kapazitätc für jede Kante auch einen aktuellen
Flußwert f zu speichern. Das Erhöhen des Flussesf entlang eines Wegesp um einen
Betragr wird für Vorwärtspfeile durch Erhöhen vonf um r und für Rückwärtspfeile
durch Erniedrigen vonf um r realisiert.

Literaturverweis [57]
[57] L. R. Ford Jr. und D. R. Fulkerson. Maximal flow through a network. Canad. J. Math., 8:399-404, 1956.

Literaturverweis [57]
[57] L. R. Ford Jr. und D. R. Fulkerson. Maximal flow through a network. Canad. J. Math., 8:399-404, 1956.
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Genau genommen arbeitet der vorgestellte Algorithmus aber noch nicht einmal kor-
rekt: Man kann sich überlegen, daß er für irrationale Kapazitäten nicht unbedingt termi-
nieren muß und daß aufeinanderfolgende Flußwerte zwar konvergieren, aber nicht un-
bedingt zum Wert des maximalen Flusses. Beschränken wir jedoch die Kapazitäten auf
ganze (oder rationale) Zahlen, so ist der vorgeschlagene Algorithmus korrekt. Bei ganz-
zahligen Kapazitäten ist auch ein maximaler Fluß ganzzahlig, und bei jedem Durchlauf
der while-Schleife wird der gefundene Fluß wenigstens um 1 erhöht. Ein maximaler
Fluß fmax wird also mit höchstensw( fmax) Durchläufen derwhile-Schleife gefunden.
Damit hängt aber die Laufzeit des Algorithmus nicht nur von der Anzahl der Knoten
und Kanten des gegebenen Graphen ab. Abbildung 8.33 zeigt einen Beispielgraphen
mit vier Knoten und fünf Kanten, bei dem der Algorithmus 2� c1 Durchläufe derwhi-
le-Schleife benötigt, wenn abwechselnd die Wegeq;a;b;sundq;b;a;sals zunehmende
Wege gewählt werden.
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Kürzeste zunehmende Wege
Eine Laufzeitschranke, die lediglich von der Größe des Graphen abhängt, erhält man,
wenn man als zunehmenden Weg immer einen mit möglichst wenigen Pfeilen wählt
[45]. Bestimmt man solche kürzesten zunehmenden Wege für die einzelnen Flußver-
größerungsschritte, so vergrößert sich die Anzahl der Pfeile auf einem kürzesten Weg
von q nachs nach höchstensjEj Schleifendurchläufen wenigstens um 1. Damit ist die
Anzahl der erforderlichen Iterationen beschränkt durch(jVj�1) � jEj. Weil man einen
einzelnen zunehmenden Weg mittels Breitensuche inO(jEj) Schritten finden kann, er-
gibt sich eine Laufzeit von insgesamtO(jVj � jEj2) Schritten für das Berechnen eines
maximalen Flusses. Es geht aber noch schneller.

Literaturverweis [45]
[45] J. Edmonds und R. M. Karp. Theoretical improvements in algorithmic efficiency for network flow problems. J. Assoc. Comput. Mach., 19:248-264, 1972
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Alle kürzesten zunehmenden Wege
Wir betrachten wiederholt Flüsse, die sich nicht entlang eines Weges im gegebenen
Graphen vergrößern lassen. Für den in Abbildung 8.29 gezeigten Graphen ist dies bei
dem in Abbildung 8.30 gezeigten Fluß der Fall. Ein solcher Fluß enthält auf jedem Weg
von q nachs einen gesättigten Pfeil; wir bezeichnen ihn alsblockierenden Fluß. Ab-
bildung 8.34 zeigt einen Fluß für den Graphen aus Abbildung 8.29; Abbildung 8.35
zeigt den dazugehörigen Restgraphen. Zur Bestimmung eines kürzesten zunehmenden
Weges vonq nachs sind nicht alle Pfeile im Restgraphen von Interesse. Vielmehr ge-
nügt es, für jeden vonq aus erreichbaren Knotenv im Restgraphen einen kürzesten Weg
vonq nachv zu kennen.
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Für Knotenv bezeichnen wir die Länge (das ist die Anzahl der Pfeile) eines kürzesten
Weges vonq nachv im Restgraphen alsNiveauvonv.

�

-
�

�
�
�	

�
�
�
�
�
�
�
�	

U

j

O

W W

O
U

j
*

�s

s
s

s s

s
s

a

b

c

d

q s

6

5

1 2 5

4

3

3

3 1

3

4

2

2

Abbildung 8.35



592 8 Graphenalgorithmen

Für einen Flußf ist derNiveaugraphderjenige Teilgraph des Restgraphen, der nur
die vonq aus erreichbaren Knoten enthält und nur solche Pfeile, die auf einem kürzesten
Weg liegen. Ein Pfeil(v;v0) des Restgraphen gehört also genau dann zum Niveaugra-
phen, wennNiveau(v0) = Niveau(v)+1 gilt. Abbildung 8.36 zeigt den Niveaugraphen
zu dem in Abbildung 8.35 gezeigten Fluß.
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Der Niveaugraph enthält jeden kürzesten vergrößernden Weg, aber nicht unbedingt
jeden vergrößernden Weg. Mit einer Breitensuche kann der Niveaugraph in ZeitO(jEj)
konstruiert werden. Damit ergibt sich die folgende Variante des Schritts 2 zur iterierten
Flußvergrößerung im AlgorithmusMaximaler Fluß durch zunehmende Wege:

2: fiterierte Flußvergrößerung nach Dinic[37]:g
while s gehört zum Niveaugraphen für fdo

begin
fb := ein blockierender Fluß im Niveaugraphen für f;
f := f � fb

end

Dabei bezeichnet� das bereits erläuterte Addieren zweier Flüsse unter Berücksich-
tigung der Pfeilrichtung. Für den in Abbildung 8.36 gezeigten Niveaugraphen ist ein
blockierender Fluß der Fluß der Stärke 3 entlang des Wegesq;b;a;c;s. Die Addition
dieses Flusses zu dem in Abbildung 8.34 gezeigten ergibt den in Abbildung 8.37 ge-
zeigten Fluß. Abbildungen 8.38 bis 8.40 setzen das Beispiel bis zu einem maximalen
Fluß und einem Niveaugraphen fort, dersnicht enthält.

Die Anzahl der im Verlauf der Berechnung erforderlichen iterierten Flußvergröße-
rungen ist vergleichsweise gering. Weil bei jeder Flußvergrößerung ein blockierender
Fluß im Niveaugraphen zum aktuellen Fluß hinzugefügt wird, wächst das Niveau der
Senkes bei jeder Iteration wenigstens um 1, soferns von q aus im Niveaugraphen
überhaupt erreichbar bleibt. Bei jeder Iteration werden also gleichzeitig alle kürzesten
Wege zu einer Flußvergrößerung herangezogen. Damit berechnet der Algorithmus mit

Literaturverweis [37]
[37] E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of maximal flow in a network with power estimation. Soviet Math. Dokl., 11:1277-1280, 1970.
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iterierter Flußvergrößerung nach [37] einen maximalen Fluß mit höchstensjVj�1 Ite-
rationen.

In speziellen Fällen kommt dieser Algorithmus sogar mit weniger Iterationen aus.
Man kann sich überlegen [50], daß für ein Netzwerk mit ganzzahligen Kapazitäten, in
dem außer der Quelle und der Senke jeder Knoten genau einen einmündenden Pfeil
mit Kapazität 1 (und beliebig viele ausgehende Pfeile) oder einen ausgehenden Pfeil

mit Kapazität 1 (und beliebig viele einmündende Pfeile) hat, 2

�p
jVj�2

�
Iterationen

genügen. Wir werden dieses spezielle Ergebnis im nächsten Abschnitt zu einer Lauf-
zeitabschätzung einsetzen.

Wir müssen uns jetzt noch überlegen, wie man einen blockierenden Fluß schnell fin-
det. Beim einfachsten Verfahren [37] wählt man einen Weg vonq nachsund erhöht auf
diesem Weg den Fluß so, daß einer der Pfeile gesättigt wird. Dann entfernt man alle
gesättigten Pfeile. Dies wird solange wiederholt, biss nicht mehr vonq aus erreichbar
ist. Sobald dies der Fall ist, ist auf jedem Weg vonq nachs ein Pfeil gesättigt, also ein
blockierender Fluß erreicht.

Das Finden eines Weges vonq nachs kann man als Tiefensuche organisieren. Inspi-
zierte Pfeile, die schließlich nicht zu einem Weg zus gehören, werden gelöscht. Wenn
man einen Pfeil betrachtet hat, so gehört dieser also entweder zu einem Weg vonq nach
s oder er wird gelöscht. Für einen gefundenen Weg, der höchstens ausjVj � 1 Pfei-
len bestehen kann, wird der Wert der Flußvergrößerung als kleinste Restkapazität von
Pfeilen auf diesem Weg ermittelt. Beim Durchführen der Flußvergrößerung müssen al-
le Restkapazitäten von Pfeilen auf dem gefundenen Weg angepaßt und wenigstens ein
Pfeil entfernt werden. Weil bei jeder Flußvergrößerung wenigstens ein Pfeil aus dem
verbleibenden Graphen entfernt wird, entsteht nach höchstensjEj Flußvergrößerungen
ein blockierender Fluß. Da insgesamt höchstens jede Kante einmal gelöscht wird und
jede Flußvergrößerung inO(jVj) Schritten durchgeführt werden kann, findet der Algo-
rithmus von Dinic [37] einen blockierenden Fluß in höchstensO(jVj � jEj) Schritten und
damit einen maximalen Fluß in höchstensO(jVj2 � jEj) Schritten. Im oben erwähnten

Literaturverweis [37]
[37] E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of maximal flow in a network with power estimation. Soviet Math. Dokl., 11:1277-1280, 1970.

Literaturverweis [50]
[50] S. Even und R. E. Tarjan. Network flow and testing graph connectivity. SIAM J. Comput., 4:507-518, 1975.

Literaturverweis [37]
[37] E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of maximal flow in a network with power estimation. Soviet Math. Dokl., 11:1277-1280, 1970.

Literaturverweis
[37] E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of maximal flow in a network with power estimation. Soviet Math. Dokl., 11:1277-1280, 1970.
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Spezialfall [50] findet der Algorithmus von Dinic [37] einen blockierenden Fluß in Zeit
O(jEj) und einen maximalen Fluß in ZeitO(

p
jVj � jEj).

In letzter Zeit sind einige weitere Methoden vorgeschlagen worden, einen blockieren-
den Fluß zu berechnen. Ein Verfahren, bei dem man einen Knoten nach dem anderen
sättigt — und nicht, wie bei Dinic, einen Pfeil nach dem anderen — ist in [85] erstmals
vorgestellt worden. Später wurde diese Methode in [180] vereinfacht. Man kann hierbei
einen Knoten in ZeitO(jVj) sättigen; die Konstruktion eines blockierenden Flusses ko-
stet also nur nochO(jVj2) Schritte, und ein maximaler Fluß kann inO(jVj3) Schritten
ermittelt werden.

Eine andere Realisierung der Grundidee, Knoten zu sättigen, ist in [115] vorgeschla-
gen worden. Hier merkt man sich für jeden Knotenvden maximal zusätzlich noch mög-
lichenDurchsatzdurch Knotenv. So kann man etwa im Beispiel der Abbildung 8.34
den Durchsatz nur für die Knotenc undd erhöhen, weil bei Knotena alle einmünden-
den Pfeile und bei Knotenb alle ausgehenden Pfeile gesättigt sind. Der Durchsatz bei
Knotenc kann um 4 Einheiten erhöht werden, weil sowohl vier zusätzliche Einheiten
vona nachc als auch vonc weg, nachd unds, fließen können, wenn man den Rest des
Netzwerks außer Betracht läßt. Einen blockierenden Fluß findet man dann, indem man
wiederholt über einen Knoten mit kleinstem maximal möglichen zusätzlichen Durch-
satz gerade soviele Einheiten von der Quelleq zur Senkesschickt, wie dieser Durchsatz
angibt. Bei geeigneter Implementierung kommt dieses Verfahren ebenfalls mitO(jVj3)
Schritten aus.

In anderen Verfahren [64, 169] wurde versucht, einen Pfeil nach dem anderen zu sätti-
gen und die Laufzeit des Verfahrens durch Verwendung einer geeigneten Datenstruktur
zu reduzieren. Der schnellste dieser Philosophie folgende Algorithmus [171] verwen-
det eine Datenstruktur für dynamische Bäume. Jeder Baumknoten speichert eine reelle
Zahl, dieKostendes Knotens. Die vorgeschlagene Datenstruktur bietet für eine Menge
knotendisjunkter Bäume die folgenden Operationen an:

– maketree(v) : stellt einen neuen Baum her, dessen einziger Knotenv mit Kosten 0
ist.
– findroot(v) : liefert die Wurzel des Baumes, der Knotenv enthält.
– findcost(v) : liefert den Knotenv0 und seine Kostenc, wobei c das Minimum der
Kosten aller Knoten auf dem Pfad vonv zur Wurzelfindroot(v) ist undv0 auf diesem
Pfad der am nächsten bei der Wurzel liegende Knoten mit Kostenc ist.
– addcost(v;c) : addierec zu den Kosten jedes Knotens auf dem Pfad vonv zur Wurzel
findroot(v).
– link(v;v0) : verbinde die beiden Bäume mit Knotenv undv0 durch einen Pfeil(v0;v).
Hier wird angenommen, daßv die Wurzel des einen Baumes ist, und daßv undv0 nicht
im selben Baum liegen.
– cut(v) : teile den Baum, der Knotenv enthält, durch Entfernen der Kante, diev mit
dem Vater vonv verbindet, in zwei Bäume. Hier wird angenommen, daßv keine Wurzel
ist.

Um einen blockierenden Fluß zu finden, speichert man für jeden Knoten einen in-
zidenten Pfeil, auf dem man möglicherweise den Fluß vergrößern kann. Diese Pfeile
zusammen ergeben im Graphen eine Menge von Bäumen. FürjVj insgesamt verwal-
tete Knoten kann jede der sechs angebotenen dynamischen Baumoperationen in einer
amortisierten Laufzeit vonO(logjVj) ausgeführt werden, wobei sich die Folge der aus-

Literaturverweis [50]
[50] S. Even und R. E. Tarjan. Network flow and testing graph connectivity. SIAM J. Comput., 4:507-518, 1975.

Literaturverweis [37]
[37] E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of maximal flow in a network with power estimation. Soviet Math. Dokl., 11:1277-1280, 1970.

Literaturverweis [85]
[85] A. V. Karzanov. Determining the maximal flow in a network by the method of preflows. Soviet Math. Dokl., 15:434-437, 1974.

Literaturverweis [180]
[180] R. E. Tarjan. Data structures and network algorithms. In SIAM CBMS-NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics 44, Philadelphia, 1983. SIAM.

Literaturverweis [115]
[115] V. M. Malhotra, M. P. Kumar und S. N. Maheshwari. An O(|v|^3) algorithm for finding maximum flows in networks. Information Processing Letters, 7:277- 278, 1978.

Literaturverweis [64]
[64] Z. Galil und A. Naamad. An O(E *V * log(2)V ) algorithm for the maximum flow problem. J. Comput. System Sci., 21:203-217, 1980.

Literaturverweis [169]
[169] Y. Shiloach. An O(n * I * log^2(I)) maximum-flow algorithm. Tech. Report STAN CS-78-802, Computer Science Department, Stanford University, CA, 1978.
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[171] D. D. Sleator und R. E. Tarjan. A data structure for dynamic trees. J. Computer and System Sciences, 26:362-391, 1983.



596 8 Graphenalgorithmen

zuführenden Operationen durch eine Umformulierung von Dinics Algorithmus ergibt.
Mit O(jEj) Baumoperationen kostet das Berechnen eines blockierenden Flusses dann
O(jEj logjVj) Schritte; ein maximaler Fluß kann also in ZeitO(jVj � jEj logjVj) berech-
net werden.

8.8 Zuordnungsprobleme

Zuordnungsprobleme, bei denen es um eine insgesamt bestmögliche Bildung von Paa-
ren von Elementen über einer Grundmenge geht, lassen sich oft günstig durch Graphen
repräsentieren. Die Elemente der Grundmenge sind die Knoten des Graphen und die
Kanten beschreiben alle möglichen Paarbildungen. Repräsentiert beispielsweise jeder
Knoten einen Teilnehmer an einer Gruppenreise und jede Kante die Bereitschaft der bei-
den Teilnehmer, in einem gemeinsamen Doppelzimmer zu übernachten, so kann man
sich fragen, wieviele Zimmer unter dieser Voraussetzung mindestens benötigt werden.
Weil jeder Teilnehmer nur ineinemDoppelzimmer übernachten soll, ist dies im Gra-
phen die Frage nach einer größtmöglichen Teilmenge der Kanten, bei der jeder Knoten
des Graphen mit höchstens einer Kante inzidiert. In dem in Abbildung 8.41 gezeigten
Fall sieht man, daß für die sechs Reiseteilnehmer drei Doppelzimmer genügen.
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Abbildung 8.41

Für einen ungerichteten GraphenG = (V;E) ist eineZuordnung Z(englisch:mat-
ching) eine Teilmenge der Kanten vonG, so daß keine zwei Kanten inZ denselben
Endknoten haben. Die AnzahljZj der Kanten inZ heißtGrößeder Zuordnung. Ein
Knoten ist bezüglich einer ZuordnungZ alleine(englisch:unmatched), wenn er nicht
Endknoten einer Kante inZ ist. Z ist eineperfekte Zuordnung(englisch:perfect mat-
ching), wenn mitZ kein Knoten alleine bleibt. In dem in Abbildung 8.41 gezeigten
Beispiel gibt es gleich mehrere perfekte Zuordnungen, darunter beispielsweise {(Zeus,
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Eva), (Adam, Doof), (Dick, Hera)}. Da es eine perfekte Zuordnung für einen gegebenen
Graphen nicht unbedingt geben muß, interessiert man sich für bestmögliche Zuordnun-
gen. Eine ZuordnungZ für einen GraphenG = (V;E) ist nicht erweiterbar(englisch:
maximal), wenn es keine Kantee2 E gibt, die man noch zuZ hinzunehmen könnte,
für die alsoZ[feg eine Zuordnung fürG bleibt. In unserem Beispiel ist etwa die Zu-
ordnung {(Adam, Eva), (Dick, Doof)} nicht erweiterbar; trotzdem gibt es im Graphen
eine Zuordnung, die mehr Kanten enthält. Eine ZuordnungZ mit maximaler GrößejZj
ist einemaximale Zuordnung(englisch:maximum matching).

Beim Versuch, die Realität etwas genauer zu modellieren, wird man im Beispiel der
Abbildung 8.41 vielleicht feststellen, daß Adam zwar bereit ist, ein Doppelzimmer mit
Zeus, Eva oder Doof zu teilen, daß ihm aber nicht jede dieser Möglichkeiten gleich
lieb ist. Ordnet man nun jeder Kante im Graphen eine Maßzahl für die Zufriedenheit
der beiden Reiseteilnehmer bei einer gemeinsamen Übernachtung zu, so ergibt sich
etwa die in Abbildung 8.42 gezeigte Situation. Hier können wir nach einer Zuordnung
fragen, die die Summe der Zufriedenheiten maximiert. Das ist offenbar die Zuordnung
{(Adam, Eva), (Dick, Doof)}, auch wenn dabei Zeus und Hera alleine bleiben.
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Für einen ungerichteten, bewerteten GraphenG = (V;E) mit Kantenbewertungw :
E ! IR ist dasGewicht(englisch:weight) einer ZuordnungZ die Summe der Gewich-
te der Kanten inZ. Wir interessieren uns hier für einemaximale gewichtete Zuord-
nung(englisch:maximum weight matching), also eine Zuordnung mit maximalem m
Gewicht. Wenn beispielsweise in einer Firma mitk Mitarbeiternm1; : : : ;mk die k Tä-
tigkeiten t1; : : : ; tk auszuführen sind und eine Maßzahlw(mi ; t j ) für die Eignung des
Mitarbeitersmi für Tätigkeitt j bekannt ist, sofern Mitarbeitermi Tätigkeitt j überhaupt
ausführen kann, so kann eine maximale gewichtete Zuordnung von Mitarbeitern und
Tätigkeiten erwünscht sein. Abbildung 8.43 zeigt eine Situation, in der die Zuordnung
f(m1; t1);(m2; t3);(m3; t2);(m4; t5);(m5; t4);(m6; t6)g maximales Gewicht hat.

Wie in diesem Beispiel lassen sich auch in vielen anderen Fällen die Knoten des
Graphen so in zwei Gruppen teilen, daß es nur Kanten zwischen Knoten verschiede-
ner Gruppen gibt. In unserem Beispiel ist es etwa unsinnig, von der Eignung eines
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Mitarbeiters für einen anderen Mitarbeiter oder einer Tätigkeit für eine andere Tätig-
keit zu reden. Das Entsprechende gilt beispielsweise, wenn es um die Zuordnung von
Studienanfängern zu Studienplätzen oder von Männern zu Frauen bei einem Ehean-
bahnungsinstitut geht. Weil man in solchen Situationen eine maximale Zuordnung oder
eine maximale gewichtete Zuordnung schneller und einfacher finden kann, wollen wir
diese separat betrachten. Wir nennen einen GraphenG= (V;E) bipartit (englisch:bi-
partite), wenn sich die KnotenmengeV so in zwei TeilmengenX undY zerlegen läßt
(alsoV = X[Y undX\Y = /0 gilt), daßE � X�Y, also keine Kante zwei Knoten in
X oder zwei Knoten inY verbindet.

8.8.1 Maximale Zuordnungen in bipartiten Graphen

Betrachten wir zunächst bipartite Graphen ohne Gewichtsfunktion. Abbildung 8.44
zeigt einen solchen GraphenG= (X[Y;E) mit X = fx1; : : : ;x6g undY = fy1; : : : ;y6g

sowie eine Zuordnung, ausgedrückt durch dicker gezeichnete Kanten.
Man sieht leicht, daß diese Zuordnung nicht maximal ist: Eine Zuordnung mit mehr

Kanten erhält man beispielsweise, indem man die Paare(x1;y1) und (x3;y2) anstatt
(x1;y2) in die Zuordnung aufnimmt. Um aus einer gegebenen Zuordnung eine maxi-
male Zuordnung zu ermitteln, kann es also nötig sein, eine für die Zuordnung bereits
gewählte Kante wieder aus der Zuordnung zu entfernen. Das Entfernen von Kanten aus
einer bereits gefundenen Zuordnung läßt sich aber nicht auf einzelne Kanten beschrän-
ken. So kann man die in Abbildung 8.44 dargestellte Zuordnung nicht vergrößern, in-
dem man eine einzelne der Kanten(x2;y4) oder(x4;y5) entfernt und danach möglichst
viele Kanten zur Zuordnung hinzunimmt, aber man kann die Zuordnung vergrößern,
wenn man diese beiden Kanten aus der Zuordnung entfernt und statt dessen die Kanten
(x2;y3);(x4;y4) und(x6;y5) in die Zuordnung aufnimmt. Dies erinnert an das Konzept
derzunehmenden Wegebei den im Abschnitt 8.7 vorgestellten Algorithmen zum Finden
maximaler Flüsse.
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Abbildung 8.44

In der Tat kann man das Zuordnungsproblem für bipartite Graphen als Flußproblem
formulieren. Dazu statten wir die Knotenmenge mit zwei zusätzlichen Knoten aus, einer
Quelleq und einer Senkes. Jede Kante(xi ;yj) des GraphenG = (X [Y;E) wird im
GraphenG0 = (X[Y[fq;sg;E0) zu einem Pfeil vonxi nachyj . Außerdem gibt es von
q einen Pfeil zu jedem Knotenxi 2 X und von jedem Knotenyj 2 Y einen Pfeil nach
s. Es ist alsoE0 = E[f(q;x)j x 2 Xg[ f(y;s)j y 2 Yg, wobei die Kanten ausE wie
beschrieben zu Pfeilen werden.

Abbildung 8.45 zeigt den zum GraphenG in Abbildung 8.44 gehörenden Flußgra-
phenG0 und den Fluß für die dort gezeigte Zuordnung. Als Kapazitätsfunktion wählen
wir hierbeic : E0 ! f1g. Man sieht in diesem Beispiel sofort, daß der Ablösung von
(x1;y2) in der dargestellten Zuordnung durch(x1;y1) und(x3;y2) ein zunehmender Weg
vonq nachsentspricht, nämlich der Wegq;x3;y2;x1;y1;s. Jedem Flußf in G0 entspricht
eine ZuordnungZ = f(xi ;yj)j f ((xi ;yj)) = 1g in G, wobeijZj= w( f ) gilt. Ebenso ent-
spricht jede ZuordnungZ in G durch Hinzunahme der Pfeile(q;x) und (y;s) für alle
(x;y) 2 Z einem Flußf in G0, für denjZj = w( f ) gilt. Eine maximale Zuordnung in
G entspricht also einem maximalen Fluß inG0. Somit können wir im bipartiten Gra-
phenG eine maximale Zuordnung berechnen, indem wir inG0 einen maximalen Fluß
bestimmen. Dies ist, wie wir in Abschnitt 8.7 bereits gesehen haben, für Graphen der
speziellen Art vonG0 in Zeit O(

p
jVj � jEj) möglich [37].

Wir können das Konzept zunehmender Wege inG0 in ein entsprechendes Konzept
für G übertragen. Dazu genügt die Feststellung, daß auf einem zunehmenden Weg in
G0 jeder Vorwärtspfeile den aktuellen Flußf (e) = 0 und jeder Rückwärtspfeile0 den
aktuellen Flußf (e0) = 1 transportiert. Einem zunehmenden Wegq;xi ; : : : ;yj ;s in G0

entspricht inG ein Wegxi ; : : : ;yj . Weil dieser Weg inG0 mit einem Vorwärtspfeil be-
ginnt und mit einem Vorwärtspfeil endet und sich Vorwärtspfeile und Rückwärtspfeile
stets abwechseln, ist die Anzahl der Vorwärtspfeile auf diesem Weg um 1 größer als
die Anzahl der Rückwärtspfeile. So enthält im Beispiel der Abbildung 8.45 der Weg
x6;y5;x4;y4;x2;y3 die Vorwärtspfeile(x6;y5);(x4;y4) und (x2;y3) und die Rückwärts-
pfeile (x4;y5) und(x2;y4). Einem solchen Weg inG0 entspricht inG ein Weg, der ab-
wechselnd aus Kanten besteht, die zur Zuordnung gehören bzw. nicht zur Zuordnung

Literaturverweis [37]
[37] E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of maximal flow in a network with power estimation. Soviet Math. Dokl., 11:1277-1280, 1970.
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Abbildung 8.45

gehören. Solche Wege spielen bei Zuordnungen die Rolle, die zunehmende Wege bei
Flüssen spielen.

Für eine gegebene ZuordnungZ nennen wir jede für die Zuordnung verwendete Kan-
tee2Z gebunden; jede Kantee0 2E�Z ist frei. Jeder Knoten, der mit einer gebundenen
Kante inzidiert, ist eingebundener Knoten, jeder andere Knoten istfrei. Ein Weg inG,
dessen Kanten abwechselnd gebunden und frei sind, heißtalternierender Weg. DieLän-
geeines alternierenden Wegs ist die Anzahl der Kanten auf diesem Weg. Natürlich kann
nicht jeder alternierende Weg zur Vergrößerung einer Zuordnung benützt werden. Dies
geht nur dann, wenn die beiden Knoten an den beiden Enden des Wegs frei sind. Ein
alternierender Weg mit zwei freien Knoten an den beiden Enden heißt deshalbvergrö-
ßernd. So sind im Beispiel der Abbildung 8.44 die Wegex6;y5 undx2;y4;x5;y6 zwar al-
ternierend, aber nicht vergrößernd; der alternierende Wegy3;x2;y4;x4;y5;x6 ist dagegen
vergrößernd. Aus einer Zuordnung, die einen vergrößernden Weg besitzt, kann man of-
fensichtlich eine größere Zuordnung gewinnen, indem man entlang des vergrößernden
Weges jede freie Kante zu einer gebundenen und jede gebundene zu einer freien Kante
macht. Im Beispiel der Abbildung 8.44 kann man also die Kanten(x2;y3);(x4;y4) und
(x6;y5) zu gebundenen Kanten und die Kanten(x2;y4) und (x4;y5) zu freien Kanten
machen und somit die Größe der gezeigten Zuordnung um 1 erhöhen. Das Konzept
vergrößernder Wege kann man auch in allgemeinen, also nicht bipartiten, Graphen ein-
setzen.
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8.8.2 Maximale Zuordnungen im allgemeinen Fall

Besitzt eine ZuordnungZ in einem GraphenG = (V;E) einen vergrößernden Weg, so
ist Z nicht von maximaler Größe. In dem in Abbildung 8.41 gezeigten Beispiel besitzt
die Zuordnung {(Adam, Eva), (Dick, Doof)} gleich mehrere vergrößernde Wege, dar-
unter den Weg Zeus, Eva, Adam, Doof, Dick, Hera. Macht man auf diesem Weg alle
gebundenen Kanten zu freien Kanten und alle freien Kanten zu gebundenen Kanten, so
erhält man die vergrößerte Zuordnung {(Zeus, Eva), (Adam, Doof), (Dick, Hera)}. Im
gezeigten Beispiel ist dies sogar eine maximale Zuordnung.

Daß man mit vergrößernden Wegen schließlich auch wirklich eine maximale Zuord-
nung erreicht, zeigt folgende Überlegung. SeiZ eine beliebige Zuordnung undZmaxeine
größte Zuordnung für einen gegebenen Graphen; seik = jZmaxj� jZj der Unterschied
in der Größe beider Zuordnungen. Für den in Abbildung 8.46 gezeigten Graphen ist
beispielsweiseZmax= f(1;2);(3;4);(5;8);(6;7);(9;12);(10;11)g.
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Abbildung 8.46

Für Z = f(4;9);(5;6);(7;8);(10;11)g ergibt sich k = jZmaxj � jZj = 6� 4 = 2.
Betrachten wir nun die symmetrische DifferenzZsym von Zmax und Z, also Zsym=

(Zmax�Z)[ (Z�Zmax). Im gezeigten Beispiel ergibt sichZsym= f(1;2), (3;4), (4;9),
(5;6), (5;8), (6;7), (7;8), (9;12)g. Jeder Knoten des Graphen inzidiert mit höchstens
zwei Kanten inZsym, nämlich höchstens einer vonZ und einer vonZmax. In unserem Bei-
spiel inzidieren gerade die Knoten 4, 5, 6, 7, 8 und 9 mit jeweils zwei Kanten. Der durch
Zsym induzierte Teilgraph vonG kann keinen Zyklus ungerader Länge enthalten, weil
jede Kante des Zyklus ausZmax oder ausZ kommen muß und sich im Zyklus Kanten
von Zmax mit Kanten vonZ abwechseln müssen. Der durchZsym induzierte Teilgraph
kann also nur Zyklen gerader Länge und natürlich Wege beliebiger Länge enthalten.
Auf jedem Weg und in jedem Zyklus müssen die Kanten bezüglichZ alternieren, d.h.
abwechselnd gebunden und frei sein; dasselbe gilt natürlich fürZmax.

Weil Zmaxk Kanten mehr enthält alsZ, und inZsymalle Kanten vonZmax[Z außer den
gemeinsamen Kanten enthalten sind, ist inZsym die Anzahl der ausZmax stammenden
Kanten umk höher als die Anzahl der ausZ stammenden Kanten. In unserem Beispiel
stammen fünf der acht Kanten inZsymausZmax, das sindk= 2 Kanten mehr als ausZ.
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Da jeder Zyklus inZsym genauso viele Kanten ausZmax wie ausZ enthält, müssen auf
Wegen (ohne Zyklen) inZsym k Kanten mehr ausZmax stammen als ausZ. Daher muß
es inZsym wenigstensk Wege geben, die mit einer Kante ausZmax beginnen und mit
einer solchen enden, und auf denen Kanten ausZmax und ausZ alternieren. In unserem
Beispiel gibt es zwei solche Wege, nämlich den Weg 1, 2 und den Weg 3, 4, 9, 12. Weil
Zmax eine Zuordnung ist, können solche Wege keine gemeinsamen Knoten haben. All
diese alternierenden Wege sind also knotendisjunkt und vergrößernd fürZ, weil beide
Endknoten bezüglichZ frei sind. WeilZmaxundZ Zuordnungen sind, ist die Summe der
Längen aller solchen Wege durch die Anzahl der Knoten des Graphen beschränkt. Bei
wenigstensk knotendisjunkten Wegen hat also wenigstens ein solcher Weg höchstens
die LängejVj=k�1.

Wir können also jetzt eine beliebige, aber noch nicht maximale Zuordnung vergrö-
ßern, indem wir vergrößernde Wege finden und die Zuordnung entsprechend anpassen.
Bei bipartiten Graphen kann man für eine gegebene ZuordnungZ einen vergrößernden
Weg finden, indem man mit der Suche bei einem freien Knoten beginnt und entlang
eines bezüglichZ alternierenden Weges fortschreitet. Sobald man wieder bei einem
freien Knoten angekommen ist, ist ein vergrößernder Weg gefunden. Zu einem freien
Startknoten kann man einen entsprechenden alternierenden Baum mit Hilfe einer Brei-
tensuche ermitteln. Abbildung 8.47 zeigt einen alternierenden Breitensuchbaum für die
in Abbildung 8.44 gezeigte Zuordnung und den Startknoteny3 der Breitensuche.

In allgemeinen Graphen kann man mit einer solch einfachen Breitensuche vergrö-
ßernde Wege nicht unbedingt finden. Betrachten wir als Beispiel den in Abbildung 8.46
gezeigten Graphen und die ZuordnungZ = f(6;7);(8;10)g und versuchen wir nun,
vom freien Knoten 2 aus mit Hilfe eines alternierenden Baums einen vergrößernden
Weg zu finden. Wenn wir den alternierenden Baum auf einen Teilgraphen beschränken,
so hat er beispielsweise die in Abbildung 8.48 gezeigte Gestalt. Die Breitensuche sorgt
dafür, daß Knoten 10 besucht wird, bevor die Nachfolger von Knoten 8 im alternieren-
den Baum in Betracht gezogen werden. Wenn jeder Knoten, wie bei der Breitensuche
üblich, nur einmal besucht werden darf, so verhindert das Finden des alternierenden
Weges 2, 6, 7, 10, der nicht mit einem freien Knoten endet, daß der alternierende Weg
2, 6, 7, 8, 10, 11 gefunden wird, obwohl dieser mit einem freien Knoten enden würde.
Die reine Breitensuche ist also hier nicht in der Lage, vergrößernde Wege auch wirklich
zu finden.

Die Ursache des Problems liegt darin, daß ein und derselbe Knoten auf mehreren ver-
schiedenen alternierenden Wegen in gerader und in ungerader Entfernung vom Start-
knoten auftreten kann. So tritt in unserem Beispiel Knoten 10 auf dem alternierenden
Weg 2, 6, 7, 10 in ungerader Entfernung vom Startknoten 2 auf, während er auf dem
alternierenden Weg 2, 6, 7, 8, 10 in gerader Entfernung vom Startknoten auftritt. Man
kann aber nicht einfach in einer Abänderung der reinen Breitensuche das zweimalige
Besuchen eines jeden Knotens erlauben, nämlich je einmal für die gerade und einmal
für die ungerade Entfernung vom Startknoten, denn dann können auch Knotenfolgen
gefunden werden, die keinen vergrößernden Weg beschreiben. Eine entsprechend mo-
difizierte Breitensuche kann für den in Abbildung 8.46 gezeigten Graphen und die Zu-
ordnungZ = f(6;7);(8;10)g für Startknoten 2 die Knotenfolge 2, 6, 7, 8, 10, 7, 6, 5
liefern, obwohl diese Knotenfolge keinen vergrößernden Weg beschreibt.

Man kann sich überlegen, daß das Finden eines vergrößernden Weges von einem
freien Knotenv aus nur dann schwierig ist, wenn es einen alternierenden Wegp von v
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zu einem Knotenv0 in gerader Entfernung vonv gibt, und wenn eine Kantev0 mit einem
anderen Knotenv00 verbindet, der auf dem Wegp ebenfalls in gerader Entfernung von
v liegt (vgl. Abbildung 8.49).

Der Teil des Wegesp von v00 nachv0 heißt zusammen mit der Kante(v0;v00) Blüte;
eine Blüte ist also ein Zyklus ungerader Länge. Knotenv00 heißtBasisder Blüte. Der
Teil des Wegesp vonv nachv00 heißtStielder Blüte.

In dem in Abbildung 8.49 gezeigten Beispiel gibt es sowohl einen alternierenden Weg
von v nachi als auch einen alternierenden Weg vonv nach j. Den ersteren erhält man,
wenn man im Zyklus ungerader Länge im Uhrzeigersinn fortschreitet, den letzteren
erhält man durch Besuchen einiger Knoten des Zyklus entgegen dem Uhrzeigersinn.
Diese beiden Wege kann man finden, wenn man die Blüte auf einen Knoten schrumpfen
läßt, also den Zyklus ungerader Länge in einen Knoten kollabiert. Jede Kante, die vor
dem Schrumpfen mit einem Knoten des Zyklus inzident war, ist nach dem Schrumpfen
mit dem die Blüte repräsentierenden Knoten inzident. Abbildung 8.50 zeigt den Effekt
des Schrumpfens der Blüte für die in Abbildung 8.49 gezeigte Situation.

Wenn ein GraphG0 aus einem GraphenG durch Schrumpfen einer Blüte entsteht,
so gibt es inG0 genau dann einen vergrößernden Weg, wenn es einen solchen inG
gibt [44]. Davon kann man sich wie folgt überzeugen. Schließen wir zunächst aus der
Existenz eines vergrößernden Weges inG0 auf die Existenz eines solchen Weges inG.
Dies ist offensichtlich, wenn ein inG0 betrachteter vergrößernder Weg die Blüte nicht

Literaturverweis [44]
[44] J. Edmonds. Paths, trees, and flowers. Canad. J. Math., 17:449-467, 1965.
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enthält. Enthält dagegen der betrachtete Weg inG0 den Knotenb, der die geschrumpfte
Blüte repräsentiert, so expandieren wirb zur vollen Blüte. Falls der betrachtete Weg nur
einen Knoten der Blüte passiert, bleibt er erhalten, wennb durch diesen Knoten ersetzt
wird (vgl. Abbildung 8.51 (a)). Falls der betrachtete Weg jedoch mehr als einen Knoten
der Blüte passiert, so eignet sich genau einer der beiden möglichen Wege durch einen
Teil der Blüte als Verbindung zwischen den beiden Teilen des zerfallenen Weges (vgl.
Abbildung 8.51 (b)).

Der Schluß auf die Existenz eines vergrößernden Weges inG0 aus der Existenz eines
solchen Weges inG ist schwieriger. Wir führen den Nachweis indirekt, indem wir einen
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Algorithmus angeben, der einen vergrößernden Weg mit Hilfe des Schrumpfens von
Blüten findet.

s s s
b

=) s s s
s
s
s
s

@
@@
�
��

�
��
A
AA

(a)

s s s
b

=) s s s ss
s s
A
AA

-

� �
?

(b)

Abbildung 8.51

Der von Edmonds [44] vorgeschlagene Algorithmus beginnt das Durchlaufen eines
Graphen bei einem freien Knoten und konstruiert dabei einen Wald von Bäumen mit
alternierenden Wegen. Sowie eine Blüte entdeckt ist, wird sie zu einem Knoten ge-
schrumpft. Zum Zwecke des Durchlaufens des Graphen ersetzen wir jede Kante(v;v0)
durch die beiden Pfeile(v;v0) und(v0;v). Jeder Knoten hat stets einen von drei Zustän-
den: Er ist entwederunerreicht, geradeoderungerade. Zu jedem Knotenv merken wir
uns dessen Vorgängerp(v) beim Durchlaufen des Graphen. Für einen gebundenen Kno-
ten v bezeichnetPartner(v) denjenigen Knoten, der mit derselben gebundenen Kante
inzidiert wiev. Dann findet der folgende Algorithmus einen vergrößernden Weg inG0,
wenn es einen solchen inG gibt:

Algorithmus Vergrößernder Weg[44]
fliefert zu einem Digraphen G= (V;E) und einer Zuordnung Z� E
einen vergrößernden Weg in G bezüglich Z, falls es einen solchen

Literaturverweis [44]
[44] J. Edmonds. Paths, trees, and flowers. Canad. J. Math., 17:449-467, 1965.

Literaturverweis [44]
[44] J. Edmonds. Paths, trees, and flowers. Canad. J. Math., 17:449-467, 1965. 
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gibtg
begin

1: fInitialisiere:g
for all v2V, v frei bezüglich Z,do

v.Zustand:= gerade;
for all v2V, v gebunden bezüglich Z,do

v.Zustand:= unerreicht;
2: fSuche vergrößernden Weg:g

repeatfprüfe einen Pfeil:g
wähle einen noch nicht untersuchten Pfeil(v;v0),

für den v.Zustand= gerade ist;
casev0.Zustandof
ungerade: fFall 1g tue nichts;
unerreicht: beginfFall 2g

v0.Zustand:= ungerade;
Partner(v0).Zustand:= gerade;
p(v0) := v;
p(Partner(v0)) := v0;

end;
gerade: if v und v0 sind im selben Baumthen

beginfFall 3g
v00 := nächster gemeinsamer Vorfahr

von v und v0 im Baum;
schrumpfe die Blüte v;v0; : : : ;v00; : : : ;v in

den Knoten v00 und passe dabei p an
end

elsefFall 4g
verbinde v und v0

fdies ergibt vergrößernden Weg zwischen den
Wurzeln der Bäume, die v und v0 enthalteng

until v0:Zustand= gerade und v und v0 sind nicht
im selben BaumfFall 4 ist aufgetreteng

or kein Pfeil(v;v0) mit v.Zustand= gerade ist
noch nicht untersucht

end {Vergrößernder Weg}

Die entscheidenden Aktionen im Algorithmus finden in den mit Fall 2, Fall 3 und
Fall 4 markierten Situationen statt; Fall 1 ist unkritisch (er tritt beispielsweise bei Zy-
klen gerader Länge auf). Im Fall 2 wird ein bisher gefundener alternierender Weg um
eine freie und eine gebundene Kante verlängert. Im Fall 3 wird eine Blüte geschrumpft.
Im Fall 4 müssen zwei bereits gefundene alternierende Wege mit jeweils gerader Kan-
tenzahl durch Hinzunahme einer freien Kante verbunden werden; damit erhält man
einen vergrößernden Weg, und die Ausführung des Algorithmus ist beendet.

Betrachten wir als Beispiel den in Abbildung 8.46 dargestellten Graphen mit der Zu-
ordnungZ = f(6;7);(8;10)g. Abbildung 8.52 zeigt einen Ausschnitt dieses Graphen,
wobei der Zustandgeradefür einen Knoten durch ein Pluszeichen angegeben ist; den
Zustandungeradewerden wir durch ein Minuszeichen angeben. Wählen wir als ersten
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Abbildung 8.52

Pfeil den Pfeil (2,6), so liegt Fall 2 vor, weil Knoten 6 bislang unerreicht ist. Wir setzen
also den Zustand von Knoten 6 aufungerade, den Zustand von Knoten 7, das ist der
Zuordnungspartner von Knoten 6, aufgerade, und merken uns Knoten 2 als Vorgänger
von Knoten 6 und Knoten 6 als Vorgänger von Knoten 7. Die entstehende Situation ist
in Abbildung 8.53 gezeigt.
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Abbildung 8.53

Im Effekt ist also aus einem Weg der Länge 0, nämlich Knoten 2 alleine, durch
Hinzunahme der freien Kante (2,6) und der gebundenen Kante (6,7) ein alternieren-
der Weg der Länge 2 konstruiert worden. Wählen wir beim nächsten Durchlauf der
repeat-Schleife des AlgorithmusVergrößernder Wegden Pfeil (7,10), so liegt wieder
Fall 2 vor, und der Weg 2, 6, 7 wird über Knoten 7 hinaus zu Knoten 10 und Knoten 8
weitergeführt. Abbildung 8.54 zeigt die entstehende Situation.
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Abbildung 8.54

Wählen wir bei der nächsten Iteration den Pfeil (11,10), so liegt Fall 1 vor. Pfeil
(11,10) ist damit untersucht, ohne daß sich an einem Weg etwas geändert hat. Wäh-
len wir bei der nächsten Iteration Pfeil (8,7), so tritt erstmals Fall 3 ein. Knoten 8 und
Knoten 7 befinden sich im Baum mit Wurzel 2. Der nächste gemeinsame Vorfahr von
Knoten 8 und Knoten 7 ist Knoten 7. Wir schrumpfen also die Blüte 8, 7, 10 in den Kno-
ten 7 und bezeichnen diesen Knoten jetzt als 70. Abbildung 8.55 zeigt die entstandene
Situation.
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Abbildung 8.55

Knoten 70 ist im Zustandgerade, weil Knoten 7 vor dem Schrumpfen der Blüte im
Zustandgeradewar. Betrachten wir bei der nächsten Iteration den Pfeil(11;70), so liegt
Fall 4 vor. Knoten 70 befindet sich im Baum mit Wurzel 2, und Knoten 11 bildet einen
eigenen Baum. Jetzt werden die beiden Bäume mit der Kante(11;70) verbunden; es ent-
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steht ein vergrößernder Weg zwischen den beiden Wurzeln der Bäume, also zwischen
Knoten 2 und Knoten 11.

Um einen vergrößernden Weg im ursprünglich gegebenen Graphen zu finden, werden
alle betroffenen Blüten wieder expandiert. Für den expandierten Weg von Knoten 2
nach Knoten 11 gibt es nun zwei Möglichkeiten, die Blüte 8, 7, 10 zu durchlaufen. Die
eine Möglichkeit, nämlich die Kante (7,10) in der Blüte zu wählen, scheidet aus, weil
der entstehende Weg 2, 6, 7, 10, 11 nicht alternierend ist. Ein alternierender Weg von
Knoten 2 nach Knoten 11 ergibt sich, wenn man innerhalb der Blüte den Weg 7, 8, 10
einschlägt. Der entstehende, alternierende Weg 2, 6, 7, 8, 10, 11 ist ein vergrößernder
Weg, weil beide Endknoten frei sind.

In der Literatur sind verschiedene effiziente Implementierungen dieses Algorithmus
von Edmonds vorgeschlagen worden. In [62] ist eine spezielle Struktur zur Verwaltung
disjunkter Mengen für eingeschränkte Fälle vorgestellt worden, die sich zum Verwalten
von Blüten und Teilbäumen im Graphen eignet. Mit dieser Struktur gelingt es, eine
maximale Zuordnung für einen GraphenG= (V;E) in Zeit O(jVj � jEj) zu finden.

Später [125] wurde ein Algorithmus gefunden, der im wesentlichen den Algorith-
mus für eine bipartite Zuordnung um das Schrumpfen von Blüten ergänzt und mit einer
Laufzeit vonO(

p
jVj � jEj) auskommt. Somit ist das Berechnen einer maximalen Zu-

ordnung für einen beliebigen Graphen größenordnungsmäßig nicht teurer als für einen
bipartiten Graphen, ein beachtliches Ergebnis.

8.8.3 Maximale gewichtete Zuordnungen

Das Berechnen maximaler gewichteter Zuordnungen ähnelt dem Berechnen maximaler
Zuordnungen ohne Kantengewichte sehr stark. Außer alternierenden Wegen betrachten
wir hier aber auch alternierende Zyklen, weil auch diese das Gewicht einer Zuordnung
vergrößern können. Das Gewichtw(p) eines alternierenden Weges oder Zyklusp ist
das Gesamtgewicht der freien Kanten inp abzüglich dem Gesamtgewicht der gebun-
denen Kanten inp, alsow(p) = ∑e2p;e62Z w(e)�∑e2p;e2Z w(e). Wir vergrößern eine
ZuordnungZ, indem wir die Anzahl der Kanten inZ um 1 erhöhen. Daß dies stets
durch Berücksichtigung einesZ vergrößernden Wegs mit maximalem Gewicht gesche-
hen kann, zeigt folgende Überlegung. SeiZ eine Zuordnung maximalen Gewichts unter
allen Zuordnungen der GrößejZj, und seip ein vergrößernder Weg fürZ mit maxima-
lem Gewicht. Dann ist das Resultat der VergrößerungvonZ durchp eine Zuordnung mit
maximalem Gewicht unter allen Zuordnungen der GrößejZj+1. Um dies einzusehen,
betrachten wir eine ZuordnungZmax mit maximalem Gewicht unter allen Zuordnungen
der GrößejZj+1. Betrachten wir jetzt die symmetrische DifferenzZsymzwischenZ und
Zmax, alsoZsym= (Z�Zmax)[ (Zmax�Z). Definieren wir nun das Gewicht eines Wegs
oder Zyklus inZsym mit Bezug aufZ, also als Differenz der Gewichte freier Kanten
bezüglichZ und gebundener Kanten bezüglichZ, so hat jeder Zyklus oder Weg gerader
Länge das Gewicht 0. Dies muß gelten, weil sich Kanten ausZmax mit Kanten ausZ
abwechseln und sowohlZmax als auchZ maximales Gewicht haben muß, denn hätteZ
ein vonZmaxverschiedenes Gewicht, so könnte man die Zuordnung mit dem geringeren
Gewicht durch diejenige mit dem größeren Gewicht ersetzen. Weil durch einen vergrö-
ßernden Weg zuZ genau eine Kante hinzukommt, stammt inZsym genau eine Kante

Literaturverweis [62]
[62] H .N. Gabow und R. E. Tarjan. A linear-time algorithm for a special case of disjoint set union. In Proc. 15th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, S. 246-251, 1983. 

Literaturverweis [125]
[125] S. Micali und V. V. Vazirani. An O((sqrt|v| )* |E|) algorithm for finding maximum matching in general graphs. In Proc. 21st Annual Symposium on Foundations of Computer Science, S. 17-27, 1980.
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mehr ausZmax als ausZ. Die Wege inZsymkönnen so zu Paaren zusammengefaßt wer-
den, daß für jedes Paar gleich viele Kanten ausZ und ausZmax kommen, und daß das
Gewicht jedes Paares von Wegen 0 ist, mit Ausnahme eines einzigen Wegs ungerader
Länge. Dieser Weg kann zur Vergrößerung fürZ verwendet werden; er führt zu einer
Zuordnung der GrößejZj+1 mit demselben Gewicht wieZmax.

Die dieser Überlegung entsprechende iterierte Vergrößerung des Gewichts einer Zu-
ordnung verläuft mit abnehmender Zunahme des Gewichts in jedem Iterationsschritt.
Zum Berechnen einer Zuordnung maximalen Gewichts genügt es also, die Iteration
anzuhalten, wenn die Gewichtszunahme negativ würde. Die Überlegungen zu Blüten
gelten wie für maximale Zuordnungen. Wegen der zusätzlichen Berücksichtigung von
Kantengewichten sind die bekannten Algorithmen für maximale gewichtete Zuordnun-
gen aber nicht ganz so effizient. Die schnellsten Implementierungen [61, 104] bzw. [63]
erreichen eine Laufzeit vonO(jVj3) bzw.O(jVj � jEj logjVj).

8.9 Aufgaben

Aufgabe 8.1

a) Geben Sie an, wie der in Abbildung 8.8 dargestellte Graph in einer Adjazenz-
matrix, in Adjazenzlisten und in einer doppelt verketteten Pfeilliste gespeichert
wird.

b) Ignorieren Sie die Pfeilrichtungen dieses Graphen und deuten Sie ihn als unge-
richteten Graphen, so daß also jeder Pfeil als Kante interpretiert wird. Geben Sie
an, wie der so definierte ungerichtete Graph in einer Adjazenzmatrix, in Adja-
zenzlisten und in einer doppelt verketteten Pfeilliste gespeichert wird.

c) Welche Besonderheiten ergeben sich im allgemeinen beim Speichern ungerich-
teter Graphen gegenüber gerichteten Graphen für die drei Speicherungsformen?

Aufgabe 8.2

a) Schreiben Sie ein Pascal-Programm, das es gestattet, eine der drei Speicherungs-
formen zu wählen und einen Graphen einzugeben. Die Eingabe soll interaktiv
durch Angabe von Knoten und Pfeilen bzw. Kanten in beliebiger Reihenfolge
erfolgen können. Außerdem soll es möglich sein, einen auf einer externen Datei
gespeicherten Graphen einzulesen und einen Graphen auf einer externen Datei
zu speichern.

b) Ergänzen Sie das Programm aus Teilaufgabe a) um einige Prozeduren zum Editie-
ren eines Graphen. Es soll mindestens möglich sein, einzelne Knoten und Kanten
bzw. Pfeile hinzuzufügen und zu löschen. Löscht man einen Knoten, so sollen
auch alle inzidenten Kanten bzw. Pfeile gelöscht werden.

Literaturverweis [61]
[61] H. N. Gabow. Implementation of algorithms for maximum matching on nonbipartite graphs. Dissertation, Dept. Electrical Engineering, Stanford Univ., Stanford, CA, 1973.

Literaturverweis [104]
[104] E. L. Lawler. Combinatorial optimization: Networks and matroids. Holt, Rinehart, and Winston, New York, 1976.

Literaturverweis [63]
[63] Z. Galil, S. Micali und H. Gabow. Maximal weighted matching on general graphs. In Proc. 23rd Annual Symposium on Foundations of Computer Science, S. 255-261, 1982.
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c) Ergänzen Sie das Programm aus Teilaufgabe b) um eine graphische Ausga-
bemöglichkeit von Graphen. Weil ein automatisches, schönes Zeichnen von Gra-
phen sehr schwierig ist, sollen Positionen von Knoten (z.B. Koordinaten) mit
dem Graphen abgespeichert und ebenfalls editiert werden können. Kanten bzw.
Pfeile solle als geradlinige Verbindungen der entsprechenden Knoten gezeichnet
werden.

d) Ergänzen Sie das Programm aus Teilaufgabe c) um eine interaktive, graphische
Benutzerschnittstelle. Es soll also nicht nur die Ausgabe graphisch möglich sein,
sondern auch die Eingabe durch den Benutzer. Man sollte wenigstens Knoten und
Kanten bzw. Pfeile graphisch selektieren können (Anklicken), beispielweise um
sie zu löschen oder um Knoten zu verschieben. Folgeeffekte, wie das Löschen der
mit einem gelöschten Knoten inzidenten Kanten oder das Verziehen von Kanten
sollen automatisch graphisch berücksichtigt werden.

Aufgabe 8.3
Geben Sie für jede der drei Speicherungsformen (möglichst sinnvolle) Operationen an,
die bei dieser Speicherungsform zumindest in gewissen Fällen

a) effizienter als bei den beiden anderen

b) weniger effizient als bei den beiden anderen

ausgeführt werden können.

Aufgabe 8.4

a) Berechnen Sie nach dem in Abschnitt 8.1 vorgestellten Algorithmus eine topo-
logische Sortierung des in Abbildung 8.3 dargestellten Digraphen. Wieviele ver-
schiedene topologische Sortierungen gibt es in diesem Beispiel?

b) Modifizieren Sie den Algorithmus zur topologischen Sortierung so, daß er diese
für einen in einer Adjazenzmatrix mit Zusatzinformation über bedeutsame Ein-
träge gespeicherten Digraphen berechnet. Welche Laufzeit hat der modifizierte
Algorithmus?

Aufgabe 8.5

a) In Mehrbenutzer-Betriebssystemen konkurrieren verzahnt ablaufende Prozesse
um Betriebsmittel. Hat beispielsweise ein Prozeßp den Farbdruckerf gerade
belegt, und benötigt ein anderer Prozeßp0 ebenfallsf , so mußp0 warten, bisp
wieder f freigibt. Dies definiert eine binäre Relation:p0 wartet aufp. Wenn in
dieser Relation ein Zyklus auftritt (p0 wartet wegen des Farbdruckers aufp; p
wartet wegen des Lochstreifenlesers aufp0), so ist das Fortsetzen der Prozesse
auf Dauer behindert, die Prozesse sind verklemmt. Es ist dann wünschenswert,
gewisse Prozesse abzubrechen, die gebundenen Betriebsmittel freizugeben und
diese Prozesse später erneut zu starten.

Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der in einer Menge
von Prozessen und Warte-Beziehungen der Prozesse untereinander feststellt, wie
durch Abbrechen einer möglichst kleinen Anzahl von Prozessen alle bestehenden
Verklemmungen aufgelöst werden könen. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus?
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b) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der aus einem gegebenen
Digraphen durch Entfernen einer möglichst kleinen Anzahl von Pfeilen einen
zyklenfreien Digraphen herstellt. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus?

Aufgabe 8.6

a) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen,
zyklenfreien Digraphen die Anzahl der verschiedenen topologischen Sortierun-
gen berechnet. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus?

b) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen
Digraphen die Anzahl der verschiedenen einfachen Zyklen berechnet (für den
Digraphen in Abbildung 8.4 ist diese Anzahl 3). Welche Laufzeit hat Ihr Algo-
rithmus?

Aufgabe 8.7
Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus zur Berechnung der reflexiven,
transitiven Hülle zu einem beliebigen, in Adjazenzlistenrepräsentation gegebenen Di-
graphen. Welche Laufzeit hat dieser Algorithmus, insbesondere für Graphen mit weni-
gen Kanten?

Aufgabe 8.8
Bei einer Meinungsumfrage hat ein Befragter aus einer vorgelegten Liste von Tätigkei-
ten Paare von Tätigkeiten gebildet, wobei er die erste Tätigkeit der zweiten vorzieht;
über manche Tätigkeitspaare hat er keine Aussage gemacht. So äußert er beispielwei-
se, Bier trinken oder fernsehen sei schöner als Holz hacken, Holz hacken schöner als
Schach spielen, und Bier trinken sei schöner als Schach spielen. Auf die zuletzt genann-
te Präferenz hätte der Interviewer allerdings auch (durch Transitivität) selbst schließen
können. Nehmen Sie an, daß der Befragte konsistent geantwortet hat, also keine Tätig-
keit schöner findet als diese selbst (über Transitivität).

a) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der aus der Menge aller
Tätigkeitspaare, die ein Befragter angegeben hat, diejenigen entfernt, auf die man
durch die verbleibenden schließen kann. Geben Sie die Laufzeit Ihres Algorith-
mus in Abhängigkeit von der Anzahl der angegebenen und der übrigbleibenden
Tätigkeitspaare an.

b) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der zur Menge aller
durch einen Befragten angegebenen Tätigkeitspaare all diejenigen Tätigkeitspaa-
re ermittelt, auf die man nicht über Transitivität schließen kann. Geben Sie die
Laufzeit Ihres Algorithmus in Abhängigkeit von der Anzahl der angegebenen und
der Anzahl der zu ermittelnden Tätigkeitspaare an.

c) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der die Menge der Tä-
tigkeiten so in kleinstmögliche Teilmengen zerlegt, daß über Tätigkeiten aus ver-
schiedenen Teilmengen nie eine Präferenzaussage vorliegt. Geben Sie die Lauf-
zeit Ihres Algorithmus in Abhängigkeit von der Anzahl der Tätigkeiten und der
Anzahl der angegebenen Tätigkeitspaare an.
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Aufgabe 8.9
Berechnen Sie den DFBIndex und den DFEIndex eines jeden Knotens sowie die Klas-
sifikation aller Pfeile in Baum-, Vorwärts-, Rückwärts- und Seitwärtspfeile für den Gra-
phen in Abbildung 8.11 und jeden der Startknoten 2, 3, 4 und 5 einer Tiefensuche. In
welchen dieser Fälle kann man die Knoten nach dem allgemeinen Knotenbesuchsalgo-
rithmus auch in einer anderen Reihenfolge besuchen?

Aufgabe 8.10
Ein Graph ist dreifach zusammenhängend, wenn er nach dem Entfernen zweier belie-
biger Knoten samt aller inzidenten Kanten noch zusammenhängend ist.

a) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der prüft, ob ein gegebe-
ner Graph dreifach zusammenhängend ist. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus?

b) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der alle dreifachen Zu-
sammenhangskomponenten eines gegebenen Graphen berechnet.

c) Wenden Sie Ihren Algorithmus auf das in Abbildung 8.12 (a) dargestellte Beispiel
an.

Aufgabe 8.11
Eine Kante in einem zusammenhängenden, ungerichteten Graphen heißtBrücke, wenn
das Entfernen dieser Kante den Graphen in zwei Teile zerfallen läßt.

Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Gra-
phen alle Brücken ermittelt. Wie schnell arbeitet Ihr Algorithmus?

Aufgabe 8.12
In einer Stadt verspricht man sich eine Beschleunigung des Verkehrsflusses, wenn man
aus den bisher in beiden Fahrtrichtungen benutzbaren, oftmals engen Straßen Einbahn-
straßen macht. Danach soll es natürlich noch möglich sein, von jedem Ort an jeden
anderen zu gelangen.

Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Netz
von Straßen, die in beiden Richtungen befahrbar sind, ein solches Einbahnstraßennetz
findet, wann immer dies möglich ist. Zeigen Sie, daß dies genau dann möglich ist, wenn
das gegebene Netz zusammenhängend ist und keine Brücken enthält. (Mehr über dieses
und ähnliche Probleme findet man in [162].)

Aufgabe 8.13
Verfolgen Sie anhand des Beispiels von Abbildung 8.18 Dijkstras Algorithmus zum
Finden aller kürzesten Wege von Knoten 4 aus, wenn die Randknoten in einem
Fibonacci-Heap verwaltet werden.

Aufgabe 8.14
Um eine wichtige, geheime Botschaft vonA nachB zu befördern, werden aus Sicher-
heitsgründen zwei Kuriere losgeschickt, die völlig verschiedene Wege vonA nachB
in einem Netz von Wegen wählen müssen. Diese Wege sollen so gewählt werden, daß
der längere der beiden möglichst kurz ist. Entwerfen Sie einen Algorithmus, der zwei
solche Wege wählt, wenn

Literaturverweis [162]
[162] F. E. Roberts. Graph theory and its applications to problems of society. In SIAM CBMS-NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics 29, Philadelphia, 1978. SIAM.
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a) Wege im Netz in beiden Richtungen benutzbar sind;

b) Wege nur in einer Richtung benutzbar sind.

Aufgabe 8.15
Das Finden eines kürzesten Weges in einem bewerteten, ungerichteten Graphen mit
beliebiger Kantenbewertung scheitert im allgemeinen an der möglichen Existenz ne-
gativer Zyklen; in diesem Fall existiert kein kürzester Weg, weil der negative Zyklus
mehrmals durchlaufen werden kann. Dieses Problem verschwindet, wenn wir nur ein-
fache Wege suchen, also solche Wege, die jeden Knoten höchstens einmal betreten.

Entwerfen Sie für diesen Fall einen möglichst effizienten Algorithmus zum Finden
eines kürzesten Weges zwischen zwei gegebenen Knoten. Welche Laufzeit hat Ihr Al-
gorithmus?

Aufgabe 8.16
Versehen Sie die Pfeile in Abbildung 8.3 mit Werten für die Dauern der entsprechenden
Vorgänge und berechnen Sie mit einem Auswahlverfahren nach Ford die Mindestdauer
des Gesamtprojekts. Wählen Sie dabei Randknoten gemäß einer topologischen Sortie-
rung.

Aufgabe 8.17
In einem Distanzgraphen kann man hoffen, einen kürzesten Weg zwischen zwei gege-
benen Knoten schnell zu finden, wenn man eine Breitensuche wie bei Dijkstras Algo-
rithmus nicht nur bei einem der beiden Knoten startet, sondern gleichzeitig bei beiden.
Präzisieren Sie diese Idee und entwerfen Sie einen entsprechenden Algorithmus. Im-
plementieren Sie Ihren Algorithmus und Dijkstras Algorithmus und experimentieren
Sie.

Aufgabe 8.18
Entwerfen Sie einen Algorithmus zur Berechnung eines kürzesten Weges zwischen
zwei gegebenen Knoten eines Distanzgraphen, der in Matrixform gespeichert ist. Der
Algorithmus soll auf der Matrix operieren. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus? Wel-
chen Effekt hat die Matrixspeicherung auf die Berechnung aller kürzesten Wege im
Graphen?

Aufgabe 8.19
Geben Sie an, wie man Dijkstras Algorithmus zur Berechnung kürzester Wege so mo-
difizieren kann, daß er neben der Länge auch die Anzahl der kürzesten Wege von einem
gegebenen Startknoten zu einem anderen Knoten berechnet.

Aufgabe 8.20
Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der in einem bewerteten, unge-
richteten Graphen einen Weg zwischen zwei gegebenen Knoten findet, bei dem

a) die Länge der längsten Kante möglichst klein ist;

b) die Länge der kürzesten Kante möglichst groß ist.
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Aufgabe 8.21
Verfolgen Sie die Berechnung eines minimalen, spannenden Baums für den in Abbil-
dung 8.18 dargestellten Graphen nach jedem der in Abschnitt 8.6 vorgestellten Verfah-
ren.

Aufgabe 8.22
Entwerfen Sie einen Algorithmus zur Berechnung eines spannenden Baums für einen
gegebenen Distanzgraphen, bei dem

a) die Länge der längsten Kante möglichst klein ist;

b) die Länge des längsten Weges zwischen zwei Knoten — das ist der Durchmesser
des Baumes — möglichst klein ist;

c) der größte Knotengrad möglichst klein ist.

Aufgabe 8.23
Entwerfen sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der in einem gegebenen Di-
stanzgraphen einen Knoten — das Zentrum — findet, dessen größte Entfernung zu
irgendeinem anderen Knoten des Graphen minimal ist. Welche Laufzeit hat Ihr Algo-
rithmus?

Aufgabe 8.24
Legen Sie für jede Kante des in Abbildung 8.46 gezeigten Graphen eine Kapazität und
eine Orientierung fest, so daß sich ein Kapazitätsdigraph mit Quelle 11 und Senke 12
ergibt. Berechnen Sie einen maximalen Fluß von der Quelle zur Senke nach dem Algo-
rithmus

a) Flußvergrößerung durch einzelne kürzeste zunehmende Wege;

b) Flußvergrößerung durch kürzesten Weg im Niveaugraphen.

Aufgabe 8.25
Ändern Sie die zur Berechnung eines maximalen Flusses vorgestellten Algorithmen so,
daß auch Mindestkapazitäten von Pfeilen berücksichtigt werden. Dabei soll der Fluß
entlang eines Pfeiles für jeden Pfeil

a) zwischen der Mindest- und der Maximalkapazität für diesen Pfeil liegen;

b) entweder 0 sein oder zwischen der Mindest- und der Maximalkapazität für diesen
Pfeil liegen.

Aufgabe 8.26
Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der zu einem gegebenen Kapa-
zitätsdigraphen einen Fluß

a) mit möglichst vielen gesättigten Pfeilen;

b) mit mindestens einer Flußeinheit für jeden Pfeil;
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c) mit einem möglichst niedrigen Durchfluß durch den Knoten mit größtem Durch-
fluß bei einem maximalen Fluß

berechnet.

Aufgabe 8.27
Bestimmen Sie für den Graphen in Abbildung 8.18 eine maximale Zuordnung nach der
Methode der vergrößernden Wege; ignorieren Sie die Bewertungen der Kanten.

Aufgabe 8.28
Bestimmen Sie für den Graphen in Abbildung 8.18 eine maximale, gewichtete Zuord-
nung.

Aufgabe 8.29
Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der für einen gegebenen, unge-
richteten Graphen die Anzahl der maximalen Zuordnungen ermittelt.

Aufgabe 8.30
Bestimmen Sie eine möglichst scharfe obere Schranke für die Anzahl der freien Knoten
bezüglich einer maximalen Zuordnung in einem beliebigen, ungerichteten Graphen.

Aufgabe 8.31
Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der eine gegebene Zuordnung
in einem ungerichteten Graphen maximal erweitert. Gesucht ist dabei eine Zuordnung,
in der alle als gebunden gegebenen Kanten gebunden sind, und die maximal ist unter
allen solchen Zuordnungen.

Aufgabe 8.32

a) Wir verallgemeinern den Begriff der Zuordnung so, daß ein gebundener Knoten
zu mehr als einer gebundenen Kante gehören darf. Entwerfen Sie einen mög-
lichst effizienten Algorithmus, der für einen gegebenen, ungerichteten Graphen
eine möglichst kleine Menge gebundener Kanten berechnet, so daß alle Knoten
gebunden sind.

b) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der eine kleinstmögliche
Menge von Knoten eines gegebenen, ungerichteten Graphen wählt, so daß jede
Kante mit wenigstens einem Knoten inzidiert.

c) Entwerfen Sie einen möglichst effizienten Algorithmus, der eine größtmögliche
Menge von Knoten eines gegebenen Graphen wählt, so daß jede Kante mit höch-
stens einem Knoten inzidiert.

Wie vereinfachen sich diese Probleme, wenn wir nur bipartite Graphen als Eingabe
zulassen?
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