Kapitel 7

Geometrische Algorithmen

7.1 Einleitung

Die Geometrie ist eines der altesten Gebiete der Mathematik, dessen Wurzeln bis
die Antike zuriickreichen. Algorithmische Aspekte und die Losung geometrischer Prc
bleme mit Hilfe von Computern haben aber erst in jingster Zeit verstarktes Interes
gefunden. Der Grund dafir liegt sicherlich in gewandelten Anforderungen durch net
Anwendungen, die von der Bildverarbeitung, Computer-Graphik, Geographie, Kartc
graphie usw. bis hin zum physischen Entwurf hochstintegrierter Schaltkreise reichen

Soistin den letzten Jahren ein neues Forschungsgebiet entstanden, das unter dem
men “Algorithmische Geometrie” (Computational Geometry) inzwischen einen feste
Platz innerhalb des Gebiets “Algorithmen und Datenstrukturen” einnimmt. Der Nam
“Algorithmische Geometrie” geht zurlick auf eine im Jahre 1978 erschienene Dissert
tion von M. Shamos, vg:!G]. Im CAD-Bereich und in der Computer-Graphik wurde
der Begriff allerdings sc ruher mit etwas anderer Bedeutung verwendet, vgl. hier:

lit der Dissertation von Shamos ist eine wahre Flut von Arbeiten in diesem Gebi
erschienen. Es ist daher vollig unméglich, die Hunderte von inzwischen untersuchte
Problemen und erzielten Einzellésungen auch nur annahernd vollstandig und syster
tisch darzustellen. Um eine bessere, vollstandige Ubersicht iiber das Gebiet zu ert
ten, sollte der Leser die Bibliograph$3] mit uber 600 Elrjtﬁen die Ubersichtsarbe

[ , die Monographie Jund di uch 2]u 83] konsultieren.
werden uns in di Kapitel auf d| er weniger, aber durch
aus grundlegender Probleme, Datenstrukturen und Algorithmen beschranken. Im A
schnitt 7.2 stellen wir das Scan-line-Prinzip vor, das sich als Mittel zur LOsunc
zahlreicher geometrischer Probleme inzwischen bewahrt hat. Wie das Divide-an
conquer-Prinzip zur Losung geometrischer Probleme eingesetzt werden kann, zeigt /
schnitt 7.3. Zur Speicherung und Manipulation von Daten mit einer raumlichen Kom
ponente reichen die bekannten, zur Speicherung von Mengen ganzzahliger Schlis
geeigneten Strukturen nicht aus. In Abschnitt 7.4 stellen wir einige Strukturen vo
die daflr in Frage kommen, und zwar Segment-, Intervall-, Bereichs- und Prioritét:
Suchbaume. In den Abschnitten 7.2, 7.3 und 7.4 haben wir es in der Regel mit Meng
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iso-orientierter Objekte in der Ebene zu tun, d.h. mit Mengen von Objekten, die z
rechtwinklig gewéhlten Koordinaten ausgerichtet sind. Beispiele sind Mengen horizo
taler und vertikaler Liniensegmente in der Ebene oder Mengen von Rechtecken r
zueinander parallelen Seiten.

In Abschnitt 7.5 zeigen wir, wie Algorithmen, die fiir Mengen iso-orientierter Ob-
jekte entwickelt wurden, tbertragen werden kénnen auf Mengen beliebig orientiert
Objekte. Das Verfahren ist auf solche Algorithmen anwendbar, die sich auf sogenani
“Skelettstrukturen” stiitzen, wie sie in Abschnitt 7.4 beschrieben werden. Die vielfél
tige Verwendbarkeit dieser Strukturen wird auch im Abschnitt 7.6 belegt. Dort wer
den ein Spezialfall eines Standardproblems aus der Computergraphik, das Hidden-li
Eliminationsproblem, und ein allgemeines Suchproblem behandelt. Eine insbesond
zur Lésung von geometrischen Nachbarschaftsanfragen nitzliche Struktur, das so
nannte Voronoi-Diagramm, wird im Abschnitt 7.7 behandelt.

7.2 Das Scan-line-Prinzip

Geometrische Probleme treten in vielen Anwendungsbereichen auf. Wir wollen uns j
doch darauf beschranken, nur einen Anwendungsbereich exemplarisch etwas gen:
zu betrachten und geometrische Probleme diskutieren, die beim Entwurf héchstin
grierter Schaltungen auftreten. Man kann den Entwurfsprozel3 ganz grob in zwei Pha:
einteilen, in die funktionelle und die physikalische Entwurfsphase. Ziel der zweiten En
wurfsphase ist schlieBlich die Herstellung der Fertigungsunterlagen (Masken) fir ¢
Chipproduktion. Vom Standpunkt der algorithmischen Geometrie aus betrachtet ge
es hier darum, eine enorm grof3e Anzahl von Rechtecken auf die verschiedenen Sch
ten (Diffusions-, Polysilikon-, Metall- usw. Schicht) so zu verteilen, daR3 die von ihner
reprasentierten Transistoren, Widersténde, Leitungen usw. die gewlinschten Schaltfu
tionen realisieren. Dabei sind zahlreiche Probleme zu l6sen, die inharent geometrisc
Natur sind. Beispiele sind:
Das Uberpriifen der geometrischen Entwurfsregdisign-rule checkinjg Hier wird
das Einhalten von durch die jeweilige Technologie vorgegebenen geometrischen E
dingungen, wie minimale Abstande, maximale Uberlappungen usw., tiberpriift.
Schaltelement-Extraktiorfigature extractioji Hier werden aus der geometrischen Er-
scheinungsform elektrische Schaltelemente und ihre Verbindungen untereinander
trahiert.
Plazierung und Verdrahtung: Die Schaltelemente miissen mdglichst platzsparend un
angeordnetwerden, daf3 die notwendigen (elektrischen) Verbindungen leicht herstelll
sind. Fur diese beim VLSI-Design auftretenden geometrischen Probleme ist charak
ristisch, daf3 die dabei vorkommenden geometrischen Objekte einfach sind, aber
Anzahl der zu verarbeitenden Daten sehr grof3 ist. Typisch ist eine Anzahl von 5
10 Millionen iso-orientierter Rechtecke in der Ebene.

In der algorithmischen Geometrie hat man den iso-orientierten Fall besonders inte
siv studiert, vgl. hierzu die Ubersicht von WO(&JS]. Das ist der Fall, in dem alle
auftretenden Liniensegmente (also z.B. Rech eiten) und Linien parallel zu eir
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der Koordinatenachsen verlaufen. Eine der leistungsfahigsten Techniken zur Losu
geometrischer Probleme, das sogenar8tan-line-Prinziplait sich in diesem Fall
besonders einfach erklaren und fuhrt nicht selten zu optimalen Problemlésungen. V
erklaren dieses Prinzip jetzt genauer (vgl. au!ﬂlBO]).

Gegeben sei eine Menge von achsenparal Objekten in der Ebene, z.B. eine M
ge vertikaler und horizontaler Liniensegmente, eine Menge iso-orientierter Rechtec
oder eine Menge iso-orientierter, rechteckiger, einfacher Polygone. Die Idee ist nu
eine vertikale Linie (die sogenannBzan-ling von links nach rechts (oder alternativ:
eine horizontale Linie von oben nach unten) Uber die gegebene Menge zu schwenk
um ein die Menge betreffendes statisches, zweidimensionales geometrisches Prob
in eine dynamische Folge eindimensionaler Probleme zu zerlegen. Die Scan-line teilt
jedem Zeitpunkt die gegebene Menge von Objekten in drei disjunkte Teilmengen: d
totenObjekte, die bereits vollstdndig von der Scan-line tiberstrichen wurden, die gera
aktivenObjekte, die gegenwartig von der Scan-line geschnitten werden und die noc
inaktiven(oder: schlafendenObjekte, die erst kunftig von der Scan-line geschnitten
werden. Die Scan-line definiert eine lokale Ordnung auf der Menge der jeweils aktive
Objekte; sie mul} gegebenenfalls den sich andernden lokalen Verhaltnissen angey
werden und kann fir problemspezifische Aufgaben konsultiert werden. Wahrend m:
die Scan-line Uber die Eingabeszene hinwegschwenkt, halt man eine dynamische,
zeitlich veranderliche, problemspezifisctiertikalstruktur Laufrecht, in der man sich
alle fiir das jeweils zu I6sende Problem bendétigten Daten merkt. Eine wichtige Beol
achtung ist nun, daf? man an Stelle eines kontinuierlichen Schwenks (englisch: swe
die Scan-line in diskreten Schritten Gber die gegebene Szene fihren kagh digei
aufsteigend sortierte Menge alleiWerte von Objekten. D.h.: Im Falle einer Menge
von horizontalen Liniensegmenten @tdie Menge der linken und rechten Endpunkte,
im Falle einer Menge von Rechtecken@tdie Menge aller linken und rechten Recht-
eckseiten, usw. Ganz allgemein wi@lgerade so gewahlt, daR sich zwischen je zwei
aufeinderfolgenden Punkten @ weder die Zusammensetzung der Menge der gera-
de aktiven Objekte noch deren relative Anordnung (l&ngs der Scan-line) &ndern. Da
genlgt esQ als Menge deHaltepunkteder Scan-line zu nehmen. Statt eines kontinu-
ierlichen Schwenks “springt” man mit der Scan-line von Haltepunkt zu Haltepunkt ir
aufsteigendex-Reihenfolge.

Ein vom jeweils zu I6senden Problem unabhéangiger algorithmischer Rahmen fir d
Scan-line-Prinzip sieht also wie folgt aus:

Algorithmus Scan-line-Prinzip
{liefert zu einer Menge iso-orientierter Objekte problemabhéngige
Antwortenr}
Q:= objekt- und problemabhéngige Folge von Haltepunkten in
aufsteigender x-Reihenfolge
L:= ©; {angeordnete Menge der jeweils aktiven Objékte
while Q nicht leerdo
begin
wahle nachsten Haltepunkt aus Q und entferne ihn gus Q
updat€L) und gib(problemabhangigeTeilantwort aus
end
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Wir wollen das durch diesen Rahmen formulierte Scan-line-Prinzip jetzt auf drei kor
krete Probleme anwenden.

7.2.1 Sichtbarkeitsproblem

Als einfachstes Beispiel fur die Anwendung des Scan-line-Prinzips bringen wir die L¢
sung eines bei der Kompaktierung héchstintegrierter Schaltkreise auftretSraten

barkeitsproblemsZur Kompaktierung iny-Richtung missen Abstandsbedingungen
zwischen relevanten Paaren von (Schalt-) Elementen eingehalten werden. Dazu m
sen die relevanten Paare zunachst einmal bestimmt werden. Hierzu gentgt es, die
teiligten Elemente durch horizontale Liniens&ﬁente darzustellen und die Menge al

Paare zu bestimmen, die sich sehen kdnnen [ 108]). Genauer: Zwei Liniens
mentesunds' in einer gegebenen Menge hori iniensegmente sind gegenseil
sichtbar, wenn es eine vertikale Gerade gibt, slilnd ', aber kein weiteres Linien-
segment der Menge zwischemnds' schneidet. Wir betrachten ein Beispiel mit finf
LiniensegmenteA, B, C, D, E

A

Die Menge der gegenseitig sichtbaren Paare besteht genau aus den (ungeordneten)
ren(A,B), (A,D), (B,D), (C,D).

Naturlich kénnte man samtliche gegenseitig sichtbaren Paare in einer Menge v
N Liniensegmenten dadurch bestimmen, dafl manNyli— 1) /2 Paare von Linien-
segmenten betrachtet und fiir jedes Paar feststellt, ob es gegenseitig sichtbar ist ¢
nicht. DiesesiaiveVerfahren benétigt wenigste@ N?) Schritte. Es ist allerdings kei-
neswegs offensichtlich, wie man fiir ein Paar von Segmenten schnell feststellt, ob
gegenseitig sichtbar ist oder nicht.

Andererseits kann es aber nur hdchstens linear viele gegenseitig sichtbare Paare
ben. Denn die Relation “ist gegenseitig sichtbar” &Rt sich unmittelbar als ein planar
Graph auffassen: Die Knoten des Graphen sind die gegebenen Liniensegmente; z
Liniensegmente sind durch eine Kante miteinander verbunden genau dann, wenn
gegenseitig sichtbar sind. Da ein planarer GraphNritnoten aber hdchstendN3- 6
Kanten haben kann, folgt, dal? es auch nur héchstens ebensoviele Paare gegens
sichtbarer Liniensegmente gibt.

Die Anwendung des Scan-line-Prinzips auf das Sichtbarkeitsproblem liefert folgel
den Algorithmus:
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Algorithmus Sichtbarkeit
{liefert zu einer Menge S {si,...,sv} horizontaler Liniensegmente
in der Ebene die Menge aller Paare von gegenseitig sichtbaren
Elementenin $
Q:= Folge der2N Anfangs- und Endpunkte von Elementenin Sin
aufsteigender x-Reihenfolge
L:= ©0; {Menge der jeweils aktiven Liniensegmente in
aufsteigender y-Reihenfolge
while Q ist nicht leerdo
begin
p := nachsterHalte)-Punkt von Q
if pistlinker Endpunkt eines Segments s
then
begin
fligesinL ein
bestimme die Nachbarhend ¢ von s in L und gib
(s,9) und(s,s’) als Paare sichtbarer Elemente aus
end
else{p ist rechter Endpunkt eines Segmerjts s
begin
bestimme die Nachbarhisnd ¢ vonsinL;
entferne s aus;L
gib (s,9") als Paar sichtbarer Elemente aus
end
end {while}

Um die Formulierung des Algorithmus nicht unnétig zu komplizieren, haben wir still-
schweigend einige Annahmen gemacht, die keine prinzipielle Bedeutung haben, d
insbesondere die asymptotische Effizienz des Verfahrens nicht beeinflussen. Wir ne
men an, dalR samtlicheWerte von Anfangs- und Endpunkten samtlicher Linienseg-
mente paarweise verschieden sind. Die MeQgier Haltepunkte besteht also aus 2
verschiedenen Elementen. Wir setzen ferner voraus, daf3 die Bestimmung der Nachb
eines Liniensegments in der nach aufsteigend@ferten geordneten Vertikalstruktur
die Existenzprifung einschlie3t. Wenn also beispielsweise ein Segrkeimten obe-
ren, wohl aber einen unteren Nachbdfrhat, wird nach dem Einfligen vanin L nur
das Paafs,s’) ausgegeben. Bei der Implementation des Verfahrens fir die Praxis mu
man natirlich all diese Sonderfalle betrachten.

Abbildung 7.1 zeigt ein Beispiel fur das Verfahren.

Die Mengel kann man als eine geordnete Menge von Punkten 8deliisselmuf-
fassen, auf der die OperationEinfligeneines Elementeg&ntferneneines Elementes
und Bestimmen von Nachbarn, d.h. désrgangersund desNachfolgerseines Ele-
mentes ausgefihrt werden. Implementiert rhaals balancierten Suchbaum, so kann
man jede dieser Operationen @(logn) Schritten ausfiihren, wenm die maximale
Anzahl der Elemente ih ist. Natirlich kann diese Anzahl niemals gré3er sein als die
GesamtzahN der gegebenen horizontalen Liniensegmente. Fur Entwurfsdaten (VLSI
Masken) als gegebener Menge von Liniensegmenten kann man erwarten, daf3 jew
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héchsten©(v/N) Objekte gerade aktiv sind. Dann benétigt man zur Speicherung vo
L nurO(v/N) Platz. An jedem Haltepunkt miissen maximal vier der oben angegeben:
Operationen ausgefiihrt werden; jede Operation ben6tigt hdchster@(lgiN). Ins-
gesamt ergibt sich damit, daf3 man alle hchstéhs 8 Paare gegenseitig sichtbarer Li-
niensegmente in einer Menge vbihorizontalen Liniensegmenten in Z€{NIlogN)

und PlatzO(N) bestimmen kann, wenn man das Scan-line-Prinzip benutzt. Das ist 0
fensichtlich besser als das naive Verfahren.

A =
I D
B | I
—
C !
11 F
|

Haltepunkte (in
aufsteigender
x—Reihenfolge)

=
GAAAAAA L am jeweiligen
G B BBBB Haltepunkt (in
GCCCE aufsteigender
G E E y—Reihenfolge)

G

Ausgabe:  (A,G),(AB), (B,G),(B,C), (C,G),(C,E), (E,G),(B,E)

Abbildung 7.1

Wir haben bei der Analyse des Scan-line-Verfahrens zur Losung des Sichtbarkei
problems fiir eine Menge voN Liniensegmenten stillschweigend angenommen, daf
die Menge der Anfangs- und Endpunkte der Liniensegmente bereits in aufsteigent
Reihenfolge etwa als Elemente des Arr&ysorliegt. Denn wir haben den Aufwand
fur das Sortieren nicht mitgezahlt. Weil der fur das Sortieren notwendige Aufwand vo
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der GrolRenordnun®(NlogN) ist, hatte die Bertcksichtigung dieses Aufwands am
Ergebnis nattrlich nichts verandert. Allerdings legt die stillschweigende Annahme fo
gende Frage nahe: Gibt es ein Verfahren zur Bestimmung aller hdchsteng Baare
von gegenseitig sichtbaren Liniensegmenten in einer Mengdé\vbimiensegmenten,
das in ZeitO(N) ausfuhrbar ist, wenn man annimmt, daf3 die Anfangs- und Endpunkt
der Liniensegmente bereits aufsteigend sortiert gegeben sind? Mit Ausnahme einig
Spezialfalle ist diese Frage bis heute offen, 163].

Als nachstes Beispiel fur die Anwendung Scan-line-Prinzips behandeln wir d
geometrische Grundaufgabe der Bestimmung aller Paare von sich schneidenden
niensegmenten in der Ebene. Zunéchst behandeln wir den iso-orientierten Fall dies
Problems und dann den allgemeinen Fall.

7.2.2 Das Schnittproblem flr iso-orientierte Linienseg
mente

Gegeben sei eine Menge von insgesahvertikalen und horizontalen Liniensegmen-
ten in der Ebene. Gesucht sind alle Paare von sich schneidenden Segmenten. Die
Problem nennen wir das rechteckige Segment-Schnitt-Problem, kurz RSS-Problem.

Naturlich kénnen wir das RSS-Problem mit der naiven “brute-force”-Methode in
O(N?) Schritten l6sen, indem wir samtliche Paare von Liniensegmenten daraufhin tibe
prufen, ob sie einen Schnittpunkt haben. Es ist nicht schwer, Beispiele zu finden, fiir d
es kein wesentlich besseres Verfahren gibt. Man betrachte etwa die Meniy¢ 2 bio-
rizontalen undN/2 vertikalen Liniensegmenten in Abbildung 7.2.

N/2

N/2

Abbildung 7.2

Hier gibt esN?/4 Paare sich schneidender Segmente. Andererseits gibt es aber at
viele Falle, in denen die Anzahl der Schnittpunkte klein ist und nicht quadratisch mit de
Anzahl der gegebenen Segmente wachst. VLSI-Masken-Daten sind ein wichtiges B
spiel fur diesen Fall. Deshalb ist man an Algorithmen interessiert, die in einem solche
Fall besser sind als das naive Verfahren. Wir zeigen jetzt, dal3 das Scan-line-Prinzip t
ein solches Verfahren liefert.
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Zur Vereinfachung der Darstellung des Verfahrens nehmen wir an, daf3 alle Anfang
und Endpunkte horizontaler Segmente und alle vertikalen Segmente paarweise \
schiedene-Koordinaten haben. Insbesondere kdnnen sich Segmente also nicht tib
lappen und Schnittpunkte kann es hdchstens zwischen horizontalen und vertikalen S
menten geben. Die Anwendbarkeit des Scan-line-Prinzips ergibt sich nun unmittelb
aus folgender Beobachtung: Merkt man sich beim Schwenken der Scan-line in der Vi
tikalstrukturL stets die gerade aktiven horizontalen Segmente und trifft man mit de
Scan-line auf ein vertikales Segmenso kanrs héchstens Schnittpunkte mit den ge-
rade aktiven horizontalen Segmenten haben. Damit erhalten wir:

Algorithmus zur Lésung des RSS-Problems

{liefert zu einer Menge S {s1,...,sv} von horizontalen und vertika-
len Liniensegmenten in der Ebene die Menge aller Paare von sich
schneidenden Segmenten in S

Q:= Menge der x-Koordinaten der Anfangs- und Endpunkte horizon-
taler Segmente und von vertikalen Segmenten in aufsteigender
x-Reihenfolge

L:= 0; {Menge der jeweils aktiven horizontalen Segmente in aufstei-

gender y-Reihenfolge

while Q nicht leerdo

begin
p := nachster(Halte)-Punkt von Q
if pistlinker Endpunkt eines horizontalen Segments s
thenflige sin L ein
else
if p ist rechter Endpunkt eines horizontalen Segments s
then entferne s aus L
else
{p ist x-Wert eines vertikalen Segments s mit unte-
rem Endpunk¢p, yu) und oberem Endpunkb, o) }
bestimme alle horizontalen Segmentet aus L,
deren y-Koordinate ) im Bereich
yu < y(t) <y, liegt und gib(s,t) als Paar
sich schneidender Segmente aus
end {while}

Abbildung 7.3 zeigt ein Beispiel fur die Anwendung des Verfahrens.

Wir kénnen annehmen, daB als sortiertes Array der Lange hochstehsarliegt.
(Gegebenenfalls missen diéVerte der gegebenen Segmente zuvor in @éN logN)
und PlatzO(N) sortiert werden.)

Die MengelL kann man auffassen als eine geordnete Menge von Elementen. S
besteht genau aus dgrNerten der horizontalen Liniensegmente. Auf dieser Menge
werden folgende Operationen ausgefuhrt: Einfligen eines neuen Elementes, Entfer
eines Elementes und Bestimmen aller Elemente, die in einen gegebenen Bargigh
fallen. Die letzte Operation nennt man eBereichsanfragéenglischrrange query.
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D
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cBBC
cCcC
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(D,B
Abbildung 7.3

Eine naheliegende Mdéglichkeit zur Implementation vamesteht darin, die Elemen-
te in aufsteigender Reihenfolge in den Blattern eines balancierten Blattsuchbaumes
speichern. Verkettet man benachbarte Blatter zusatzlich doppelt, so kann man die O
rationen Einfigen und Entfernen@(logN) Schritten ausfiihren und Bereichsanfragen
wie folgt beantworten; Um alle Elemente zu finden, die in einen gegebenen Bereic
[a,b] fallen, bestimmt man durch zwei aufeinanderfolgende Suchoperationen im Bau
zunachst dasjenige Blatt mit kleinstem Wert groR3er gl@ieind dasjenige Blatt mit
groitem Wert kleiner gleich. Dann lauft man der Kettung entlang und gibt die Ele-
mente aus, die im Bereidh, b] liegen.

Abbildung 7.4 illustriert das Verfahren und die beschriebene Struktur.

Istr die Anzahl der Elemente im Berei¢h b], so kann die Bereichsanfrage offenbar
in Zeit O(logN + r) beantwortet werden.

Diese Implementation des Scan-line-Verfahrens zur Losung des RSS-Problems
laubt es also, sémtlicHePaare sich schneidender horizontaler und vertikaler Linien-
segmente fiir eine gegebene Menge Moterartigen Segmenten in Z&(NlogN + k)
und PlatzO(N) zu berichten, wobei natirlich der Platz fir die Antwort nicht mitge-
rechnet wird. Das Verfahren ist damit dem naiven Verfahren tberlegen in allen Falle
in denerk echt schwécher als quadratisch Mitvachst.

Man kann zeigen, vgl. ], da auch mindest@(i logN + k) Schritte erforder-
lich sind, um das RSS- em zu losen.

Insgesamt folgt, daf? das Scan-line-Verfahren zur Lésung des RSS-Problems zeit- L
platzoptimal ist.

Wir Uberlegen uns nun, wie das Liniensegment-Schnittproblem geldst werden kan
wenn die gegebene Menge nicht nur aus horizontalen und vertikalen Segmenten best
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a auszugebende b
Elemente

Abbildung 7.4

7.2.3 Das allgemeine Liniensegment-Schnittproblem

Fir eine gegebene Menge von beliebig orientierten Liniensegmenten in der Ebene w
len wir die folgenden zwei Probleme I6sen:

Schnittpunkttesttelle fest, ob es in der gegebenen MengeNddegmenten wenig-
stens ein Paar sich schneidender Segmente gibt.

Schnittpunktaufzahlungestimme fiir eine gegebene Menge Whiniensegmenten
alle Paare sich schneidender Segmente.

Beide Probleme lassen sich natiirlich auf die naive Weisg(N?) Schritten l6sen.
Wir wollen zeigen, wie man beide Probleme mit Hilfe des Scan-line-Prinzips I6se
kann. Um die Diskussion zahlreicher Sonderfélle vermeiden zu kénnen, machen v
die Annahme, daf3 kein Liniensegment vertikal ist, daf3 sich in jedem Punkt hdchste
zwei Liniensegmente schneiden und schlielilich, dal alle Anfangs- und Endpunkte v
Liniensegmenten paarweise verschiede@ordinaten haben.

Anders als flr eine Menge horizontaler Liniensegmente kann man fiir eine Menge b
liebig orientierter Liniensegmente nur eine lokal glltige Ordnungsrelation “ist oberhal
von” wie folgt definieren. SeieA undB zwei Liniensegmente. Dann hei8t-oberhalb
von B A1y B, wenn die vertikale Gerade durglsowohlA als auctB schneidet und der
Schnittpunkt vorx und A oberhalb des Schnittpunktes vamund B liegt. Im Beispiel
von Abbildung 7.5 isC 1y B, A1x C und A 1y B. Fir jedes fest& ist 1 offenbar eine
Ordnungsrelation.

Zur Losung des Schnittpunkttestproblems schwenken wir nun eine vertikale Sca
line von links nach rechts tber diégegebenen Liniensegmente. An jeder Steband
die Liniensegmente, die von der Scan-line geschnitten werden, tiuvcitistandig ge-
ordnet. Anderungen der Ordnung sind moglich, wenn die Scan-line auf den linken oo
rechten Endpunkt eines Segments trifft, und ferner, wenn die Scan-line einen Schn
punkt passiert.
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A
. \
B

Abbildung 7.5

Fur zwei beliebige SegmengfeundB gilt: Wenn A undB sich schneiden, dann gibt
es eine Stella links vom Schnittpunkt, so da8 undB in der Ordnungty unmittelbar
aufeinanderfolgen. (Hier machen wir von der Annahme Gebrauch, daf3 sich hdchste
zwei Segmente in einem Punkt schneiden kénnen!) Wenn wir also fur je zwei Segmer
A undB prufen, ob sie sich schneiden, sobald sie an einer Stéliml. T« unmittelbar
benachbart sind, kébnnen wir sicher sein, keinen Schnittpunkt zu Gbersehen, wenn
Uberhaupt einen gibt.

Diese Idee fuhrt zu folgendem Algorithmus zur Losung des Schnittpunkttestprc
blems:

Algorithmus zur Lésung des Schnittpunkttestproblems

{liefert zu einer Menge S {s1, ..., } von Liniensegmenten in der
Ebene “ja”, falls es ein Paar sich schneidender Segmente in S gibt,
und “nein” sonstg

Q:= Folge der2N Anfangs- und Endpunkte von Elementenin S in
aufsteigender x-Reihenfolge
L:= ©0; {Menge der jeweils aktiven Liniensegmenté,irOrdnung
gefunden= false
while (Q ist nicht leej and not gefunderdo
begin
p := n&chster Haltepunkt von;Q{p habe x-Koordinate g}
if pist linker Endpunkt eines Segments s
then
begin
flige s entsprechend der an der Stelle p
gultigen Ordnungpx in L ein;
bestimme den Nachfolgerend den Vorgéanger's
vonsin L bzgltpy
if (sNns #£0)or (sns’) #0
then gefunden= true
end
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else{p ist rechter Endpunkt eines Segmerjts s
begin
bestimme den Nachfolgeriend den Vorgéanger's
von s bzgl. der an der Stelle p gltigen Ordnung;
entferne s aus;L
if SNs’£0
then gefunden= true
end
end; {while}
if gefunden
thenwrite(‘ja’)
elsewrite(' nein’)

Wir haben hier wieder stillschweigend angenommen, daf? die Bestimmung des Nac
folgers oder Vorgangers eines Elements die Existenzprifung einschlief3t. Es ist leicht
sehen, dal an jeder Haltepositior der Scan-line die gerade aktiven Liniensegmente
in korrekterty-Anordnung enthélt. Das Verfahren muf3 also einen Schnittpunkt finder
falls es Uberhaupt einen gibt. Das muf3 nicht notwendig der am weitesten links liegen
Schnittpunkt zweier Segmente $sein.

Wir verfolgen zwei Beispiele anhand der Abbildung 7.6.

Im Fall (a) halt das Verfahren mit der Antwort “ja”, sobald der SchnittpuBkton A
undC gefunden wurde; im Fall (b) findet das Verfahren den Schnittp8nkon A und
D bereits am zweiten Haltepunkt.

Die 2N Endpunkte der gegebenen Menge von Liniensegmenten kon@gnhiogN)
Schritten nach aufsteigenderWerten sortiert werderl. kann man als balancierten
Suchbaum implementieren. Dann kann jede der an einem Haltepunkt auszufiihren
Operationen Einfligen, Entfernen, Bestimmen des Vorgangers und Nachfolgers eir
Elementes imD(logN) Schritten ausgefiihrt werden. Damit folgt insgesamt, daf? matr
mit Hilfe des Scan-line-Verfahrensin Z&XNlogN) und PlatzO(N) feststellen kann,
ob N Liniensegmente in der Ebene wenigstens einen Schnittpunkt haben oder nicht.

Was ist zu tun, um nicht nur festzustellen, ob in der gegebenen Menge von Liniense
menten wenigstens ein Paar sich schneidender Segmente vorkommt, sondern um
Paare sich schneidender Segmente aufzuzahlen? Dann dirfen wir den oben angeg
nen Algorithmus zur Lésung des Segmentschnittproblems nicht beenden, sobald
erste Schnittpunkt gefunden wurde. Vielmehr setzen wir das Verfahren fort und sorg
dafir, daf die die lokale Ordnung der jeweils gerade aktiven Segmente reprasentier
de VertikalstruktuiL auch dann korrekt bleibt, wenn die Scan-line einen Schnittpunk
passiert: Immer wenn die Scan-line den Schnittpwiweier Segmenta undB pas-
siert, wechsel undB ihren Platz in der unmittelbar links und rechts vom Schnittpunkt
gultigen lokalen “oberhalb-von”-Ordnung. Wir miissen also die Scan-line nicht nur a
allen Anfangs- und Endpunkten von Liniensegmenten anhalten, sondern auch an al
wahrend des Hinuberschwenkens gefundenen Schnittpunkten. Ein Schnittpunkt li
stets rechts von der Position der Scan-line, an der er entdeckt wurde. Wir fligen al
einfach jeden gefundenen Schnittpunkt in die nach aufsteigentidgrten geordnete
Schlange der Haltepunkte ein, wenn er sich nicht schon dort befindet.
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(b)

Abbildung 7.6
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Algorithmus zur Lésung des Schnittpunktaufzahlungsproblems
{liefert zu einer Menge S {s1,...,S\v} von Liniensegmenten in der
Ebene alle Paargs,sj) mit: 5,5; € S, sNs;j#0undi# j}

Q:= nach aufsteigenden x-Werten angeordnete Prioritats-Schlange der
Haltepunkte; anfangs initialisiert als Folge d2N Anfangs- und
Endpunkte von Elementen in S in aufsteigender x-Reihenfolge

L:= 0; {Menge der jeweils aktiven Segmente,irOrdnung

while Q ist nicht leerdo

begin
p:=min(Q);
minentfern€Q);
if pistlinker Endpunkt eines Segments s
then
begin
Einfuger{s,L);
s := Nachfolgefs,L);
g’ := Vorgénge(s,L);
if sNs #0
then Einfliiger{sns, Q);
if sNs’#0
then Einfliiger{sns’, Q)
end
else
if p ist rechter Endpunkt eines Segments s
then
begin
s := Nachfolgefs,L);
g’ := Vorgénge(s,L);
if SNs’#0
then Einfiiger{s Ns’,Q);
Entfernergs,L)
end
else{p ist Schnittpunkt vorf sind ¢, d.h.
p=sns’, und es sei'wberhalb von’$in L}
begin
gib das Paar(s, s”) mit Schnittpunkt p aus
vertausche’sund ¢ in L;
{jetztist § oberhalb von's
t” := Vorgange(s’,L);
if 'Nt" £0
then Einfliiger{s’ Nt”,Q);
t' := Nachfolge(s,L);
if SNt #0
then Einfiger{s Nt’, Q)
end
end {while}
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Abbildung 7.7

Um die Formulierung des Verfahrens nicht unnétig zu komplizieren, haben wir nich
nur angenommen, dal’ keine zwei Anfangs- und Endpunkte von Segmenten diese
x-Koordinate haben, sondern auch vorausgesetzt, da kein Schnittpunkt dieselbe
Koordinate wie ein Anfangs- oder Endpunkt eines Liniensegmentes hat. Unter dies
Annahme tritt an jeder Halteposition der Scan-line genau eines von drei mogliche
Ereignissen ein: Ein Liniensegment beginnt, ein Liniensegment endet, oder es lie
ein Schnittpunkt zweier Liniensegmente vor. In der Realitat ist diese Annahme natd
lich selten erfillt und auch nicht notwendig. Man kann beispielsweise vorschreibel
daf bei gleichzeitigem Vorliegen mehrerer Ereignisse am gleichen Haltepunkl
die verschiedenen Ereignisse wie oben angegeben entsprechend ihren jeweiliger
Koordinaten abgearbeitet werden.

Abbildung 7.7 zeigt ein Beispiel fir das soeben beschriebene Verfahren.

Beim beschriebenen Verfahren kann es vorkommen, dal3 ein- und derselbe Schr
punkt mehrere Male gefunden wird (vgl. etwa Abbildung 7.6 (b)), beiSieaweimal
gefunden wird). Damit jeder Schnittpunkt aber nur einmaDimermerkt wird, lassen
wir dem Einfiigen eines Schnittpunk&sin Q eine Suche nacBin Q vorangehenS
wird dann nur bei erfolgloser Suche eingefligt. Neben der Suche nach einem beliebig
Element mufX also das Einfligen eines beliebigen Elements, die Bestimmung eine
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Elements mit kleinsterr-Wert und das Entfernen eines Elements mit kleinsteivert
unterstutzen. Organisieren viretwa als balancierten Binarbaum, z.B. als AVL-Baum,
so kann die notwendige Initialisierung @(NlogN) Schritten durchgefiihrt werden.
Die GroRe des Baums ist stets beschrankt durch die Gesamtzahl der Anfangs-, E
und Schnittpunkte von Liniensegmenten. Das sind hoch€éNs- N?) = O(N?). Da-

her kann man die erforderlichen Operationen ste@®(ing(N?)) = O(logN) Schritten
ausfihren.

Auf der Vertikalstruktul werden die Operationen Einfiigen und Entfernen eines Ele-
mentes, Bestimmen des Vorgangers und Nachfolgers eines Elementes und das Ver
schen zweier Elemente ausgefiihrt. Ohne daR dies im Algorithmus explizit angeget
wird, sind alle diese Operationen abhangig von der am jeweiligen Runk giiltigen
Ordnungt,.x. Es ist klar, dafi. als nach dieser Ordnung sortierter balancierter Such-
baum so implementiert werden kann, daf jede der genannten Operatidd@oghl)
Schritten ausfuhrbar ist, wdilhdchsten®N Elemente enthélt. Nehmen wir nun an, dald
esk Schnittpunkte gibt. Dann wird dighile-Schleife genau® + k mal durchlaufen.
Wir haben bereits gesehen, dal jede OperatiorQanherhalb demhile-Schleife in
O(log(2N + k)) = O(logN) und jede Operation aulfin O(logN) Schritten ausfuhrbar
ist. Bei 2N + k Durchlaufen werden also insgesamt hochs@f{dl + k) logN) Schritte
bendtigt.

Man kann also mit Hilfe des Scan-line-Verfahrens klfchnittpunkte voiN gegebe-
nen Liniensegmenten in der Ebenedq(N + k) logN) Schritten finden. Das ist besser
als das naive Verfahren fir nicht zu grd{%é:hazelle!] hat zeigen kénnen, dal man
mit geschickter Anwendung der im nachsten Ab itt 7.3 vorgestellten Divide-an
conquer-Technik zu Algorithmen kommt, die das Schnittpunktaufzahlungsproblem |
O(Nlog?N + k) bzw. O(N IﬁN/IoglogN + k) Schritten I6sen. SchlieRlich konnten

Chazelle und Edelsbrunn 9] zeigen, daR lalBzhnitte wie im iso-orientierten Fall
in O(NlogN + k) Schritten'§etunden werden kénnen.

Die von uns skizzierte Implementierung des Scan-line-Verfahrens zur Bestimmui
aller k Schnittpunkte einer gegebenen Menge Wikiniensegmenten hat allerdings
einen Speicherbedarf vad(N?) im schlechtesten Fall. Der@ kann bis zu &l + k =
Q(N?) Elemente enthalten. Der Speicherbedarf@und damit der Gesamtspeicher-
bedarf 1&Rt sich jedoch a@(N) driicken, wenn man wie folgt vorgeht: Man fugt nicht
jeden an einer Haltepositigne Q gefundenen Schnittpunkt @ ein. Vielmehr sichert
man lediglich, da® auf jeden Fall den von der jeweils aktuellen Positipder Scan-
line aus nachsten Schnittpunkt enthélt. Dazu nimmt man fir jedes aktive Liniensegme
shdchstens einen Schnittpunkt@auf, namlich unter allen Schnittpunkten, an denen
sbeteiligtist und die man bis zu einer bestimmten Position entdeckt hat, den jeweils &
weitesten links liegenden. Mit anderen Worten: Findet man im Verlauf des Verfahrer
fir ein Segmens einen weiteren Schnittpunkt, an desbeteiligt ist, und liegt die-
ser links vom vorher gefundenen Schnittpunkt, so entfernt man den friher gefunder
Schnittpunkt und fligt den neuen @ ein. Es ist nicht schwer zu sehen, dal? n@an
so implementieren kann, d&®nur O(N) Speicherplatz benétigt und alle aQfauszu-
fuhrenden Operationen in Zed(logN) ausfuhrbar sind. (Ein balancierter Suchbaum
leistet auch hier das Verlangte.) Um fir jedes aktive Segradeicht feststellen zu
kdnnen, ob schon ein Schnittpunkt@ist, an dens beteiligt ist, und welcher-Wert
dieser Schnittpunkt hat, kann man beispielsweise einen Zeigeragfrdiesen Schnitt-


Literaturverweis [28]
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punkt inQ verwenden. Diese Idee zur Reduktion des Speicherbedarfs geht zurlick a
M. Brown .

7.3 Geometrisches Divide-and-conquer

Eines der leistungsfahigsten Prinzipien zur algorithmischen Losung von Problemen
das Divide-and-conquer-Prinzip. Wir haben bereits im Abschnitt 1.2.2 eine problemt
nabhangige Formulierung dieses Prinzips angegeben. Wir folgen hier der Darstellu
aus

wir versuchen, dieses Prinzip auf ein geometrisches Problem, wie das im v
rigen Abschnitt behandelte Schnittproblem fir iso-orientierte Liniensegmente, anzt
wenden, stellt sich sofort die Frage: Wie soll man teilen? Eine Aufteilung ohne jed
Beachtung der geometrischen Nachbarschaftsverhéltnisse scheint wenig sinnvoll. De
man mdéchte ja gerade besonderen Nutzen daraus ziehen, daf3 Schnitte im wese
chen lokal, also zwischen raumlich nahen Segmenten auftreten. Versucht man aber €
Aufteilung etwa durch eine vertikale Gerade in eine linke und rechte Halfte, so kan
man im allgemeinen nicht verhindern, daf ausgedehnte geometrische Objekte, wie
niensegmente, Rechtecke, Polygone usw., durchschnitten werden. Einen Ausweg
dieser Schwierigkeit bietet das Prinzip der getrennten Reprasentation geometriscl
Objekte. Wir erlautern dieses Prinzip im Abschnitt 7.3.1 fiir eine Menge horizonta
ler Liniensegmente bei Aufteilung durch eine vertikale Gerade und lésen das Schni
problem fir iso-orientierte Liniensegmente nach dem Divide-and-conquer-Prinzip. Ii
Abschnitt 7.3.2 zeigen wir, wie man Inklusions- und Schnittprobleme fir Mengen iso
orientierter Rechtecke in der Ebene nach diesem Prinzip I6st.

7.3.1 Segmentschnitt mittels Divide-and-conquer

Um eine gegebene Menge vbhvertikalen und horizontalen Liniensegmenten in der
Ebene leicht und eindeutig durch eine vertikale Gerade in eine linke und rechte Half
teilen zu kénnen, benutzen wir eine getrennte Repréasentationhorizontaler Segmet
Jedes horizontale Segment wird durch das Paar seiner Endpunkte représentiert. An:
mit einer Menge von vertikalen und horizontalen Segmenten operieren wir mit eine
Menge von vertikalen Segmenten und Punkten. Beispielsweise reprasentieren wir
Menge von sieben Segmenten in Abbildung 7.8 durch die Menge von vier Segment
und sechs Punkten in Abbildung 7.9.
Dabei bezeichnen wir fir ein horizontales Segniedén linken Endpunkt voh mit

.h und den rechten Endpunkt vdnmit h.. Wenn wir zur Vereinfachung der Préasen-
tation die Annahme machen, daB keine zwei vertikalen Segmente und Anfangs- oc
Endpunkte horizontaler Segmente diesetdéordinate haben, kann man das Divide-
and-conquer-Verfahren zur Losung des Schnittproblems fur eine (getrennt représenti
te) Menge von iso-orientierten Liniensegmenten in der Ebene wie folgt formulieren:


Literaturverweis [24]
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Literaturverweis [71]
[71] R. H. Güting. Optimal divide-and-conquer to compute measure and contour for a set of iso-oriented rectangles. Acta Informatica, 21:271-291, 1984.


436 7 Geometrische Algorithmen
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Abbildung 7.8
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Abbildung 7.9
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Algorithmus ReportCutsS)

{liefert zu einer Menge S von vertikalen Liniensegmenten und linken
und rechten Endpunkten horizontaler Liniensegmente in der Ebene
in getrennter Représentation alle Paare von sich schneidenden verti-
kalen Segmenten in S und horizontalen Segmenten mit linkem oder
rechtem Endpunkt in}S

1. Divide Teile S(durch eine vertikale Geraden eine linke Halfte $und eine
rechte Halfte g, falls S mehr als ein Element enthélt; sonst enthalt S kein si
schneidendes Paar:

2. Conquer ReportCutéS;); ReportCutéS);
{alle Schnitte in goder $ zwischen Paaren von Segmenten, die wenig-
stens einmal reprasentiert sind, sind bereits berightet

3. Merge Berichte alle Schnitte zwischen vertikalen Segmenten im8 hori-
zontalen Segmenten mit rechtem Endpunkbird8ren linker Endpunkt nicht in
S, oder S vorkommt:

Berichte alle Schnitte zwischen vertikalen Segmentenim& horizontalen Seg-
menten mit linkem Endpunkt in,Sleren rechter Endpunkt nicht i ®der $
vorkommt:

| | | S

S S

Ende des Algorithmus ReportCuts
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Ein Aufruf des VerfahrenReportCutéS) fir eine gegebene Mendgbewirkt, dald
das Verfahren wiederholt fir immer kleinere, durch fortgesetzte Aufteilung entstehel
de Mengen aufgerufen wird, bis es schliel3lich fir Mengen mit nur einem Element al
bricht. FUr die durch fortgesetzte Aufteilung entstehenden Mengen ist es méglich, d
nur der linke, nicht aber der rechte Endpunkt eines horizontalen Segments oder 1
der rechte, nicht aber der linke Endpunkt auftritt. Das macht es erforderlich, sogleic
das ganze Verfahren fir Mengen dieser Art zu formulieren, so wie es oben geschet
ist. Wir zeigen nun di&orrektheitdes Verfahrens und benutzen dazu die bereits als
Kommentar zum Verfahren angegebé&tekursionsinvariante

Ist Seine Menge von vertikalen Segmenten und linken oder rechten Endpunkten v
horizontalen Segmenten, so sind nach Beendigung eines AufrufRepartCutéS)
alle Schnitte zwischen vertikalen Segmente imd solchen horizontalen Segmenten
berichtet, deren linker oder rechter Endpunkt (eventuell auch beidgyarkommt.
Offenbar gilt diese Bedingung trivialerweise, weinur aus einem einzigen Element
besteht. In diesem Fall bricht das VerfahiReportCutsab; Schnitte werden nicht be-
richtet.

Wir zeigen jetzt: WirdSbeim Aufruf vonReportCutéS) aufgeteilt in eine linke Halfte
S und eine recht&, und gilt die Rekursionsinvariante bereits fjrund S, so gilt sie
auch furS.

Dazu betrachten wir ein beliebiges horizontales Segiheti¢ssen linker oder rech-
ter Endpunkt inS vorkommt. Wir missen zeigen, da nach Beendigung des Aufruf:
ReportCutéS) alle Schnitte vorn mit vertikalen Segmenten @berichtet worden sind.
Folgende Falle sind mdglich:

Fall 1: Beide Endpunkte voh liegen inS;. Da die Rekursionsinvariante nach An-
nahme fliS; gilt, folgt, daf? nach Beendigung des AufrideportCutéS;) im Conquer-
Schritt alle Schnitte voi mit vertikalen Elementen i, berichtet sindh kann keine
weiteren Schnitte mit vertikalen Segmentersinaben.

Im Fall 2, daR beide Endpunkte vdnin S liegen, gilt das Analoge fiir Schnitte
zwischerh und vertikalen Segmenten .

Fall 3: Nur der rechte Endpunkt vdnist in S;.

S

Von den vertikalen Segmenten $kannh nur solche schneiden, die # vorkom-
men. Diese sind aber nach dem Aufruf veeportCutéS;) bereits berichtet, da nach
Annahme die Rekursionsinvariante frgilt.

Im Fall 4, daf? nur der linke Endpunkt vdnin S, liegt, gilt das Analoge nach Been-
digung des AufruffReportCutésy).

Fall 5: Der linke Endpunkt vorn liegt in S; und der rechte Endpunkt vdnin S:
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h h
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|
|

S : S
Da die Rekursionsinvariante f& und S gilt, folgt, daf? nach Beendigung des Auf-
rufs ReportCutéS;) und ReportCuté,) alle méglichen Schnitte voh mit vertikalen
Segmenten s bereits berichtet sind.
Fall 6: Der linke Endpunkt vorh liegt in S, aber der rechte Endpunkt vénliegt
weder inS; noch inS:

h kann Schnitte mit vertikalen SegmentenSnund S haben. Die Giltigkeit der
Rekursionsinvariante fi sichert, dal3 nach Beendigung des AufrifsportCutéS;)
alle Schnitte vorh mit vertikalen Segmenten i8; bereits berichtet sind. Es genugt
also, im Merge-Schritt alle Schnitte zwischrund vertikalen Segmenten & zu
bestimmen, um alle Schnitte vérmit vertikalen Segmenten i&zu berichten.

Der Fall 7, da3 der rechte Endpunkt vdnin S, aber der linke Endpunkt voh
weder inS; noch inS liegt, ist vollig symmetrisch zum Fall 6. Auch hier haben wir
den Merge-Schritt gerade so eingerichtet, daf? alle méglichen Schnitte zwiscimen
vertikalen Segmenten iBberichtet werden.

Insgesamt ist die Gultigkeit der Rekursionsinvariante $idamit nachgewiesen.
Fir eine moglichst effiziente Implementation des Verfahrens kommt es darauf an, ¢
Schnitte im Merge-Schritt schnell und méglichst mit einem zur Anzahl dieser Schnit
te proportionalen Aufwand zu bestimmen. Dazu dienen drei Mehg8h R(S) und
V(9), die wir jeder MengéS zuordnen:

L(S = {y(h)|histhorizontales Liniensegment mit:
.he Saberh. ¢ S}

R(S = {y(h)|histhorizontales Liniensegment mit:
.h¢ Saberh. € S}
V(S) = Menge der durch die vertikalen Segment&in

definierteny-Intervalle
{[yu(v),¥o(V)]| vist vertikales Liniensegment i&}
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In diesen Definitionen haben wir myith) die y-Koordinate eines horizontalen Segmen-
tesh bezeichnet und miy,(v) bzw. yo(v) die untere bzw. oberg-Koordinate eines
vertikalen Segmentes

Nehmen wir an, dal3 wir vor Beginn des Merge-Schrittes die Mengen

L(S): R(S), V(S); |:172

bereits kennen. Dann kann man den Merge-Schritt auch so formulieren:
Bestimme alle Paarg,v) mit (a) oder (b):

(@ Yu(V),Yo(V)]

(b) [Yu

Aus L(S), R(S), V(S), i = 1,2, erhélt man di&s= S U S zugeordneten Mengen
offenbar wie folgt:

—

—~~

N
I

(L&) \R(S)UL(S)
= (R&)\L(S))URS)
V(S = V(S)UV(S)

Falls S nur aus einem einzigen Element besteht, kdnnen wir diese Mengen leicht w
folgt initialisieren:

A
2
Il

Fall 1: S= {.h}, d.h.Senthélt nur den linken Endpunkt eines horizontalen Seg-
mentsh.
L(S :={y(h)}; R(S:=0; V(S):=0

Fall 2: S= {h.}, d.h.Senthalt nur den rechten Endpunkt eines horizontalen Seg
mentsh.
L(S:=0; R(S :={y(h)}; V(9 :=0

Fall 3: S= {v}, d.h.Senthélt nur das vertikale Segment
L(S) =0, RS :=0; V(S) := {[yu(V),Yo(V)]}

Zur Implementation des Verfahrens speichern wir nun die gegebene Naroyever-
tikalen Segmenten und linken und rechten Endpunkten horizontaler Segmente in ein
nach aufsteigendenWerten sortierten Array. Dann kann das Teilen im Divide-Schritt
in konstanter Zeit ausgefuhrt werden. Die einer MeBgrigeordneten Mengdn(S)

und R(S) implementieren wir als nach aufsteigendeWerten sortierte, verkettete Ii-
neare ListenV(S) wird ebenfalls als nach unteren Endpunkten, also naeierten
sortierte, verkettete lineare Liste implementiert.
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L(S), R(S) undV(S) kdnnen dann aus dér(S), R(S), V(S), i = 1,2, zugeordneten
Listen inO(]|S) Schritten gebildet werden, indem man die bereits vorhandenen Liste
ahnlich wie beim Sortieren durch Verschmelzen parallel durchlauft. SchlieBlich kan
man im Merge-Schritt alle Paare(h,v), die die oben angegebenen Bedingungen (a)
oder (b) erfiillen, mit Hilfe dieser Listen bestimmenQi|S| + r) Schritten.

Bezeichnen wir mifl (N) die Anzahl der Schritte, die erforderlich ist, um das Ver-
fahrenReportCutéS) bei dieser Implementation fur eine Men&amit N Elementen
auszufuhren, wenn wir den Aufwand fur das Sortieren 8amd die Ausgabe nicht
mitrechnen, so gilt folgende Rekursionsformel:

N
T(N)= O(1) + 2T(§) + O(N)
N~ N——
Divide Convquer Merge

undT(1) = O(1).

Es ist wohlbekannt, daf? diese Rekursionsformel die L6S(NjogN) hat. Rechnen
wir noch den Aufwand zur Ausgabe der insgeshiaare sich schneidender Segmente
hinzu, so erhalten wir (inklusive Sortieraufwand):

Alle k Paare sich schneidender horizontaler und vertikaler Liniensegmente in ein
gegebenen Menge vow derartigen Segmenten kann man mit Hilfe eines Divide-and-
conquer-Verfahrens in Ze@(NlogN + k) und PlatzO(N) bestimmen.

Das ist dieselbe Zeit- und Platz-Komplexitat, die auch das im vorigen Abschnit
besprochene Scan-line-Verfahren zur Lésung dieses Schnittproblems hat. Vergleis
man die Implementationen beider Verfahren, so fallt auf, da das Divide-and-conque
Verfahren mit einfachen Datenstrukturen auskommt: Verkettete, aufsteigend sortie
te lineare Listen geniigen. Im Falle des Scan-line-Verfahrens haben wir zu Bereict
Suchbaumen modifizierte, balancierte Suchbdume benutzt.

7.3.2 Inklusions- und Schnittprobleme flir Rechtecke

Das Divide-and-conquer-Prinzip 1aB3t sich zur Losung zahlreicher weiterer geometi
scher Probleme benutzen, wenn man es zugleich mit dem Prinzip der getrennten |
prasentation der gegebenen geometrischen Objekte verbindet. Wir skizzieren kurz, v
man das PunkteinschluR- und das Rechteckschnittproblem in der Ebene auf diese W
I6sen kann.

Das PunkteinschluR-Problem fiir eine gegebene Menge von Rechtecken und Punk
in der Ebene ist das Problem, alle Paare (Punkt, Rechteck) zu bestimmen, fir die ¢
Rechteck den Punkt einschlief3t. Flr das in Abbildung 7.10 angegebene Beispiel ist a
die Antwort(p,A), (q,A), (r,A), (g,B), (r,B), (s,B), (s,C).

Um eine gegebene Menge von Punkten und Rechtecken in der Ebene eindeutig in
ne linke und eine rechte Halfte zerlegen zu kénnen, wahlen wir zunéchst eine getreni
Reprasentation fur die Rechtecke: Jedes Rechteck wird durch seinen linken und seil
rechten Rand représentiert. Eine Menge von Rechtecken und Punkten wird also rep
sentiert durch eine Menge von vertikalen Liniensegmenten und Punkten. Nun kann m
einen AlgorithmufReportincanalog zum AlgorithmuReportCutsvie folgt entwerfen:
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Abbildung 7.10

Algorithmus ReportIngS)
{liefert zu einer Menge S von linken und rechten Réndern von Recht-
ecken(in getrennter Reprasentatipnnd Punkten in der Ebene
alle Paare(p,R) von Punkten p und Rechtecken R mit Rand in S
mit pe R}
1. Divide Teile S(durch eine vertikale Geraden eine linke Halfte $und ei-
ne rechte Halfte § falls S mehr als ein Element enthalt; falls S nur aus einem
Element besteht, ist nichts zu berichten;
2. ConquerReporting¢S;); Reportin€S);

3. Merge Berichte alle Paard p,R) mit: p € $, der linke Rand von R ist in;S
aber der rechte Rand von R ist weder indch in $, und pe R:

N

Berichte alle Paard p,R) mit: p € S, der rechte Rand von R ist i Saber der
linke Rand von R ist weder in 8ioch in $, und pe R:

S

Ende des Algorithmus Reportinc
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Bm

Abbildung 7.11

Der Nachweis der Korrektheit verlauft genauso wie im Falle des AlgorithRets
portCutsim vorigen Abschnitt:

Man zeigt, dal3 nach Ausfuhrung eines AufriisportingS) fur eine Menge von Punk-
ten und (Rechtecke reprasentierenden) vertikalen Segmenten gilt: Alle(PaRyeon
Inklusionen zwischen einem Punftund einem RechtecR sind berichtet, fur jeden
Punktp ausSund jedes RechtedR, das inS wenigstens einmal (also: durch seinen
linken oder rechten Rand oder durch beide) reprasentiert ist.

Fur eine effiziente Implementation des Verfahrens kommt es offenbar darauf an, ¢
im Merge-Schritt bendétigten Mengen vertikaler Segmente effizient zu bestimmen, d
eine linke (bzw. rechte) Rechteckseitedn(bzw. S) reprasentieren, deren korrespon-
dierende rechte (bzw. linke) Rechteckseite aber wed8r moch inS, vorkommt. Das
kann man ahnlich wie im Falle des AlgorithmBgportCutsm Abschnitt 7.3.1 ma-
chen und sichern, daf? diese Mengen in konstanter Zeit initialisiert und in linearer Ze
im Merge-Schritt konstruiert werden kdnnen. Damit reduziert sich die im Merge-Schrif
des AlgorithmusReportinczu lI6sende Aufgabe auf das Problem, fir eine nach unte-
ren Endpunkten sortierte Menge von Intervallen und eine aufsteigend sortierte Men
von Punkten alle Paare (Punkt, Intervall) zu bestimmen, fir die das Intervall den Pun
enthalt. Es ist leicht zu sehen, dal3 das in einer Anzahl von Schritten mdglich ist, d
proportional zur Anzahl der Intervalle und Punkte und der Gro3e der Antwort ist. Ins
gesamt folgt:

Fur eine Meng&vonN Rechtecken und Punkten in der Ebene kann markdare
(p,R) mit: p Punkt inS RRechteck irSund p € R mit Hilfe des Divide-and-conquer-
Prinzips berichten in Ze®(NlogN + k) und PlatzO(N).

Die im Abschnitt 7.3.1 angegebene Ldsung des rechteckigen Segmentschnittp
blems und die hier skizzierte Losung des Punkteinschlu3problems liefern zugleich au
eine Losung des Rechteckschnittproblems fiir eine Menge iso-orientierter Rechtecke
der Ebene. Das ist das Problem, fiir eine gegebene Menge solcher Rechtecke alle P
sich schneidender Rechtecke zu berichten. Dabei ist mit Rechteckschnitt sowohl Ke
tenschnitt als auch Inklusion gemeint.

Fur das in Abbildung 7.11 angegebene Beispiel ist die gesuchte Antwort also d
Menge:

{(AB), (AC), (AE), (AD), (BC), (ED)}
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Zur Lésung des Rechteckschnittproblems bestimmt man zunachst mit Hilfe des Ve
fahrens aus Abschnitt 7.3.1 alle Paare von Rechtecken, die sich an einer Kante sch
den. Dann wahlt man fir jedes der Rechtecke einen dieses Rechteck reprasentierer
Punkt, z.B. den Mittelpunkt, und bestimmt fur die Menge aller Rechtecke und so e
haltenen Punkte alle Inklusionen von Punkten in Rechtecken. Das liefert alle Paare \
Rechtecken, die sich vollstandig einschlieBen (und auBerdem manche, die sich sch
den). Insgesamt kann man auf diese Weise laPaare von sich schneidenden Recht-
ecken in einer Menge voN iso-orientierten Rechtecken in Z&(NlogN + k) und
PlatzO(N) bestimmen.

Wir bemerken abschlieBend, dal man das Rechteckschnittproblem auch direkt n:
dem Divide-and-conquer-Prinzip lI6sen kann, ohne einen Umweg zu machen Uber ¢
rechteckige Segmentschnitt- und das PunkteinschluB3problem. Weitere Beispiele fir
Anwendung des Divide-and-conquer-Prinzips zur Losung geometrischer Probleme f

det man in.] unc.].

7.4 Geometrische Datenstrukturen

Ganzzahlige Schlissel kann man auffassen als Punkte auf der Zahlengeraden, alst
nulldimensionale geometrische Objekte. Fir sie ist charakteristisch, daf3 sie auf nat
liche Weise geordnet sind. Eine groRRe Vielfalt an Datenstrukturen zur Speicherung v
Schliisselmengen steht zur Auswahl. Je nachdem welche Operationen auf den Sch
selmengen ausgefihrt werden sollen, kdnnen wir Strukturen wahlen, die die gewilns
ten Operationen besonders gut unterstiitzen. Zur Lésung der in den Abschnitten 7.2
7.3 behandelten geometrischen Probleme, des Sichtbarkeitsproblems und verschied
Schnittprobleme fiir Liniensegmente in der Ebene, reichten die bekannten Struktur
aus. Es ist uns jedesmal gelungen, das geometrische Problem auf die Manipulation
eignet gewdahlter Schliisselmengen zu reduzieren.

Schon fir Mengen von Punkten in der Ebene, erst recht fir ausgedehnte geometris
Objekte, wie Liniensegmente, Rechtecke usw., reichen die bekannten Strukturen ni
mehr aus, wenn man typisch geometrische Operationen unterstiitzen méchte. Sol
Operationen sind z.B.: Fir eine gegebene Menge von Punkten in der Ebene und eil
gegebenen, zweidimensionalen Bereich, berichte alle Punkte, die in den gegebenen
reich fallen. Oder: Fur eine gegebene Menge von Liniensegmenten in der Ebene
ein gegebenes Segment, berichte alle Segmente der Menge, die das gegebene Sec
schneidet. Wir wollen in diesem Abschnitt einige neue, inharent geometrische Date
strukturen kennenlernen und zeigen, wie sie zur Lésung einer geometrischen Grui
aufgabe benutzt werden kénnen. Als Beispiel wahlen wir das Rechteckschnittproble
Das ist das Problem, fir eine gegebene Menge von Rechtecken alle Paare sich sct
dender Rechtecke zu finden. Im Abschnitt 7.4.1 zeigen wir zundchst, wie das Probile
mit Hilfe des Scan-line-Prinzips geltst werden kann und welche Anforderungen an f
eine Lésung geeignete Datenstrukturen zu stellen sind. In den folgenden Abschnit
besprechen wir dann im einzelnen Segment-Baume, Intervall-Baume und Priorita
Suchbéaume, die sdmtlich zur Lésung des Rechteckschnittproblems geeignet sind. L


Literaturverweis [71]
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Literaturverweis [73]
[73] R. H. Güting und D. Wood. Finding rectangle intersections by divide-and conquer. IEEE Transactions on Computers, C-33:671-675, 1984.
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se Datenstrukturen missen nicht nur typisch geometrische Operationen unterstiitz
wie sie zur Losung des Rechteckschnittproblems verwendet werden. Sie miissen a
das Einfligen und Entfernen geometrischer Objekte erlauben. Wir entwerfen alle di
Strukturen nach demselben Prinzip als halbdynamische, sogenannte Skelettstruktu
Anstatt Strukturen zu benutzen, deren Grof3e sich der Menge der jeweils vorhanc
nen geometrischen Objekte voll dynamisch anpalf3t, schaffen wir zunachst ein anfar
lich leeres Skelett Gber einem diskreten Raster, das allen im Verlauf des Scan-lir
Verfahrens benétigten Objekten Platz bietet. Dieses Vorgehen hat nicht nur den Vorz
gréRerer Einfachheit und Einheitlichkeit, es bietet auch die Basis fir die Ubertragur
der in diesem Abschnitt fiir Mengen iso-orientierter Objekte entwickelten Verfahren at
nicht-iso-orientierte Objekte im Abschnitt 7.5.

7.4.1 Reduktion des Rechteckschnittproblems

Sei eine Menge voil iso-orientierten Rechtecken in der Ebene gegeben, d.h. alle lin
ken und rechten und alle oberen und unteren Rechteckseiten sind zueinander pa
lel. Um nicht zahlreiche Sonderfélle diskutieren zu missen, nehmen wir an, dafd zw
Rechteckseiten héchstens einen Punkt gemeinsam haben kdnnen, und ferner, daf3
oberen und unteren Rechteckseiten paarweise verschigd@mrdinaten haben. Die
Losung dedRechteckschnittproblemerlangt, alle Paare sich schneidender Rechtecke
zu berichten. “Rechteckschnitt” umfaf3t dabei sowohl Kantenschnitt als auch Inklusio
Gerade das Entdecken aller Inklusionen erfordert zusatzlichen Aufwand. Denn um a
Paare von Rechtecken zu finden, die sich an einer Kante schneiden, kénnen wir einf:
das Scan-line-Verfahren zur L6sung des Schnittproblems fiir Mengen horizontaler ul
vertikaler Liniensegmente nehmen. Anstatt nun — wie im Falle der Anwendung de
Divide-and-conquer-Prinzips, vgl. Abschnitt 7.3.2 — nur die Rechteckinklusionen mi
Hilfe des Scan-line-Verfahrens zu bestimmen, wenden wir das Scan-line-Prinzip dire
auf das Rechteckschnittproblem an.

Wir schwenken eine horizontale Scan-line von oben nach unten lber die geget
ne Menge von Rechtecken. Dabei merken wir uns in einer Horizontalstruldtets
die gerade aktiven Rechtecke, genauer die Schnitte der jeweils aktiven Rechtecke |
der Scan-line, also eine Menge von (horizontalen) Intervallen. Jedesmal, wenn wir a
einen oberen Rand eines Rechtecks treffen, bestimmen wir alle Intervalldia sich
mit dem oberen Rand Uberlappen. Das sind genau die Intervalle, die zu gerade akti
Rechtecken gehéren, die einen nichtleeren DurchschniRnétben. AuRerdem miis-
sen wir inL ein neues Intervall einfligen, wenn wir auf den oberen Rand eines Rechtec
treffen, und auR ein Intervall entfernen, wenn wir auf den unteren Rand eines Recht
ecks treffen. Auf diese Weise reduzieren wir also das statische Schnittproblem fur eil
Menge von Rechtecken in der Ebene auf eine dynamische Folge von Uberlappungsg
blemen fir horizontale Intervalle. Fiir ein Recht&diezeichnen wir dig-Koordinaten
des linken und rechten Rands mitR) undx; (R). [x (R), X (R)] ist also einRreprasen-
tierendes Intervall. Wir nehmen stets an, $a@®R), % (R)] einen Verweis auR enthélt;
mit anderen Worten: Man kann erkennen, welches Rechteck ein Intervall reprasentie

Jetzt formulieren wir das Scan-line-Verfahren zur Losung des Rechteckschnittpro
lems:
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Algorithmus Rechteckschnitt
{liefert zu einer Menge von N iso-orientierten Rechtecken in der Ebene
die Menge aller k Paare von sich schneidenden Rechtécken
Q:= Folge der2N oberen und unteren Rechteckseiten in abnehmender
y-Reihenfolge
L:= 0;{Menge der Schnitte der gerade aktiven Rechtecke mit der
Scan-ling
while Q ist nicht leerdo
begin
g := nachster Haltepunkt von;Q
if q ist oberer Rand eines Rechtecks R i (R), % (R)]
then
begin
bestimme alle Rechteckédrerart, daf das
Intervall [ (R),% (R)] in L ist und
[ (R),x (RN (R), % (R)] # 0
und gebgR R) aus
fuge[x (R),x (R)] in L ein
end
else{q ist unterer Rand eines Rechtecks R
entfernglx (R), % (R)] aus L
end

Abbildung 7.12 zeigt ein Beispiel fur die Anwendung des Verfahrens. An der in die
sem Beispiel gezeigten vierten Haltestelle der Scan-line erithdié drei Intervalle
[B,B] = [x(B).x(B)], [C,C] = [x(C),%(C)] und [.D,D.] = [x(D),x (D)]. L trifft
auf den oberen Rand vah Also missen alle Intervalle inbestimmt werden, die sich
mit dem Intervalll.A,A.] =[x (A), X (A)] Uberlappen. Das ist nur das IntervaB, B.].
Also wird nur das PagA, B) ausgegeben und anschlieBé#dA.] in L eingefigt.

Man beachte, daf3 alle Intervalle, die jemalk gingefiigt werden, ausentfernt wer-
den oder fur die Uberlappungen festgestellt werden miissen, Intervalle tiber einer ¢
kreten Menge von héchstens Endpunkten sind: Das ist die Menge defoordinaten
der linken und rechten Rechteckseiten. Wir kdnnen uns die Menge der méglichen |
tervallgrenzen als mit der Menge der Rechtecke gegeben denken. Da es offenbar
auf die relative Anordnung der Intervallgrenzen ankommt, kdnnen wir der Einfachhe
halber sogar annehmen, daf die Intervallgrenzen ganzzahlig und aquidistant sind.

Damit haben wir die Implementierung des Verfahrens reduziert auf das Problem, ei
Datenstruktur zur Speicherung einer Mehgeon Intervallerfa,b] mita,b € {1,...,n}
zu finden, so daf3 folgende Operationenlaafisfihrbar sind: Daginfugenreines Inter-
valls in L, dasEntferneneines Intervalls auk und das Ausfiihren vobberlappungs-
fragen d.h. fur ein gegebenes Intervall Bestimme alle Intervallé’ ausL, die sich
mit | Uberlappen, d.h. fir dienl’ £ 0 gilt.

Verschiedene Implementationen fiiftihren unmittelbar zu verschiedenen Lésungen
des Rechteckschnittproblems. Wir besprechen zunachst zwei Mdéglichkeiten, die si
durch folgende weitere Reduktion der Uberlappungsfrage ergeben.
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y
5 - {[-B,B.]}
- {[B,B],[C,C]}
5 -1 {[-B,B.],[.C,C.],[.D,D.]}
A
C
A B A c D D C B X

Abbildung 7.12

Nehmen wir an, es sollen alle Interval&, b'] bestimmt werden, die sich mit einem
gegebenen Intervalh, b] Uberlappen. Es gibt offenbar genau die folgenden vier Mdg-
lichkeiten fiir eine Uberlappung:

1) ) 3) (4)

D.h., esis@ € [a,b], wie im Fall (2) und (3), oder es iste [a,b'], wie im Fall (1)
und (4). Die Uberlappungsfrage kann damit reduziert werden auf eine Bereichsanfra
(range query) und eine sogenannte inverse Bereichsanfragéofdpie3fragdstab-
bing query. Denn es gilt:

{[a,b]| [&,b]NTa,b] # 0}
= {[a,b]] aspieRfa’,b'] auf}u{[a,b']| & liegtim Bereich[a,b]}

Dabei sagen wir: Ein Punkt spief3t ein Intervall auf, wenn das Intervall den Punkt en
halt.
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Um also fir ein gegebenes Intervéd, b] alle tberlappenden Intervalle/,b’] zu
finden, genigt es offenbar:

1. alle Intervallgd’,b'] zu finden, die der linke Randpundkiaufspiel3t, und

2. alle Intervalldd’,b'] zu finden, deren linker Randpurétim Bereich[a, b] liegt.

Die zweite Aufgabe ist mit bereits wohlbekannten Mitteln leicht I6sbar: Man spei
chere alle linken Randpunkte in einem Bereichs-Suchbaum wie in Abschnitt 7.2.2 b
schrieben.

Es genugt also, die erste Aufgabe zu I6sen und eine Struktur zu entwerfen, die c
Einflgen und Entfernen von Intervallen und das Beantworten von Aufspie3-Anfrage
unterstutzt. Wir bringen zwei Varianten einer derartigen Struktur, den Segment-Bau
in Abschnitt 7.4.2 und den Intervall-Baum in Abschnitt 7.4.3.

7.4.2 Segment-Baume

Segment-Baume sind ein erstes Beispiel einer halb-dynamischen Skelettstruktur: M
baut zunachst ein leeres Skelett zur Aufnahme von Intervallen mit Endpunkten aus eit
gegebenen Mengfl, ..., n}. Man kann in dieses Skelett Intervalle einfugen oder dar-
aus entfernen. Ferner kann man fur einen gegebenen Punkt feststellen, welche akt
vorhandenen Intervalle er aufspiel3t.

Jedes Intervall, bl mita,b € {1,...,n} kann man sich zusammengesetzt denken aus
einer Folge von elementar&egmentefi,i + 1], 1 <i < n. Ein Segment-Baum wird
nun wie folgt konstruiert: Man baut einen vollstandigen Binarbaum, also einen Bina
baum, der auf jedem Niveau die maximale Knotenzahl hat. Die Blatter reprasenti
ren die elementaren Segmente. Jeder innere Knoten reprasentiert die Vereinigung |
Folge) der elementaren Segmente an den Blattern im Teilbaum dieses Knotens. |
Wurzel reprasentiert also das Intervidlin]. Das ist das leere Skelett eines Segment-
Baumes. Das Skelett kann nun dynamisch mit Intervallen gefullt werden, indem mé
den Namen eines einzufiigenden Intervalls an genau diejenigen Knoten schreibt, die
nachsten bei der Wurzel liegen und ein Intervall reprasentieren, das vollstéandig in de
einzufiigenden Intervall enthalten ist. Abbildung 7.13 zeigt das Beispiel eines Segme
Baumes, der die IntervallgA, ..., F} mit Endpunkten in{1,...,9} enthalt. An jedem
Knoten sind das von ihm reprasentierte Intervall als durchgezogene Linie und die L
ste der Namen von Intervallen angegeben, die diesem Knoten zugeordnet wurden (
Grunden der Darstellung liegen Licken zwischen Intervallen).

Bezeichnen wir mit(p) das durch den Knotepdes Segment-Baumes représentierte
Intervall, so gilt: Der Name eines Intervallgritt in der Intervall-Liste des Knoteng
auf genau dann, weni{p) C | gilt und fir keinen Knoterp’ auf dem Pfad von der
Wurzel zup I(p') C | gilt.

Daraus ergibt sich sofort folgendes Verfahren zum Einfligen eines Intelrvalls
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Abbildung 7.13

procedure Einflgen(l : Intervall; p: Knoten;
{anfangs ist p die Wurzel des Segment-Bagmes
if 1(p) C I
then
fuge | in die Intervall-Liste von p ein und fertig
else
begin
if (p hatlinken Sohnp and (1(py) N1 # 0)
then Einfligerl, py);
if (p hat rechten Sohngp and (1(pp) N1 # 0)
then Einflgeril, pp)
end

Auf den ersten Blick kdnnte man den Verdacht haben, dal3 diese rekursiv formulie
te Einfiigeprozedur im schlimmsten Fall fir samtliche Knoten eines Segment-Baum
aufgerufen wird. Das ist jedoch keineswegs der Fall, wie folgende Uberlegung zeig
Wird die Einfligeprozedur nach einem Aufruf v&@infuger{l, p) fir beide Séhnep,
und pp eines Knoteng aufgerufen und bricht die Prozedur nicht bereits fir einen die-
ser beiden Séhne ab, so kann die Einfliigeprozedur fiir h6chstens zwei der Engel vor
erneut aufgerufen werden. Das zeigt Abbildung 7.14. In dieser Abbildung ist dsitch ”
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ein Aufruf der Einfiigeprozedur und durch "t” angedeutet, daf’ das Einflige-Verfahre
hier abbricht, da diese Knoten ein ganz ienthaltenes Intervall reprasentieren.

Abbildung 7.14

Die Folge der rekursiven Aufrufe der Einfligeprozedur kann man daher stets als ein
sich héchstens einmal gabelnden Pfad darstellen, wie ihn Abbildung 7.15 zeigt.

Abbildung 7.15
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Aus dieser Uberlegung kann man schlieRen:

1. Das Einfuigen eines Intervalls ist@(logN) Schritten ausfihrbar.

2. Jedes Intervallkommt in héchsten®(logN) Intervall-Listen vor.

Denn der Segment-Baum nifl — 1) Segmenten hat die H6he Ibhg

Wir haben allerdings stillschweigend vorausgesetzt, daf das Einfligen eines Interve
(bzw. eines Intervall-Namens) in die zu einem Knoten des Segment-Baumes gehorer
Intervall-Liste in konstanter Schrittzahl mdglich ist. Das ist leicht erreichbar, wenn wil
die Intervall-Listen als verkettete Listen implementieren und neue Intervalle stets a
Anfang oder Ende einfligen. Man beachte aber, daf’ wir dann unter Umsténden Schw
rigkeiten haben, ein Intervall in einer zu einem Knoten gehérenden Intervall-Liste z
finden und daraus gegebenenfalls zu entfernen. Man beachte schlie3lich noch, daf3
Intervall-Listen auf einem beliebigen Pfad im Segment-Baum von der Wurzel zu einel
Blatt paarweise disjunkt sein miissen. Denn sobald ein Intervall in die Liste eines Kn
tensp aufgenommen wurde, wird es in keine Liste eines Nachfolgerpvaingefugt.

Wie kdnnen Aufspiel3-Fragen beantwortet werden? Um fur einen gegebenenxPunk
alle im Segment-Baum gespeicherten Intervalle zu finderx digspiel3t, benutzen wir
den Segment-Baum als Suchbaumxub.h. wir suchen nach dem Elementarsegment,
dasx enthalt. Wir geben dann alle Intervalle in allen Listen aus, die zu Knoten auf der
Suchpfad gehéren. Denn das sind genau séamtliche Intervalbe adispie3t. Genauer:
Wir rufen die folgende Prozedueport fir die Wurzel des Segment-Baumes und den
Punktx auf.

procedurereport (p : Knoten x : Punkd;
{ohne Einschrankung istx | (p)}
gebe alle Intervalle der Liste von p gus
if pist Blatt
then fertig
else
begin
if (p hat einen linken Sohnypand (x € I(py))
then report(py,X);
if (p hat einen rechten Sohrypand (x € 1(pp))
then report(pp, X)
end

Naturlich kann niemals zugleiche |(p,) undx € 1(pp) sein. Daher werden in der
Tat genaylog, N] Intervall-Listen betrachtet. Der Aufwand, die Intervalle auszugeben,
ist damit proportional zu loy und zur Anzahl der Intervalle, die enthalten. Insge-
samt haben wir damit eine Struktur mit folgenden Charakteristika: Das Einfligen eine
Intervalls ist in ZeitO(logN) mdglich; die zum Beantworten einer Aufspie3-Frage er-
forderliche Zeit istO(logN + k), wobeik die Grofl3e der Antwort ist. Die Struktur hat
den Speicherbeda@(NlogN).
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Um ein Intervall aus dem Segment-Baum zu entfernen, kénnen wir im Prinzip ge
nauso vorgehen wie beim Einfigen: Wir bestimmen zunéchsbdagN) Knoten, in
deren Intervall-Listen das zu entfernende Intervall vorkommt und entfernen es dann e
jeder dieser Listen. Da wir jedoch nicht wissen, wo das Intervall in diesen Listen vol
kommit, bleibt uns nichts anderes ibrig, als jede dieser Listen von vorn nach hinten
durchsuchen. Das kann im schlimmsten RXIN) Schritte fir jede Liste kosten — ein
nicht akzeptabler Aufwand. Wir wollen vielmehr erreichen, daRR wir fiir jedes Interval
| alle Vorkommen vorl in Intervall-Listen von Knoten des Segment-Baumes in ei-
ner Anzahl von Schritten bestimmen kénnen, die proportional zM logd zur Anzahl
dieser Vorkommen ist.

Wir |6sen das Problem folgendermafien: Als Grundstruktur nehmen wir eine
Segment-Baum, wie wir ihn bisher beschrieben haben. Darliberhinaus speichern wir
le im Segment-Baum vorkommenden Intervallnamen in einem alphabetisch sortiert
Worterbuch ab. D.h., in einer Struktur, die das Suchen, Einfiigen und Entfernen ein
Intervallnamens i©(logN) Schritten erlaubt, wenn wir eine Implementation durch ba-
lancierte Baume verwenden uhddie insgesamt vorhandene Zahl von Intervallnamen
ist. Jeder Intervallnamiedieses Worterbuches zeigt auf den Anfang einer verkettetel
Liste von Zeigern, die auf alle Vorkommen vérin der Grundstruktur weisen. Ins-
gesamt erhalten wir damit eine Struktur, die grob wie in Abbildung 7.16 dargestel
werden kann.

Da wir den Segment-Baum im wesentlichen unverandert gelassen haben, kdnnen
Aufspiel3-Fragen wie bisher beantworten. Beim Einfligen eines neuen Intervalls mi
sen wir natirlich den Namen dieses Intervalls zuséatzlich in das Worterbuch einflige
und auch die verkettete Liste von Zeigern auf samtliche Vorkommen des Intervalls i
Segment-Baum aufbauen. Da jedes Intervall an héchstems Bigllen im Segment-
Baum vorkommen kann, ist der Gesamtaufwand fur das auf diese Weise verande
Einfigen eines Intervalls immer noch von der GroRenordrdfiggN). Das Entfer-
nen eines Intervalls kann jetzt genau umgekehrt zum Einfligen ebenf@@dgN)
Schritten ausgefihrt werden: Man sucht den Namedes zu entfernenden Intervalls
im Worterbuch, findet dort die Verweise auf alle Vorkommen vam Segment-Baum
und kannl zunéchst dort und anschlieBend auch im Wérterbuch I6schen. Der gesan
Speicherbedarf dieser Struktur ist offent@{NIlogN).

Wir haben jetzt alles beisammen zur Losung des eingangs gestellten Problems,
le k Paare von sich schneidenden Rechtecken in einer gegebenen Meniyeismn
orientierten Rechtecken mit Hilfe des Scan-line-Verfahrens zu bestimmen. Man ve
wendet als Horizontalstruktur ein Paar von zwei dynamischen, also Einfugungen u
Streichungen erlaubenden Strukturen, einen Bereichs-Suchbaum zur Speicherung
linken Endpunkte der jeweils gerade aktiven Intervalle (= Schnitte der jeweils aktive
Rechtecke mit der Scan-line), und einen Segment-Baum fir die jeweils aktiven Inte
valle, um ein Worterbuch fur die Intervallnamen erweitert, wie eben beschrieben.

Die Strukturen liefern insgesamt eine Méglichkeit zur Implementation einer Meng
L von N Intervallen derart, daf? das Einfligen und Entfernen eines Intervalls stets
O(logN) Schritten mdglich ist und alleIntervalle aud., die sich mit einem gegebenen
Intervall Uberlappen, in Zed(logN + r) bestimmt werden kdnnen. Daher gilt:

Das Rechteckschnittproblem kann nach dem Scan-line-Verfahren mit Hilfe vo
Segment-Baumen in Ze®(NlogN + k) und PlatzO(NlogN) geldst werden. Dabei
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Segment-Baum
Intervall-Listen,
doppelt verkettet

Worterbuch
fur alle Intervalle

Abbildung 7.16

ist N die Anzahl der gegebenen Rechtecke kmiile Anzahl der Paare sich schneiden-
der Rechtecke.

Wir vergleichen dieses Ergebnis mit der in Abschnitt 7.3.2 erhaltenen Divide-anc
conquer-Losung desselben Problems: Die Laufzeit beider Verfahren ist dieselbe, al
der Speicherbedarf der Scan-line-Lésung ist nicht linear beschrankt. Wir werden i
nachsten Abschnitt Intervall-Baume als Alternative zu Segment-Baumen vorstelle
die ebenfalls in einer dem Scan-line-Prinzip folgenden Lésung des Rechteckschnittp!
blems verwendet werden kdnnen, die aber nur linearen Speicherbedarf haben. Dar
kann man eine Scan-line-Lésung des Rechteckschnittproblems griinden, die Zeitbec
O(NlogN + k) und Platzbedar®(N) hat.

Segment-Baume sind jedoch unabhangig von ihrer Verwendung in diesem Abschr
von eigenem Interesse. Gerade die redundante Abspeicherung von Intervallen an vie
Knoten und die Freiheit, die Intervallnamen in den Knotenlisten beliebig, und dam
auch nach neuen Kriterien anzuordnen, sind der Schliissel zu weiteren Anwendunc
(vgl. hierzu die Abschnitte 7.5 und 7.6).

SchlieBlich bemerken wir noch, dal man Segment-Baume auch voll dynamisch m
chen kann in dem Sinne, daf? ihre GroRe nicht von der GroflRe des Skeletts, sond
nur von der Anzahl der jeweils gerade vorhandenen Intervalle abhéangt. Einflige- u
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Entferne-Operationen sind aber noch komplizierter und damit einer Implementierut
fur die Praxis noch weniger zuganglich.

7.4.3 Intervall-Baume

Wir wollen jetzt eine Datenstruktur zur Speicherung einer Menge®(@th Intervallen

mit Endpunkten in einer diskreten Menge vaxiN) Endpunkten vorstellen, die nur
linearen Speicherbedarf hat und die Operationen Einfligen eines Intervalls, Entfern
eines Intervalls und AufspieRR-Fragen in Z&tlogN) bzw. O(logN + k) auszufiihren
erlaubt. Es dirfte unmittelbar klar sein, daf3 wir damit auch eine Verbesserung des Sc
line-Verfahrens zur Lésung des Rechteckschnittproblems erhalten.

Da wir es stets nur mit einer endlichen Menge von Intervallen zu tun haben, kénne
wir ohne Einschrankung annehmen, daR die Intervallgrenzen einer gegebenen Me
von hochstensl Intervallen auf die ganzen Zahlen. 1., sfallen, wobeis < 2N ist.

Ein Intervall-Baum zur Speicherung einer Menge von Intervallen mit Endpunkten i
{1,...,s} besteht aus einem Skelett und sortierten Intervallisten, die mit den Knoten d
Skeletts des Intervall-Baumes verbunden sind. Das Skelett des Intervall-Baumes ist
vollstandiger Suchbaum fir die Schlisselmefigie. ., s}. Jeder innere Knoten dieses
Suchbaumes ist mit zwei sortierten Intervall-Listen verbunden, ekxhéste und einer
o-Liste. Dieu-Liste ist eine nach aufsteigenden unteren Endpunkten sortierte Liste vc
Intervallen und dieo-Liste eine nach absteigenden oberen Endpunkten sortierte List
von Intervallen. Ein Intervalll,r] mitl,r € {1,...,s},| <r, kommtin deru-Liste und
o-Liste desjenigen Knotens im Skelett des Intervall-Baumes mit minimaler Tiefe vol
dessen Schlissel im Intervdllr] liegt.

Folgendes Beispiel zeigt einen Intervall-Baum fiir die Menge

{[1,2,[1,5],(3,4],[5,7],[6,71,[1, 7]}
von Intervallen mit Endpunktenifil, ..., 7}.

1,7, [3,4>
1,5, [3,4]>

<[57 >, [67]>
<57 >, 67>

In diesem Beispiel sind die-Listen stets oben und deeListen unten an die jeweils
zugehorigen Knoten geschrieben. Alle nicht explizit dargestelitemd o-Listen sind
leer. (Offenbar miissen die den Blattern zugeordneten Listen immer leer sein, wenn nr
nicht Intervallefi,i] mit 1 <i < szulafit!)

Bezeichnen wir fur einen Knotep eines Intervall-Baumes den Schliissel yomit
p.key, den linken Sohn vop mit p, und den rechten mip,, so kann das Verfahren
zum Einfugen eines Intervalls= [.1,1.] in einen Intervall-Baum wie folgt beschrieben
werden:
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procedure Einflgen(l : Intervall; p: Knoten;
{anfangs ist p die Wurzel des Intervall-Baumes; | ist ein Intervall
mit linkem Endpunkt .1 und rechtem Endpunkt I.
if p.keye |
then
flige | entsprechend seinem unteren Endpunkt in die u-Liste
von p und entsprechend seinem oberen Endpunkt in die
o-Liste von p ein und fertig!
else
if p.key< .1
then Einflgeril, pp)
else{p.key> 1.}
Einflgertl, p)

Fur jedes Intervall und jeden Knotem gilt, da3l entwedep.keyenthalten mul3 oder
aberl liegt ganz rechts vop.key(dann istp.key< .1) oderl liegt ganz links vorp.key
(dann istp.key> 1.). Da wir angenommen hatten, dal3 alle mdglichen Intervallgrenzer
als Schlussel von Knoten im Skelett des Segment-Baumes vorkommen, ist klar, d
das rekursiv formulierte Einfige-Verfahren hélt. Implementiert marudiéste undo-
Liste eines jeden Knotens als balancierten Suchbaum, folgt, da das Einfligen eil
Intervalls in einer Anzahl von Schritten ausgefiihrt werden kann, die héchstens line
von der Hohe des Intervallbaum-Skeletts und logarithmisch von der L&nge der eine
Knoten zugeordneten und o-Listen abhangt. Mit der zu Beginn dieses Abschnitts
gemachten Annahme sind daglogN) Schritte.

Das Entfernen eines Intervallserfolgt natirlich genau umgekehrt zum Einfligen:
Man bestimmt ausgehend von der Wurzel des Intervall-Baumes den Kpaoténge-
ringster Tiefe, fur derp.keye | gilt. (Einen derartigen Knoten mul3 es stets geben!)
Dann entfernt math aus den sortierten- und o-Listen vonp. Offenbar kann man das
ebenfalls inO(logN) Schritten ausfiihren.

Nun Uberlegen wir uns noch, wie Aufspiel3-Fragen beantwortet werden kénnen. D
bei nehmen wir an, daf? der Punktfiir den wir alle im Intervall-Baum gespeicherten
Intervalle finden wollen, di aufspief3t, einer der Schliissel des Skeletts ist. Das is
keine wesentliche Annahme, sondern soll lediglich sichern, dal3 eine Suchg inach
Skelett des Intervall-Baumes stets erfolgreich endet, und die Prasentation des Verf
rens vereinfacht wird.

Zur Bestimmung der Intervalle, die ein gegebener Punkt aufspiel3t, suchen wir i
Skelettbaum nack. Die Suche beginnt bei der Wurzel und endet beim Knoten mit
Schlussek. Ist p ein beliebiger Knoten auf diesem Pfad undpdtey+# x, dann kann
man nicht samtliche Intervalle ausgeben, die inwdyzw. o-Liste von p vorkommen,
denn diese Listen enthalten Intervalle, die zyw&ey, aber moglicherweisenicht auf-
spiel3t. Ist jedoclp.key> x, so kdnntex die Intervalle eines Anfangsstiicks det.iste
von p durchaus ebenfalls aufspiel3en. Entsprechend katurchaus einige Intervalle
eines Anfangsstiicks derListe aufspieRen, wenp.key< x ist. Diese Intervalle miis-
sen naturlich sémtlich ausgegeben werden. Abbildung 7.17 illustriert die beiden Falle

Wir haben angenommen, daf genau einer der drei ¥&llp.keyoderx < p.keyoder
x> p.keymdoglich ist. Daher kdnnen wir das Verfahren zum Berichten aller Intervalle
eines Intervall-Baumes, dieaufspiel3t, wie folgt formulieren:
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u-Liste o-Liste

P p.key p p.key

a) x < p.key b) x> p.key

Abbildung 7.17

procedurereport(p : Knoten x: Punkd;
if x= p.key
then
gebe alle Intervalle der u-Liste (oder
alle Intervalle der o-Listgvon p aus und fertig!
else
if X< p.key
then
gebe alle Intervalle | der u-Liste von p mit
.I <xaus {das ist ein Anfangsstuck dieser Ligte!
report (py,X)
else{x > p.key}
gebe alle Intervalle | der o-Liste von p mit
I. > x aus {das ist ein Anfangsstiick dieser Ligte!

report (P, X)

Die Ausgabe eines Anfangsstiicks einer sortierten Liste, die als balancierter Su
baum implementiert ist, kann offensichtlich in einer Anzahl von Schritten erfolgen, dit
linear mit der Anzahl der ausgegebenen Elemente wachst.

Die u- undo-Listen eines Knotens des Skeletts eines Intervall-Baumes kénnen ma>
mal alleN Intervalle enthalten. Da jedoch jedes Intervall in deundo-Liste héchstens
eines Knotens vorkommen kann, benétigt die Struktur insgesan®(iy Speicher-
platz. Wir fassen unsere Uberlegungen wie folgt zusammen:

Intervall-Baume eignen sich zur Speicherung einer dynamisch veranderlichen Men
von héchstensl Intervallen mit Endpunkten im BereicfL,...,s}, s< 2N. Sie haben
Speicherbeda®(N) und erlauben das Einfligen eines Intervalls in Z¥ibgN), das
Entfernen eines Intervalls in Zai(logN), und das Beantworten von Aufspiel3-Fragen
in Zeit O(logN + k), wobeik die Grof3e der Antwort ist.
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Der Aufbau eines Intervall-Baumes kann durch Bildung des zunéchst leeren Skele
in Zeit O(N) geschehen, das dann durch iteriertes Einfligen gefullt wird.

Auf Grund der bereits zum Ende des vorigen Abschnitts 7.4.2 angestellten Uberl
gungen erhélt man ferner:

Das Rechteckschnittproblem kann nach dem Scan-line-Verfahren mit Hilfe vo
Intervall-Baumen in ZeiO(NlogN + k) und PlatzO(N) geldst werden. Dabei i$t die
Zahl der gegebenen Rechtecke wndie Anzahl sich schneidender Paare von Recht-
ecken.

Intervall-Baume haben gegeniiber Segment-Baumen den Vorzug, weniger Speich
platz zu beanspruchen. Ihr Nachteil ist, daf3 sie weniger flexibel sind. Denn im Ur
terschied zu Segment-Baumen kann man die Knotenlisten in Intervall-BAumen nic
beliebig anordnen.

Intervall-Bdume wurden unabhéngig voneinander von Edelsbr r [41] und Mc
Creight ] erfunden. McCreight kommt jedoch auf ganz ander lege zu dies
Struktur nennt sie Kachelbaum-Struktur (tile tree): Er benutzt die Darstellung vo
Intervallen durch Punkte in der Ebene, wie wir sie im nachsten Abschnitt kennenlerne
werden. Fir Intervall-Baume gilt Gibrigens wie fir Segment-Baume, daf3 sie vollkon
men dynamisch gemacht werden kdénnen; d.h. ihre Grof3e palt sich der Anzahl c
jeweils vorhandenen Intervalle dynamisch an. Wir haben dagegen eine halbdynamis
Struktur: Ein anfangs leeres Skelett kann dynamisch gefllt werden.

7.4.4 Prioritats-Suchbaume

Wir haben bereits in Abschnitt 7.4.1 gezeigt, dal3 es zur Implementation des Scan-lir
Verfahrens zur Lésung des Rechteckschnittproblems geniigt, eine Implementation
eine Mengd. von Intervallen zu finden, auf der folgende Operationen ausgefihrt wer
den: Einflgen eines Intervalls, Entfernen eines Intervalls und fiir ein gegebenes Int
vall | alle Intervallel’ ausL finden, die sich mit tUberlappen, fur die alsbn |1’ # 0

ist. Nachdem wir in den Abschnitten 7.4.2 und 7.4.3 zwei Moglichkeiten angegebe
haben, die sich durch eine weitere Reduktion des Uberlappungsproblems fiir Interva
auf das Beantworten von Bereichs- und AufspieR-Fragen ergaben, wollen wir jetzt d
Uberlappungsproblem direkt betrachten.

Jedes Intervall (mit Endpunkten aus einer festen, beschrankten Menge maoglict
Endpunkte) kann man reprasentieren durch einen Punkt im zweidimensionalen Rau
Reprasentiere das Interv@llr] mit | < r durch den Punk{r,l). Dann bedeutet die
Aufgabe, alle Intervalléx',y'] zu bestimmen, die sich mit einem gegebenen Intervall
| = [x,y] Uberlappen, genau dasselbe wie die Aufgabe, alle Pugkté) zu berich-
ten, mitx <y undx <y, d.h. alle Punkte, die rechts unterhalb des Frage-Pyrkts
liegen. Abbildung 7.18 erlautert dies genauer an einem Beispiel.

Es geniigt also, eine Struktur zur Speicherung einer Menge von Punkten im zwe
dimensionalen Raum zu finden, derart, daf} das Einfiigen und Entfernen von Punk
moglichst effizient ausfiuhrbar ist und auRerdem alle Punkte eines bestimmten Bereic
moglichst schnell berichtet werden kdnnen. Glicklicherweise sind die Bereiche, d
wir zulassen missen, von sehr spezieller Form. lhre Grenzen sind parallel zu den
gebenen Koordinatenachsen, also iso-orientiert; mehr noch, sie sin&gjetgtindet
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Abbildung 7.18

(south-groundeldd.h. die untere Bereichsgrenze fallt mit dedchse zusammen. Man
kann einen solchen Bereich dlss-dimensionadnsehen. Denn er ist festgelegt durch
einen eindimensionalen BereichxRichtung (den linken und rechten Randwert) und
durch eine Obergrenze iARichtung, vgl. Abbildung 7.19.

(Die zur Lésung des Uberlappungsproblems fiir Intervalle bendétigten Bereiche sil
rechts offen, d.h. sie haben den maximal mdglickeiert als rechten Randwert.)
Prioritats-Suchbaume sind genau auf diese Situation zugeschnitten. Sie sind eine
dimensionale Struktur zur Speicherung von Punkten im zweidimensionalen Raum. E
Prioritats-Suchbaunist ein Blattsuchbaum fir dig-Werte und zugleich ein Heap fir
die y-Werte der Punkte. Genauer: Jeder Pypky) wird auf einem Suchpfad von der
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Y,
Obergrenze |------------

x—Bereich

Abbildung 7.19
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Wurzel zum Blattx an einem inneren Knoten entsprechend seigeivert abgelegt.

D.h. diey-Werte nehmen auf jedem Suchpfad hochstens zu. Auch Prioritats-Suchbaur
kann man als volldynamische oder halbdynamische Skelettstrukturen tber einem |
sten, beschrankten Universum entwickeln. Abbildung 7.20 zeigt einen Prioritatssuc

baum, der die Punkt&, B, C, Ddes ersten Beispiels Uber dem Univers{in..., 10}
moglicherx-Koordinaten speichert.

Ordnung dex-Werte
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Abnehmende
Prioritats-
ordnung y-Werte)
B(9,4)
C(10,2)

D(5,3)

A(6,1)

Abbildung 7.20
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Wir haben die Punkte nattrlich stets so nah wie moglich bei der Wurzel gespeiche
Wollen wir in diesen Prioritéts-Suchbaum als weiteren Punkt etwa den Buak8, 1)
einflgen, kénnen wir so vorgehen: Wir folgen dem Suchpfad von der Wurzel zum Bla
mit Wert 8. Auf diesem Pfad mul3 der Puriktabgelegt werden und zwar so, dal3 die
y-Koordinaten aller unterwegs angetroffenen Punkte hochstens zunehmen. Daher le
wir den PunkiE an der Stelle ab, an der zuvor der Kno@stand. Nun fahren wir mit
C = (10,2) stattE fort und folgen dem Suchpfad zum Blatt 10. Dabei treffen wir auf
den KnoterB = (9,4) und sehen, dal wi€ dort ablegen mussen. Schlieflich wid
beim Blatt 9 abgelegt.

Wir haben in den zur Veranschaulichung benutzten Figuren die Suchstruktur v
Prioritatsbaumen nicht explizit deutlich gemacht, sondern vielmehr stillschweigend a
genommen, dalB an den inneren Knoten eines Prioritats-Suchbaumes stets geeig
Wegweiser stehen, die eine Suche nach einem mit einem bestim#itent bezeich-
neten Blatt dirigieren. Eine Moglichkeit ist, das Maximum der Werte im linken Teil-
baum zu nehmen. Wir wollen diesen Wert den die Suche dirigiereGgkmverteines
Knotensp nennen und mip.svhbezeichnen. Zur Vereinfachung nehmen wir ferner an,
daB keinx-Wert eines Punktes doppelt auftritt. (Ist diese Voraussetzung fiir eine geg
bene Menge von Punkten nicht erfillt, so betrachte man statt einer Menge von Punk
(x,y) die Menge der Punktgx,y),y), wobei die erste Koordinate lexikographisch, also
zuerst naclx, dann nacly geordnet ist.)

Jeder Knoterp eines Prioritats-Suchbaumes kann héchstens einen Punkt speiche
den wir mit p.Punkt bezeichnenp.Punktkann undefiniert sein. Igt.Punktdefiniert,
sind p.Punktx und p.Punkty die Koordinaten des am Knotgngespeicherten Punktes
p.Punkt

Wir beschreiben jetzt zunéachst das leere Skelett eines Prioritats-Suchbaumes
Speicherung einer Menge vdhPunkten{(x1,y1),...,(Xn,Yn) }: ES besteht aus einem
vollstéandigen, binaren Blattsuchbaum fiir die (nach Annahme paarweise verschieden
x-Werte {x1,...,xn} der Punkte. Diesg-Werte sind die Splitwerte der Blatter in auf-
steigender Reihenfolge von links nach rechts; die Punkt-Komponenten der Blatter si
undefiniert. Jeder innere Knoten des leeren Skeletts hat als Splitwert das Maximum
Splitwerte im linken Teilbaum; die Punktkomponenten sind ebenfalls undefiniert.

Das Verfahren zum (iterierten) Einfligen eines Punkesis der gegebenen Menge
mit den Koordinatei\.x undA.y kann nun wie folgt formuliert werden:

procedure Einfliigen(p : Knoten A: Punkd;
{anfangs ist p die Wurzel des Skelgtts
if p.Punkt ist undefiniert
then {A ablegen} p.Punkt:= A
else
if p.Punkty <Ay
then {Suchpfad nach 4 folger}
begin
if p.sv> Ax
then Einfuger{p,,A)
elseEinfliger{ pp, A)
end
else{p.Punkty > Ay}
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begin
{A ablegen und mit jJPunkt weitermachen
hilf := p.Punkt
p.Punkt:= A;
Einflgertp, hilf)
end

Betrachten wir als Beispiel eine Menlevon acht Punkten:
M={(1,3),(2,4),(3,7),(4,2),(5.1),(6,6),(7,5),(8,4)}

Nach Einfgen der ersten drei Punkie3), (2,4), (3,7) in das anfanglich leere Skelett
erhalt man den Prioritats-Suchbaum von Abbildung 7.21. Dabei sind die Splitwert
jeweils in der oberen und die Punkte in der unteren Halfte der Knoten dargestellt.

Abbildung 7.21

Einflgen des Punktdd, 2) liefert den Baum von Abbildung 7.22.

Einflgen des Punktd€$, 1) liefert den Baum von Abbildung 7.23.

Einfugen der restlichen Punk{é,6), (7,5), (8,4) ergibt schlie3lich den Prioritats-
Suchbaum von Abbildung 7.24.

Wir hatten angenommen, daf3 nur Punkte aus der vorher bekannten Menge
paarweise verschiedenarVerten in das anfanglich leere Skelett eingefligt werden.
Daher kann niemals der Fall eintreten, daf fiir einen dieser Punkte kein Platz auf de
Suchpfad von der Wurzel zu dem mit deaWert des Punktes markierten Blatt ist:
Spatestens in diesem Blatt findet der Punkt Platz.
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Abbildung 7.22

Abbildung 7.23

Um einen Punk{Xxo, o) aus dem Prioritats-Suchbaum eatfernen sucht man zu-
néchst den Knotep mit p.Punkt= (X, yo). Die Suche wird allein durch deaWert des
zu entfernenden Punktes und die Splitwerte der Knoten dirigiert. Hat hdchstens eir
der S6hne vomp einen Punkt gespeichert, kann man diesen Punkt “hochziehen”, d.h. zi
Punktkomponente vop machen und mit dem Sohn vgnebenso fortfahren, bis man
bei den Blattern oder bei einem Knoten angelangt ist, der nur S6hne ohne Punktko
ponenten hat. Haben beide S6hne yoginen Punkt gespeichert, ersetzt nmRunkt
durch den Punkt mit dem kleinergaWert. Durch dieses Hochziehen entsteht dort eine
Licke, die auf dieselbe Weise geschlossen wird. Mit anderen Worten: Die durch d
Entfernen eines Punktes im Innern des Prioritats-Suchbaumes entstehende Licke \
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Abbildung 7.24

nach Art eines Ausscheidungskampfes unter den Punkten der Séhne geschlossen:
Punkt mit dem jeweils kleinereyxWert gewinnt und wird hochgezogen.

Das Verfahren zum Entfernen eines Punkddsann damit wie folgt formuliert wer-
den:

1. Schritt {Suche nach einem Knoten p miPpnkt= A}
{anfangs ist p die Wurzgl
while (p.Punkt ist definieftand (p.Punkt# A) do

if p.sv> Ax
then p:= p,
elsep:= pp;

if p.Punkt ist definiert
then {p.Punkt= A} Schritt 2 ausfiihren
elseA kommt nicht var {fertig}

2. Schritt {Entfernen und nachfolgende Punkte hochziéhen
procedure Entfernen(p : Knoten);
{anfangs ist fPunkt= A}
entferne pPunkt, d.h. setze.punkt:= undefinierf
Fall 1: [py.Punkt ist definiert, und pPunkt ist definieft
if pp.Punkty < pp.Punkty

then
begin
p.Punkt:= p,.Punkg
Entfernerip,)
end
else
begin

p.Punkt:= pp.Punkt
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Entferneripp)
end,
Fall 2: [p).Punkt ist definiert, aber pPunkt nicht
p.Punkt:= p,.Punkg
Entfernerip,);
Fall 3: [pp.Punkt ist definiert, aberpPunkt nicht
p.Punkt:= pp.Punkt
Entferneripp);
Fall 4: [weder p.Punkt noch p.Punkt ist definieft
{Hochziehen beendgtertig!

Entfernt man beispielsweise aus dem letzten Baum im angegebenen Beispiel ¢
Punkt(5, 1), missen nacheinander die Punide?), (1,3) und(2,4) hochgezogen wer-
den. Man erhalt den Baum von Abbildung 7.25.

Abbildung 7.25

Es durfte damit unmittelbar klar sein, daf3 das Einfliigen und Entfernen von Pun
ten aus der urspriinglich gegebenen MengeNdPunkten stets il©(logN) Schritten
maoglich ist. Denn das Skelett des Prioritats-Suchbaumes hat eine daggsN] be-
schréankte Hohe.

Wir Uberlegen uns nun, wie man alle in einem Prioritats-Suchbaum gespeichert
Punkte(x,y) findet, dererx-Koordinaten in einem Bereiclx, %] liegen und dereg-
Koordinaten unterhalb eines Schwellenwerstgbleiben.

Weil jeder Prioritats-Suchbaum ein Suchbaum fundi&ferte ist, kann man den Be-
reich der Knoten mit zuléssigeaWerten von Punkten leicht eingrenzen. Unter diesen
befinden sich die Knoten mit einem zuldssigeWert in einem Préfix des Baumes,
d.h. sobald man auf einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt auf einen Punkt
y-Wert > yp sto3t, kann man die Ausgabe an dieser Stelle abbrechen. Grob vereinfa
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kann der Bereich der zulassigen Punkte wie in Abbildung 7.26 angegeben dargest:
werden.

x_1__
x_f__

Abbildung 7.26

Jedem Knoten des Skeletts des Prioritats-Suchbaumes kann man ein Intervall ma
licher x-Werte eines an dem Knoten gespeicherten Punktes zuordnen. An der Wur?z
ist das Intervall der gesamte zulassigBereich, an den Blattern besteht er nur noch
aus dem jeweiligen Splitwert. Um die Punkte zu bestimmen, deféferte im vor-
gegebenen Bereichx, x| liegen, mul man héchstens die Knoten inspizieren, derer
zugehdrige Intervalle einen nichtleeren Durchschnitt mit dem Intepyak,] haben.
Das zeigt Abbildung 7.27.

X Xr

—

f !
| |
[ 1
| |

zu untersuchende Knoten

Abbildung 7.27
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Den Bereich der héchstens in Frage kommenden Knoten kann man so abgrenz
Man benutzt den Prioritats-Suchbaum als Suchbaum fir die Grepaemd x, des
gegebenen Intervallg, x;]. Alle Knoten auf den Suchpfaden von der Wurzel nach
bzw.x sowie sdmtliche Knoten im Baum, die rechts vom Suchpfad maahd links
vom Suchpfad nack liegen, kénnen Punkte speichern, dexéiert in das gegebene
Intervall fallt.

Unter diesen Knoten miissen diejenigen bestimmt werden, die einen Pugii\f@rt
< yo gespeichert haben. Da digWerte von Punkten auf jedem Pfad von der Wurzel
zu den Blattern zunehmen, kann man die gesuchten Punkte berichten in einer Anz
von Schritten, die proportional zur H6he des Skeletts und zur Arkzabi berichteten
Punkte ist, d.h. ifd(logN + k) Schritten.

Kehren wir zuriick zum Ausgangsproblem, die Menge aller Paare sich schneidenc
Rechtecke in einer Menge vdwh gegebenen Rechtecken in der Ebene zu bestimmer
Dieses Problem kann mit Hilfe des Scan-line-Verfahrens und Prioritéts-Suchbaum
zur Verwaltung der jeweils gerade aktiven Intervalle, d.h. der Schnitte der Scan-line ir
den Rechtecken, in Ze@(NlogN + k) und PlatzO(N) geltst werden. Dabei it die
Anzahl der zu berichtenden Paare.

Fur eine praktische Implementation mag es wiinschenswert sein, anstelle einer S
lettstruktur der GroR@®(N) wéahrend des Hinliberschwenkens der Scan-line tber die
Eingabe eine volldynamische Struktur zu verwenden, deren GroR3e sich der Anz
der jeweils gerade aktiven Rechtecke anpal3t. Wie im Falle von Segment-Baumen L
Intervall-Baumen kann man auch im Falle von Prioritdtssuchbaumen eine auf einer ¢
eigneten Variante von balancierten Baumen gegriindete, volldynamische Variante v
Prioritatssuchbaumen entwerfen, die das Einfigen und Enfernen eines Intervalls
O(logn) Schritten erlaubt, wenn die Anzahl der gerade gespeicherten Intervalle ist,
und die es erlaubt, alle Punkte in einem S-gegriindeten Bereich in Z&(logn+ k)
zu berichten. Man vergleiche hierz 0].

Wir skizzieren hier, wie man ein lldynamische Variante von Prioritats-Suchbat
men erhdlt, die analog zu natirlichen Suchbdumen (random trees) zu einer gegebe
Folge von Punkten gebildet werden kénnen und damit das Einfugen und Entfern
eines Punktes im Mittel i©(logn) Schritten erlauben. An Stelle des starren Skeletts
verwenden wir als Suchstruktur einen natirlichen und damit von der Reihenfolge d
Punkte abhéngigen Blattsuchbaum. D.h. das Einfligen eines Puxkig¢a.x, A.y) in
den anfangs leeren Baum, der aus einem einzigen Knoten mit einem fiktiven Splitwe
oo besteht, geschieht in zwei Phasen.

1. Phase: Suchbaum-Erweiterung

In dem bisher erzeugten Blattsuchbaum wird ein neues Blatt mit (Split-)Xewtr-
zeugt und zwar so, dald im entstehenden Blattsuchbauw\iferte aller bisher einge-
fugten Punkte als Splitwerte der Blatter in aufsteigend sortierter Reihenfolge erschein
und an jedem inneren Knoten als Splitwert stets das Maximum der Splitwerte im linke
Teilbaum steht. Wir beginnen mit einer Suche im bisherigen Baum Aach


Literaturverweis [120]
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p:= Wurze|
while (p ist kein Blatj do
if Ax< p.sv
then p:= p,
elsep:=pp

So findet man ein Blatp mit Splitwert p.sv. Anfangs gilt trivialerweiséA.x < p.sv.
Wir sorgen dafir, dalR diese Bedingung stets erhalten bleibt, inderp eirch einen
Knoten mit zwei S6hnequndr ersetzen: Der linke Sohmerhélt als SplitwerA.x, der
rechte als Splitwerp.svund p den neuen Splitwe/.x:

q r

Ein eventuell bep gespeicherter Punkt bleibt dort. Es gibt dann zu jedem Splitwert
genau ein Blatt mit Splitwent und einen inneren Knoten auf dem Suchpfad zu diesem
Blatt, der ebenfallg als Splitwert hat.

2. Phase: Ablegen des Punkte&

Der PunktA wird seinemy-Wert A.y entsprechend auf dem Suchpfad von der Wurzel
zum Blatt mit SplitwertA.x so nah wie mdglich an der Wurzel abgelegt. Diese Pha-
se unterscheidet sich Giberhaupt nicht von dem fiir die Skelett-Variante von Prioritat
Suchbaumen erklarten Einfligeverfahren.

Beispiel: Es sollen der Reihe nach die Punkte

(6,4),(7,3),(2,2),(4,6),(1,5),(3,9),(5,1)
in den anfangs leeren Baum eingefiigt werden. Einfligen des ersten Pi@#&jdefert
den Baum von Abbildung 7.28.

Einfiigen von(7,3) liefert den Baum von Abbildung 7.29. Zum Einfiigen des nach-
sten Punkte$2,2) wird zunéchst der unterliegende Suchbaum erweitert. Man erhél
den Baum von Abbildung 7.30.

Ablegen des Punktg®, 2) verdrangt den Punk@,3) von der Wurzel und liefert den
Baum von Abbildung 7.31.

Fugt man die restlichen Punkte auf dieselbe Weise ein, so erhélt man schlie3lich d
Prioritats-Suchbaum von Abbildung 7.32.

Das Entferneneines Punktes\ verlauft umgekehrt zum Einfligen: Man sucht zu-
nachst mit Hilfe des-WertesA.x einen Knoterp, an demA abgelegt wurde. Die durch
das Entfernen dieses Punktes entstehende Liicke schlief3t man durch (iteriertes) Hc
ziehen von Punkten wie im Falle der Skelettstruktur. Man muf3 jetzt noch die unterlie
gende Suchbaumstruktur um ein Blatt mit Splitw&st und einen inneren Knoten mit
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Abbildung 7.28

Abbildung 7.29

Abbildung 7.30
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Abbildung 7.31

Abbildung 7.32

gleichem Splitwert verkleinern. Das geschieht wie folgt: Man sucht nach dem zu en
fernenden Blatp mit SplitwertA.x; unterwegs trifft man bei dieser Suche auch auf den
inneren Knoterg mit SplitwertA.x. Zwei Falle sind mdglich:

Fall 1: [pist rechter Sohn seines Vaters, vgl. Abbildung 7.33]

Dann muf3 der Splitwert des Vatepp von p der symmetrische Vorganger vénx
sein. Man kann als¢ p durch den linken Teilbaum vopip ersetzen und den Splitwert
A.x von g durch den Splitwery von ¢ p ersetzen, ohne daf} dadurch Suchpfade nact
anderernx-Werten, die vorA.x verschieden sind, beeinflu3t werden. Beiann héch-
stens der PunkA abgelegt gewesen sein, den wir ja entfernt haben. Ein eventuell be
¢ p abgelegter PunkB mufl3 seineny-Wert entsprechend in den linken Teilbaum von
¢ p hinunterwandern. Dort ist Platz! Denn es gibt dort ein Blatt mit Splituext
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Abbildung 7.33

Fall 2: [pist linker Sohn seines Vaters, vgl. Abbildung 7.34]

Abbildung 7.34

Dann muf3 der Vatepp von p ebenfallsA.x als Splitwert haben; denn der Splitwert
jedes inneren Knotens ist das jeweilige Maximum der Splitwerte im linken Teilbaurr
Ersetzt man alsop(und)¢$ p durch den rechten Teilbaum v@ip, wird jede Suche nach
einem im rechten Teilbaum vopp stehenderx-Wert nach wie vor richtig gelenkt.
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Einen eventuell bepp abgelegten Puni® mulR man in den rechten Teilbaum vop
hinunter wandern lassen.

Verfolgen wir als Beispiel das Entfernen des Punkf&4) aus dem zuletzt erhalte-
nen Baum auf den vorhergehenden Seiten: Der Punkt ist an der Wurzel abgelegt. [
nach dem Entfernen entstehende Liicke wird zunachst durch Hochziehen der Pun
(2,2), (6,4), (4,6) und(3,9) geschlossen. Dann werden das Blatt und der innere Kno:
ten mit Splitwert 5 entfernt und man erhalt den Baum von Abbildung 7.35. Entferne
des Punkte$6,4) ergibt den Baum von Abbildung 7.36 (vgl. Fall 1).

Abbildung 7.35

7.5 Das Zickzack-Paradigma

Wir haben bisher in erster Linie Probleme diskutiert, die Mengen iso-orientierter Ob
jekte in der Ebene betrafen. In der Tat ist dieser Fall besonders griindlich untersuc
worden mit dem Ergebnis, dal’ zahlreiche effiziente oder sogar optimale Algorithme
fur diesen Fall gefunden wurden, va]. In Wirklichkeit hat man es aber haufig mi
Mengen beliebig orientierter Objekt imensionalen Raund,> 2 zu tun. Beispie-

le sind Mengen beliebig orientierter Liniensegmente in der Ebene und Polygone od
polygonal begrenzte Flachen im dreidimensionalen Raum. Wir wollen in diesem Ak
schnitt der Frage nachgehen, ob und gegebenenfalls unter welchen Bedingungen ¢


Literaturverweis [195]
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Abbildung 7.36

ein Verfahren zur L6sung eines algorithmischen Problems fir Mengen iso-orientiert
Objekte verallgemeinern &Rt zu einem Verfahren zur Lésung des entsprechenden F
blems fiir Mengen beliebig orientierter Objekte. Dabei mdchte man natirlich méglich:
wenig an Effizienz einbtiRen. Wir werden zeigen, dal3 das fiir eine grof3e Klasse von V
fahren moglich ist, genauer: fur solche Verfahren, die dem Scan-line-Prinzip folgen ur
von halbdynamischen Skelettstrukturen Gebrauch machen, wie wir sie in Abschnitt 7
vorgestellt haben. Wir erlautern das Prinzip des Ubertragens eines Verfahrens vom i
orientierten auf den allgemeinen Fall am Beispiel des Schnittproblems fiir Polygon
Das ist folgendes Problem: Gegeben sei eine Mengegeolygonen mit insgesanmi
Kanten in der Ebene. Gesucht sind alle Paare sich schneidender Polygone. Zwei P
gone schneiden sich, wenn sich entweder zwei Polygonkanten dieser Polygone schi
den oder das eine Polygon das andere vollstandig einschlie3t. Wir lassen nur einf:
geschlossene Polygone zu. Die Polygone kénnen, miissen aber nattrlich nicht kon
sein. Im Falle, daf alle Polygone konvex sind, kann die Losung des Polygonschnittpl
blems vereinfacht werden. Die im folgenden skizzierte Lésung des Polygonschnittpr
blems kann leicht auf den Fall ausgedehnt werden, daR3 die gegebenen Polygone n
samtlich einfach geschlossene Polygone sind, sondern von allgemeinerer Art sind, ¢
z.B. Lécher enthalten. Jedes einfach geschlossene Polygon kann man sich gegeben
ken als Folge seiner in Umlaufrichtung angeordneten Eckpunkte. Durchlauft man d
Eckpunkte in dieser Reihenfolge, kehrt man zum Ausgangspunkt zuriick; das Innere (
Polygons soll dabei stets rechts liegen. Wir wollen das Polygonschnittproblem ahnli
wie das Rechteckschnittproblem I6sen, indem wir dem Scan-line-Prinzip folgen und
ne horizontale Scan-line von oben nach unten tiber die Menge der gegebenen Polyg
hinwegschwenken, vgl. Abbildung 7.37.

Dabei merken wir uns wie im Fall des Rechteckschnittproblems die Schnitte d
Polygone mit der Scan-line als eindimensionale Intervalle in einer dynamisch vera
derlichen Datenstruktur. Was sind die Unterschiede zwischen dem iso-orientierten u
diesem allgemeineren Fall?
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Abbildung 7.37

Zunachst bemerken wir, dal? ein Polygon mehr Kantenschnitte mit der Scan-line h
ben kann, z.B. vier wie das Polyg@in Abbildung 7.37, und nicht nur zwei wie im
Falle von Rechtecken. Die Anzahl der Schnitte kann die Grol3enordR(Ny errei-
chen, wenmN die Gesamtzahl der Kanten ist. Allerdings kann die Scan-line héchsten
zwei Kanten eines konvexen Polygons schneiden. In jedem Fall werden die Polygo
durch wachsende und schrumpfende Intervalle auf der Scan-line représentiert. Das
der zweite Unterschied zum iso-orientierten Fall. Trifft dort die Scan-line den obere
Rand eines Rechtecks, so wird das durch seinen linken und rechten Rand gegeb
Intervall in die Menge der aktiven Intervalle aufgenommen und bleibt darin unver
andert, bis die Scan-line den unteren Rechteckrand erreicht. Im Falle eines Polygc
hingegen wachsen und schrumpfen diese Intervalle. Schlief3lich ist nicht zu sehen, v
man ein diskretes Raster finden kénnte, das als Grundlage zum Bau einer halbdyna
schen Skelettstruktur dienen kdnnte, das also Platz fir alle beim Hinunterschwenk
der Scan-line auftretenden Intervalle bietet. Dieser zuletzt genannte Unterschied ist (
entscheidende. Denn das Wachsen und Schrumpfen von Intervallen, die die Schnitte
Scan-line mit den Polygonen bilden, kann man einfach ignorieren, solange man die |
weils korrekte, relative Anordnung der Intervallgrenzen aufrecht erhalten kann. Fern
kann man die Schnitte eines jeden Polygons mit der Scan-line in einem dem Polyg
zugeordneten (balancierten) Suchbaum speichern (vgl. weiter unten). Es bleibt dar
das Hauptproblem, einen Ersatz fiir das im iso-orientierten Fall offensichtlich vorhar
dene diskrete Raster zu finden, auf das man eine Skelettstruktur griinden kann. Im F:
des Rechteckschnittproblems wird ndmlich das Raster von der Menge aller linken ul
rechten Rechteckseiten gebildet: Das ist eine angeordnete Menge von diskreten Pu
ten auf derx-Achse derart, daf3 jedes im Verlauf eines Scans von oben nach unten
der Vertikalstruktur abzuspeichernde Intervall ein Intervall iber diesem Punktraster is
Die Polygonkanten bilden dagegen eine Menge beliebig orientierter Liniensegmer
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in der Ebene, die nicht in &hnlicher Weise eine Rasterung-dehse induzieren. Wie
wir bereits bei der Loésung des allgemeinen Segmentschnittproblems im Abschnitt 7.2
gesehen haben, kann man auch nicht erwarten, daf® die Polygonkanten in eine flr
ganzen Scan feste Reihenfolge gebracht werden kénnen, die fir die jeweils von ¢
Scan-line geschnittenen Kanten mit der Von-links-nach-rechts-Reihenfolge der Schni
punkte langs der Scan-line Gbereinstimmt. Man wird hochstens eine lokal gultige Al
ordnung verlangen kénnen, die an jedem Schnittpunkt zweier Kanten verandert werc
muf3.

Wir suchen also einédnfangsanordnungder die Polygonkanten bildenden Menge
von Liniensegmenten. Diese Anfangs-Anordnung liefert das zu Beginn desiSkahs
glltige Raster Das lokal gultige Raster wird an jedem Schnittpunkt zweier Kanten
dadurch verandert, da die am Schnitt beteiligten Kanten ihre Platze tauschen. [
lokal giiltige Raster ist unser Ersatz fur das im iso-orientiertergtatlal gultige Raster
der linken und rechten Rechteckseiten. Wir werden also jedes Polygon durch ein oc
mehrere Intervalle Gber dem lokal glltigen Raster reprasentieren ebenso, wie wir |
iso-orientierten Fall jedes Rechteck durch ein Intervall Giber dem globalen Raster d
linken und rechten Rechteckseiten reprasentiert haben. Das einzige Problem bes
darin, eine geeignete Anfangsanordnung zu finden, mit der wir den Scan von oben n¢
unten beginnen kénnen.

Wir kbnnen dieses Problem préaziser formulieren, wenn wir den Begriff der fir eine
Scan von oben nach unten geeigneten Anfangsanordnung einer gegebenen Menge
Liniensegmenten in der Ebene wie folgt definieren:

Eine totale Ordnung<” einer Menge von Liniensegmenten in der Ebene heif3t fir
einen Scan von oben nach untgeeignete Anfangsanordnungenn folgender Algo-
rithmushsweepausfihrbar und korrekt ist, d.h. die als Kommentare vermerkten Zusi
cherungen gelten an den angegebenen Stellen.

Algorithmus hsweep
S:= Folge der Liniensegmente in Anordnung™, alle
Segmente als “nicht vorhanden” markiert
Q:= Folge der oberen Endpunkte, unteren Endpunkte und
Schnittpunkte von Liniensegmenten in absteigender
y-Reihenfolge
while Q ist nicht leerdo
begin
p := nachster Punkt von Q
caseArt von pof
p oberer Endpunkt eines Segments s
markiere s als “vorhanden” in S
p unterer Endpunkt eines Segments s
markiere s als “nicht vorhanden” in S
p Schnittpunkt zweier Segmente s und t
{s und t sind als “vorhanden” markiert und in S sind
keine zwischen s und t stehenden Segmente
als “vorhanden” markierg
ersetze S durch die Anordnung, die durch
Vertauschen von s undt in S entsteht
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end {cas¢g
{die Anordnung der als “vorhanden” markierten Elemente
in S stimmt Uberein mit der Links-nach-rechts-Anordnung
dieser Segmente langs einer unmittelbar unterhalb von p
verlaufenden horizontalen Geraden
end {while}
{alle Elemente von S sind als “nicht vorhanden” markiert
end {Algorithmus hsweép

Die Anordnung der Segmente $izwischen je zwei aufeinanderfolgenden Schnitt-
punkten (au€) ist das zwischen diesen Punkten lokal gliltige Raster: Es bietet Platz fi
alle zwischen diesen Punkten beginnenden Segmente durch Eintrag in das “Skelett
in der richtigen Anordnung von links nach rechts. Das Finden einer fur einen Scan vc
oben nach unten geeigneten Anfangsanordnung ist trivial, wenn die gegebene Mer
nur aus vertikalen Liniensegmenten besteht: Die gesuchte Anordnung ist dann einfe
die Anordnung der Segmente in aufsteigendBeihenfolge. Das ist der iso-orientierte
Fall, in dem keine Schnittpunkte vorkommen und die Anfangsanordnung nicht mel
verandert wird.

Fur eine beliebige, gegebene Menge von Liniensegmenten in der Ebene ist das Fine
der fur einen Scan von oben nach unten geeigneten Anfangsanordnung nicht so leic
Betrachten wir folgendes Beispiel einer Menge aus vier Segmen@iC,D wie in
Abbildung 7.38.

Um zu prifen, oA < B < D < C eine fir einen Scan von oben nach unten geeignete
Anfangsanordnung ist, verfolgen wir, wie si8an den ersten sieben “Haltepunkten”
ausQ verandert; dabei stellen wir fest, da die Anordnung deB ais “vorhanden”
markierten Elemente nicht mit der Von-links-nach-rechts-Reihenfolge tibereinstimm
sobald der obere Endpunkt vénangetroffen wurde. Die Ordnung< B < D < C ist
also nicht die gesuchte Anfangsanordnung.

Um zu einer gegebenen Menge von Liniensegmenten in der Ebene die flr einen Sc
von oben nach unten geeignete Anfangsanordnung zu finden, geniigt es allerdings,
wissermal3en die richtige Brille aufzusetzen. Wir fassen die Menge von sich mog|
cherweise schneidenden Segmenten auf als eine Menge von sich nicht schneiden
Zickzacks, die sich hdchstens beriihren kénnen. Zu jedem Liniensegasuziieren
wir ein Zickzack g wie folgt: zs beginnt am obersten Punkt venDann folgt marsin
absteigendey-Richtung bis zum ersten Schnittpunkt mit einem Segnserdetzt folgt
mans statts bis zum nachsten Schnittpunkt usw., bis schlie3lich der unterste Punl
eines Segments erreicht ist. Dort endet das Zickzack

Abbildung 7.39 zeigt noch einmal die Menge von vier SegmeAt&)C, D und die
zugehorige Menge von vier Zickzackg zs,7c, 2p.

Zickzacks schneiden sich nicht. Sie beriihren sich nur an den Schnittpunkten d
Segmente. Zickzacks sind monotonyiRichtung. Man kann sie sich als elastische,
geknickte Bander vorstellen: Zieht man sie an den EndgrRithtung straff, bertihren
sie sich schlieBlich gar nicht mehr und werden vertikal. Das veranschaulicht intuiti
daf Zickzacks die Rolle spielen, die vertikale Segmente im iso-orientierten Fall spie
ten.
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Y
A B D C
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A B — —
B A — —
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~— ~
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Abbildung 7.38

Zickzacks sind auf natirliche Art angeordnet durch eine vollstandige Ordnun
“left*| above”. Seierz undZ zwei Zickzacks; dann giliz left"| above Zgenau dann,
wenn entweder eine horizontale Gerddexistiert, diez und Z schneidet und der
Schnittpunkzn| links vom Schnittpunk® N1 liegt, oderz vollstandig oberhalb vod
liegt, d.h. der untere Endpunkt varoberhalb vom oberen Endpunkt vdin Fir das in
Abbildung 7.39 angegebene Beispiel von vier Zickzacks ist dié |efbove-Ordnung
ZAyzDazBazC-

Die left| above-Ordnung der Zickzacks induziert eine Anordnung der urspriinglic
gegebenen Menge von Liniensegmenten. Fir das obige Beispiel ist es gerade die .
ordnungA,D,B,C ganz allgemein ist die Zickzack-Ordnung zugleich die auf der Menge
der Anfangsstiicke induzierte Anordnung der Segmente. Es ist nun nicht Uberrasche
daf diese Uber die left above-Ordnung von Zickzacks induzierte Anordnung von Li-
niensegmenten genau die gesuchte, flir einen Scan von oben nach unten geeignete
fangsanordnung von Liniensegmenten ist. Wir Giberlassen den Beweis dem Leser.

Man kann zeigen, daf fuir eine gegebene Menga\Waimiensegmenten in der Ebe-
ne mitk Schnittpunkten die left| above-Anordnung der zugehdrigen Menge von Zick-
zacks und damit eine fiir einen Scan von oben nach unten geeignete Anfangsanordn
der Liniensegmente in Ze®((N + k) logN) und PlatzO(N) berechnet werden kann

(vgl. [-).



Literaturverweis [139]
[139] Th. Ottmann und P. Widmayer. On the placement of line segments into a skeleton structure. Technical Report 114, Institut für Angewandte Informatik und Formale Beschreibungsverfahren Universita"t Karlsruhe, 1982.
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Abbildung 7.39

Wir kehren nun zum Ausgangsproblem zurlick und zeigen, wie man das Polygo
schnittproblem nach dem Scan-line-Prinzip I6st.

Das Verfahren kann ganz grob wie folgt beschrieben werden: Zunachst wird die g
gebene Menge von Polygonen in eine (méglichst kleine) Menge von Zickzacks zerlec
Fur diese Zickzacks bestimmt man die fdfabove-Ordnung; das liefert zugleich die
fur einen Scan von oben nach unten geeignete Anfangsanordnung der Polygonkant
Man nimmt diese Anfangsanordnung als anfangs lokal giiltiges Raster und baut dar:
eine Skelettstruktur. In dieser Skelettstruktur speichert man die jeweils gerade aktiv
Polygone als Intervalle tiber dem lokal guiltigen Raster wie im iso-orientierten Fall. In
Unterschied zum iso-orientierten Fall mu3 man allerdings das lokal guiltige Raster ur
damit die Skelettstruktur an allen Schittpunkten von Polygonkanten verandern.

Wir beschreiben nun die einzelnen Schritte genauer: Zuerst muf3 die gegebene M
ge von Polygonen in Zickzacks zerlegt werden. Das kénnte man natlrlich so mache
dal3 man die Menge von Polygonen als Menge von Liniensegmenten auffalit, die dul
die Menge der Polygonkanten gegeben ist. Haben die Polygone insgedeanmten,
wirde man also audl Zickzacks bekommen. Man kommt jedoch im allgemeinen mit
wesentlich weniger Zickzacks aus, da es nicht nétig ist, an einem “Knick”, d.h. an e
nem Punkt, an dem zwei Polygonkanten zusammenstoR3en und dessen y-Wert nicht
lokales Maximum ist, ein neues Zickzack zu beginnen. Es genligt, an jedem [Punkt
mit lokal maximalem y-Wert ein neues Paar von Zickzacks zu beginnen. Wir wollet
die an einem solchen Punkt zusammenstoRenden KdneSegmentdes jeweiligen
Polygons nennen. Abbildung 7.40 zeigt ein Beispiel.

Das Polygon aus Abbildung 7.40 kann in vier Zickzacks zerlegt weraei:e, d,
b—c Je ein Paar beginnt an den Punktgrunday. Die von der left| above-Ordnung
der Zickzacks induzierte Ordnung der Top-Segmenta,ist d, b

Da jedes konvexe Polygon genau eine Ecke mit maximatwert hat, zerfallt eine
Menge vonp konvexen Polygonen in genaip Zickzacks. Das Beispiel aus Abbil-
dung 7.41 zeigt eine Menge von vier konvexen Polygohd C, D. In dieser Abbil-
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a,bunde,d
sind Top-Segmente,
p1 undpy sind
Knickpunkte

Abbildung 7.40

Abbildung 7.41
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dung hat PolygorA die Kantenas, a, as,as; PolygonB hat die Kanterby, by, bz, ba;
PolygonC hat die Kanterty, cy, c3, C4; PolygonD hat die Kanterty, dy, ds.

Die Menge dieser Polygone zerfallt in acht Zickzacks; die Anordnung dieser Zick
zacks in left| above-Ordnung induziert die folgende, fiir einen Scan von oben nac
unten geeignete Anfangsanordnung.

ag, by, di, ds, bs, &y, ¢y, Ca.

Diese Anordnung liefert das zu Beginn des Scans von oben nach unten lokal gulti
Raster: Die Polygone kdnnen als Intervalle Giber diesem Raster dargestellt werden.

Schwenkt man die Scan-line von oben nach unten tber die Menge dieser Polygoil
wird zuerst der oberste Punkt des Polyg@nangetroffen. Das PolygoA wird als
Intervall[a;, a4] Uber dem Rastex; by di d3 bs a4 €1 ¢4 repréasentiert; d.h. das Intervall
[a1,a4] wird in die (anfangs leere) Menge der gerade aktiven Intervalle aufgenommel
Dann wird am zweiten Haltepunkt der Scan-line der oberste Punkt des Pol@gons
angetroffenC kann als Intervallci,c4] Uber demselben Raster reprasentiert werden.
Der nachste Haltepunkt ist der oberste Punkt des PolyBoaas ebenfalls als Intervall
[b1,bs] Uber diesem Raster reprasentiert werden kann. Das Raster bleibt guiltig, bis c
erste Kantenschnittpunkt angetroffen wird. Das ist im obigen Beispiel der Schnittpunl
zwischeray undc;. Die Situation unmittelbar oberhalb des Schnittpunktes

A C

muf ersetzt werden durch die unmittelbar unterhalb des Schnittpunktes bis zum n&a
sten Haltepunkt glltige Situation:

A

Diese Anderung kann man so erreichen: Das das Polgeprasentierende Intervall
mit rechtem Endpunid, und das das Polygdd repréasentierende Intervall mit linkem
Endpunkic; werden aus der Menge der aktiven Intervalle entfernt. Dann wird das loka
glltige Raster verandert, indem undc; ihre Platze tauschen. Anschliel3end werden
die A und C reprasentierenden Intervalle wieder in die Menge der aktiven Intervalle
eingeflgt. Fur die ersten sieben Haltepunkte der Scan-line geben wir in Tabelle 7.1 ¢
jeweils lokal gultige Raster und die jeweils aktive Menge von Intervallen zwischen de
Haltepunkten an.

Jetzt besteht praktisch kein Unterschied mehr zwischen dem iso-orientierten Fall, al
dem Rechteckschnittproblem, und dem allgemeinen Fall, also dem Polygonschnittp!
blem. Zu jedem Zeitpunkt wird die Menge der gerade aktiven, d.h. von der Scan-lin
geschnittenen Objekte (Rechtecke bzw. Polygone) reprasentiert durch eine dynami
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7 Geometrische Algorithmen

N , e

Anfangsan-
ordnung der
Top-Segmente

Kan- &4 C1
ten-

schnitt

Kan-
ten-
schnitt

L

Knick

&

Knick

AN ®

N———
Ursache der
Anderung
des Rasters



7.5 Das Zickzack-Paradigma 481

veranderliche Menge von Intervallen tber einem jeweils lokal giiltigen Raster. Di
Uberlappungsverhéltnisse der jeweils aktiven Intervalle spiegeln genau die Schnittve
héaltnisse der von den Intervallen reprasentierten Polygone wieder. Die Intervalle ka
man auch im nicht iso-orientierten Fall in ein anfangs leeres Skelett Uiber dem jewei
glltigen Raster eintragen. Als Skelettstruktur kann man z.B. Segment- und Interva
Baume nehmen. Wir formulieren nun das Verfahren zur Bestimmung aller Schnitte |
einer Menge von gegebenen Polygonen, indem wir den oben angegebenen Algorithn
hsweepm die fir dieses Problem spezifischen Details erganzen; wir lassen aber imm
noch zahlreiche Implementationsdetails offen.

Wir nehmen an, daf? die Kantenschnitte schon berechnet, aber noch nicht berick
sind. Die Kantenschnitte werden namlich ohnehin benétigt, um die Zickzack-Zerlegur
zu bestimmen. Man zerlegt die Menge der Polygone in Zickzacks, bestimmt die Ar
fangsanordnung der Top-Segmente und baut eine anfangs leere SkelettSiithéur
diesem (lokalen) Raster.

Algorithmus Polygonschnitt
{berechnet zu einer Menge von Polygonen mit insgesamt N Kanten und
k Kantenschnitten in der Ebene die Menge aller Paare von sich
schneidenden Polygongn
Q:= Menge der oberen Endpunkte, unteren Endpunkte und Schittpunkte
von Polygonkanten in abnehmender y-Reihenfolge
while Q ist nicht leerdo
begin
p := nachster Punkt von Q
caseArt von pof
p

(L) {pist konvexe Ecke é)

eines Polygons P

fuge das P repréasentierende Intervlb] in S ein

bestimme jedes IntervdW,b'] aus S, das ein Polygon Q représentiert
und den Punkt p (bzw. eine der Kanten a odgebthélt und
berichte das Paa(P,Q); {dies ist einAufspiel?Anfrage

(2.) {pist konkave Ecke - -
eines Polygons P

bestimme die a unmittelbar vorangehende Kanhtenal die b unmittelbar
nachfolgende Kante lvon P in x-Richtung

{oberhalb von p wird P durch das Intervadl’,b'] reprasentier}

entfernga,b’] aus S und fug&’,a] und[b,b’] in S ein
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(3) {pist Knick oder

ersetze im lokalen Raster, also im Skelett von S, a durch b und ersetze
alle Intervalle mit rechtem bzw. linkem Rand a durch solche mit
rechtem bzw. linkem Rand b

(4.2) {p ist Schnitt-
punkt zweier Kanten a a b
und b} p

bestimme die a unmittelbar vorangehende Kanhteoa P und die b
unmittelbar nachfolgende Kantéwwon Q in x-Richtung

{oberhalb von p wird P durcfe’,a] und Q durchb,b'] représentier}

entfernda’,al und[b,b’] aus S

vertausche im lokalen Raster, also im Skelett von S, a und b

fige[d,a] und[b,b'] wieder einin S

berichte das Paa(P, Q);

{Faélle (4.2) — (4.4) werden analog zu Fall4.1) behandel}

(4.2) (4.3) (4.4)

end {cas&
end {while}
end {Algorithmus Polygonschnitt
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Wie kann man die an einer bestimmten Halteposition einer Kante eines Polggons
unmittelbar vorangehende bzw. unmittelbar nachfolgende Kant®ichtung bestim-
men? Dazu merkt man sich zu jedem Polygon die jeweils gerade aktiven Kanten
Von-links-nach-rechts-Reihenfolge langs der Scan-line in eiRexrugeordneten, ba-
lancierten Suchbaum. Da wir insgesamt huKanten haben, kdnnen alle Ba&ume zu-
sammen niemals mehr & N) Platz beanspruchen. Das Einfligen und Entfernen von
Kanten und das Bestimmen von unmittelbaren Vorgangern und Nachfolgern ist stets
O(logN) Schritten ausfiihrbar.

Die Komplexitat des Verfahrens zur Losung des Polygonschnittproblems héngt jet
davon ab, wie die Skelettstrukt@implementiert wird. Es ist offensichtlich, dal3 wir
fur S Analoga zu Segment- und Intervall-Baumen bauen kénnen. Der einzige Unte
schied zu den entsprechenden Strukturen im iso-orientierten Fall besteht darin, daR
von Zeit zu Zeit lokale Anderungen im Skelett vornehmen miissen. Die GroRe bleil
dabei allerdings stets unverandert. Das Ersetzen eines Rasterpunktes durch einen ne
wie im Fall (3.) und das Vertauschen zweier Rasterpunkte, wie im Fall (4.), des obe
angegebenen Algorithmus ist aber in jedem FalDifiogN) Schritten méglich, da die
GroRe des Skeletts stets du@fiN) beschrankt bleibt; im Falle konvexer Polygone so-
gar durch die Anzahl dieser Polygone. Die ubrigen Operationen, ndmlich das Einflge
und Entfernen von Intervallen und das Beantworten von Aufspie3-Anfragen, bendtige
dieselbe Schrittzahl wie fur gewohnliche Segment- und Intervall-Baume. Zahlt ma
noch die Anzahl der Schritte hinzu, die fir die Bestimmung der fiir den Scan von obe
nach unten geeigneten Anfangsanordnung der Top-Segmente der gegebenen Polyc
erforderlich ist, erhalt man:

Fur eine gegebene Menge von Polygonen mit insgedamianten undk Kanten-
schnitten kann man allePaare sich schneidender Polygone berichten in@giN +
k+r)logN). Der benétigte Speicherplatz ist von der Gré3enordr@iglogN), falls
Analoga zu Segment-Baumen verwendet werdenQ(iN), falls Analoga zu Intervall-
Baumen verwendet werden. In beiden Fallen durfen allerdingsSianittpunkte nicht
explizit gespeichert werden, wie wir es bei der Formulierung des oben angegeben
Verfahrens angenommen haben; vielmehr muf3 man sie im Verlaufe des Verfahrens nc
einmal mitberechnen. Will man das nicht, ist der Speicherbed@fiogN + k) bzw.
O(N+Kk).

Das Verfahren zur Lésung des Polygonschnittproblems &Rt sich verhaltnismar:
leicht ausbauen, um ein Grundproblem der graphischen Datenverarbeitung zu 16s
das sogenanntdidden-Line-EliminationsproblenNehmen wir an, eine Menge poly-
gonal begrenzter, ebener Flachen im dreidimensionalen Raum sei gegeben. Wir mé
ten wissen, welche Kanten sichtbar sind, wenn man aus dem Unendlichen von ob
auf diese Flachen blickt. Das ist eine anschauliche Formulierung des Problems, die v
deckten Kanten einer dreidimensionalen Szene bei orthographischer Parallelprojekt
zu bestimmen.

Wir nehmen naturlich an, daf3 die polygonal begrenzten, ebenen Flachen sich ni
gegenseitig durchdringen kénnen und nicht durchsichtig sind. Ist die Papierebene
Projektionsebene, kénnte ein Betrachter beispielsweise die in Abbildung 7.42 darg
stellte Szene sehen.

Zur Losung dieses Problems kann man so vorgehen: Wir schwenken eine horizont
Scan-line uber die in die Betrachtungsebene projizierte zweidimensionale Szene. D
wir haben eine Menge von Polygonen in der Ebene wie im Falle des Polygonschnittpr
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0%

Abbildung 7.42

blems. Anders als beim Polygonschnittproblem merken wir uns jetzt aber zu jedem €
Polygon reprasentierenden, gerade aktiven Intervall dessen relative Distanz zum |
trachter. FUr jede Position der Scan-line gilt: Eine Kante ist sichtbar genau dann, we
sie ein Intervall begrenzt, das unter allen gerade aktiven Intervallen, die diese Kante e
halten, die geringste Distanz zum Betrachter hat. Anstelle von Aufspief3-Anfragen, ¢
beim Polygonschnittproblem ausgefiihrt werden, um Inklusionen zu entdecken, mi
sen jetzt also Sichtbarkeitstests durchgefiihrt werden an allen Stellen, an denen sich
Sichtbarkeitsverhaltnisse von Kanten andern kdnnen. Das sind die Anfénge und Enc
von Kanten und die Schnittpunkte zwischen je zwei Kanten. Verwendet man Segme
Baume zur Speicherung der jeweils gerade aktiven Intervalle, kann man die an d
Kanten des Skeletts stehenden Intervalle als nach Distanz zum Betrachter sortierte
sten organisieren. Dann ist das Einfiigen und Entfernen von Intervali®tiag? N)
Schritten moéglich. Ein Sichtbarkeitstest kanrOflogN) Schritten ausgefuhrt werden.
Man durchlauft wie bei Aufspiel3-Anfragen einen Suchpfad im Skelett des Segmer
Baumes von der Wurzel zu dem Blatt, das der auf Sichtbarkeit zu prufenden Kar
entspricht, und inspiziert auf diesem Suchpfad jeweils nur ein Element der nach C
stanz geordneten Intervall-Listen: Das Element mit der jeweils geringsten Distanz zu
Betrachter. Am Ende weil3 man dann, ob die auf Sichtbarkeit zu priifende Kante €
Intervall begrenzt, das unter allen die Kante enthaltenden Intervallen, die gerade ak
sind, die geringste Distanz zum Betrachter hat, also sichtbar ist, oder nicht.

Es ist zwar mdglich, auch Intervall-Baume zur Speicherung der jeweils gerade ak
ven Intervalle zu nehmen; jedoch sind Sichtbarkeitstests dann nicht so einfach durch
fuhren wie im Falle von Segment-Baumen mit nach (relativer) Distanz zum Betrach
geordneten Intervall-Listen. Fur weitere Einzelheiten verweisen Wir. [140].



Literaturverweis [140]
[140] Th. Ottmann, P. Widmayer und D. Wood. A worst-case efficient algorithm for hidden line elimination. International Journal Comp. Math., 18:93-119, 1985.
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7.6 Anwendungen geometrischer Datenstrukit
ren

Segment-Baume und Intervall-Baume sind Strukturen zur Speicherung von eindime
sionalen Intervallen; Prioritats-Suchbaume dienen zur Speicherung von Punkten in c
Ebene. Wir haben diese Strukturenim Abschnitt 7.4albdynamisch&kelettstruktu-

ren eingefiihrt: Man kann Objekte, d.h. Intervalle oder Punkte, eines festen Universur
einfiigen und entfernen und kann dariiberhinaus bestimmte geometrische Anfragen
fizient beantworten. Alle drei Strukturen lassen sich zur Lésung des Rechteckschni
problems nach dem Scan-line-Prinzip benutzen. Wir wollen in diesem Abschnitt einig
weitere Beispiele fiir die vielfaltigen Anwendungsmaglichkeiten dieser Strukturen ar
geben. Im Abschnitt 7.6.1 |6sen wir einen sehr einfachen Spezialfall des Hidden-Lin
Eliminationsproblems (HLE). Dieser Spezialfall ist dadurch charakterisiert, daf3 all
Flachen in der gegebenen Szene iso-orientiert und parallel zur Projektionsebene si
Man erhdlt fur diesen Spezialfall des HLE-Problems eine Lésung, deren Komplexit:
von der Grol3e der Eingabe und der GroRe der Ausgabe, d.h. der Anzahl der sichtba
Kanten, nicht aber von der Anzahl der Kantenschnitte in der Projektion abhangt.

Im Abschnitt 7.6.2 diskutieren wir ein Suchproblem fir Punktmengen in der Eben
mit Fenstern fester GroR3e. Als Fenster erlauben wir ein beliebiges Rechteck, das in ¢
Ebene verschoben werden kann. Wir zeigen, dal3 Varianten von Prioritats-Suchbaun
eine zur Speicherung der Punkte geeignete Struktur sind, die folgende Operationen
terstiitzt: Das Einfligen und Entfernen von Punkten und das Aufzahlen aller Punkte, c
in das Fenster bei einer gegebenen Lage fallen.

7.6.1 Ein Spezialfall des HLE-Problems

Eine dreidimensionale Szene kann man sich gegeben denken durch eine Menge
durchsichtiger, sich gegenseitig nicht durchdringender, polygonal begrenzter eber
Flachen im Raum. Wir wollen eine solche dreidimensionale Szene auf eine zweic
mensionale Betrachtungsebene projizieren und die in der Projektion sichtbaren Kant
berechnen. Dazu setzen wir die orthographische Projektion voraus, d.h. wir setzen p
allele, etwa senkrecht von oben kommende Projektionsstrahlen (Licht) voraus. Di
ist eine durchaus Ubliche Annahme. Wir machen jedoch eine weitere, sehr spezie
und in der Praxis wohl nur selten realisierte Annahme: Alle Flachen sollen rechteckis
iso-orientiert und parallel zur Projektionsebene sein. Einzatse auf diex-y-Ebene
schauender Betrachter kbnnte also zum Beispiel das in Abbildung 7.43 gezeigte Bi
sehen, wenn dig-y-Projektionsebene die Papierebene ist.

In diesem Fall kann man die sichtbaren Kanten der als undurchsichtig vorausgese
ten Flachen wie folgt bestimm 2]. Man baut die sichtbare Kontur der Flachen vo
vorn nach hinten auf: Begonne d mit der Flache mit gréakfert, da diese dem
Betrachter am nachsten liegt. Von ihr sind alle Kanten sichtbar. Dann geht man d
Flachen in der Reihenfolge wachsender Distanz zum Betrachter, also mit abnehm
denz-Werten, der Reihe nach durch. Jedesmal, wenn man dabei auf eine neue Fla


Literaturverweis [72]
[72] R.H. Güting und Th. Ottmann. New algorithms for special cases of the hidden line elimination problem. Computer Vision and Image Processing, 40:188-204, 1987.
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Abbildung 7.43

trifft, wird die Kontur des nunmehr sichtbaren Gebietes entsprechend aktualisiert, v
Abbildung 7.44.

Abbildung 7.44

Es kommt also darauf an, die Menge der Rechtecke und ihre (sichtbare) Kontur so
speichern, daR die oben angegebene Veranderung der Kontur effizient berechnet wel
kann.

Wir verwenden dazu zwei Mengé&hundF: E ist die Menge der Kanten der Kontur
des bis zum jeweiligem-Wert sichtbaren GebieteE;ist eine Menge von Rechtecken,
deren Vereinigung als Kontur hat.

Man initialisiert E und F zunéchst als leere Menge, sortiert die gegebene Meng
Riso-orienterter und zur Projektionsebene paralleler Rechtecke nach abnehreende
Werten, also nach wachsender Distanz zum Betrachter, und geht dann wie folgt vor:

while noch nicht alle Rechtecke betrachdet
begin
nimm nachstes Rechteck IR;
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(1)  bestimme alle Schnitte zwischen Seiten von r und Kanten
der Kontur,

(1a) firjede Kante & E, die von einer Seite von r geschnitten
wird, berechne die auRerhalb von r liegendgsichtbarer}
Teile der neuen Kontur, flige sie in E ein
und entferne e aus;E

(1b) fur jede Kante evon r, die eine Kante der Kontur schnei-
det, berechne die aufRerhalb der Kontur liegenden Teile von
€, berichte diese Teile als sichtbar und fiige sie in E ein

(2)  firjede Kante evonr, die keine Kante der Kontur schnei-
det, stelle(mit Hilfe von F) fest, ob sie ganz innerhalb von
E liegt (also unsichtbar istoder nicht
if € ist nichtinnerhalb E

then berichte éals sichtbar und fiige sie in E gin

(3)  bestimme alle Kanten von E, die ganz innerhalb r liegen
und entferne sie aus;E

(4) fugerinF ein

end {while}

Falls das nachste Rechteclganz innerhalb der aktuellen Kontkrliegt, bleibt E
also unverandert, und es wird nichts berichtet. Falls das nachste Recld@eksebiet
mit Kontur E ganz einschliel3t, so wird zur Kontur des neuen sichtbaren Gebietes.
Die Kanten vorr werden im Schritt (2) des Algorithmus als sichtbar berichtet und als
Ergebnis von Schritt (2) und (3) wird die bisherige Korfidurch die Kanten vonals
neuer Kontur ersetzt.

Im allgemeinen wird das nachste Rechteckinige Kanten der (alten) Kontug
schneiden, wie im in Abbildung 7.44 gezeigten Beispiel. In Abbildung 7.45 haben wi
die Kanten mit den Nummern der Schritte markiert, in denen sie nach dem oben anc
gebenen Algorithmus betrachtet werden.

la 1b

1b

la

Abbildung 7.45

Die Frage, ob Kanten vada innerhalb vorr liegen, wird gestellt, nachdem eventuelle
Kantenschnitte zwischels undr bereits behandelt wurden. Daher kann der Test, ob
eine Kante vork innerhalb vorr liegt, ersetzt werden durch einen Test, ob je ein Punkt
einer Kante vork innerhalbr liegt. Aus demselben Grunde laf3t sich auch die Frage,
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ob eine Kante vomn innerhalb oder au3erhalb vénliegt, auf die entsprechende Frage
fur einen (eine Kante reprasentierenden) Punkt reduzieren.

Insgesamt folgt, daf3 es fur eine Implementation des oben angegebenen Verfahr
genlgt, folgende drei Teilprobleme zu I6sen:

1. EinSegmentschnitt-Suchproblefiir eine gegebene Men@éhorizontaler (ver-
tikaler) Segmente und ein gegebenes vertikales (horizontales) Sefyrfiade
alle Segmente i, diel schneidet.

2. Einzweidimensionales Aufspie3-Problémder: eine zweidimensionale inverse
Bereichsanfrage): Fir eine gegebene MeRg®n Rechtecken und einen gege-
benen Punkp, stelle fest, olp in [ JRliegt.

3. Einezweidimensionale Bereichsanfradg&ir eine gegebene Mengevon Punk-
ten und ein gegebenes Rechtecfinde alle Punkte voR, die innerhally liegen.

Die Teilprobleme 2 und 3 treten im Schritt (2) und (3) des Algorithmus auf, nachder
das Teilproblem 1 im Schritt (1) behandelt wurde. In jedem Fall werden dynamisch
Lésungen fur die drei Teilprobleme bendétigt, weil im Verlaufe des Verfahrens Objekt
in die jeweiligen Mengen eingefiigt oder aus ihnen entfernt werden.

Wir skizzieren mdogliche Losungen fur die drei Teilprobleme:

Zur Lésung des Segmentschnitt-Suchproblems fur eine Menge horizontaler Segms
te kann marsegment-range-Baumerwenden. Das sind Segment-Baume, deren Kno-
tenlisten als Bereichs-Suchbaume organisiert sind und damit Bereichsanfragen un
stitzen. Genauer: Man baut einen Segment-Baum als halbdynamische Skelettstruk
die allen im Verlauf des Verfahrens angetroffenen horizontalen Segmenten Platz b
tet. Die an den Knoten des Skeletts stehenden Listen von Intervallnamen werden
Bereichs-Suchbaume, d.h. z.B. als balancierte Blattsuchbdume mit doppelt verke
ten Blattern organisiert, so daR Bereichsanfragen fur vertikale Intervalle beantwor
werden kdnnen in einer Anzahl von Schritten, die proportional zum Logarithmus de
Anzahl der Intervalle in der jeweiligen Liste und zur Anzahl der zu berichtenden Intet
valle ist. In Abbildung 7.46 haben wir diese Struktur an Hand eines einfachen Beispie
veranschaulicht, indem wir die zweistufige, hierarchische Struktur in der Ebene au
gebreitet haben und an Stelle von Bereichs-Suchbaumen einfach vertikal angeordr
Intervall-Listen dargestellt haben.

Werden Segment-range-Badume wie oben angegeben implementiert, so kdnnen
benotigten Operationen wie folgt ausgefiihrt werden:

Zum Einfligen eines neuen horizontalen Segmirntestimmt man die loly Knoten
des Skeletts, in deren Knotenlisiecingefiigt werden mul3. Jede Knotenliste ist ein ver-
tikal geordneter, balancierter Blattsuchbaum mit héchskeiEdementen. Daher kann
H in eine einzelne Knotenliste in Idg Schritten und insgesamt i@(log?N) Schrit-
ten in einen Segment-range-Baum eingefuigt werden. Das Entfernen eines horizonte
Segments verlauft genau umgekehrt und kann ebenfal¥liog® N) Schritten ausge-
fuhrt werden. Da ein Segment-Baum zur SpeicherungWhorizontalen Segmenten in
samtlichen Knotenlisten hdchstens insgeshinagN Elemente hat, hat natirlich auch
ein Segment-range-Baum einen Speicherbedarf der Gd8&gN). Um fiir ein ge-
gebenes vertikales Segménalle horizontalen Segmente zu finden, tlischneiden,
benutzt man der-Wert vonl als Suchschlussel fir eine Suche im Segment-Baum un
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Segment-range-Baum
zur Speicherung vos:
Jeder Knoten enthalt
eine vertikal
angeordnete Liste
von Intervallen

D
[)
B B
C C
D
L
AllA
C
| C
B A — MengeS= {A,B,C,D}
C horizontaler Intervalle,
D vertikales Segmertt

Abbildung 7.46
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berichtet fiir jeden Knoten auf dem Suchpfad naetile im Intervalll liegenden Seg-
mente durch eine Bereichsanfrage im jeweiligen Bereichs-Suchbaum. Offensichtli
kénnen auf diese Weise akehorizontalen Segmente, dischneiden, iD(log? N + k)
Schritten bestimmt werden.

Zur L6sung des zweidimensionalen Aufspie3-Problems benutzenSegment-
Segment-BaumPBas ist wiederum eine hierarchische Struktur, die aus einem Segmer
Baum besteht, dessen Knotenlisten ebenfalls als Segment-Baume organisiert sind.
nauer: Die horizontalen Projektionen der Rechtecke (auf-diehse) werden in einem
Segment-Baum gespeichert. Enthalt die Liste der Projektionen an einem Knoten die:
Segment-Baumes die (Namen der) Rechtdgke. ., R, so werden die vertikalen Pro-
jektionen dieser Rechtecke (auf gi\chse) ebenfalls in einem Segment-Baum gespei-
chert, der diesem Knoten zugeordnetist. Dann kann man durch eine Suche im Segm:
Baum fir die horizontalen Rechteckprojektionen nach devdert eines gegebenen
Punktesp € (xo,Yo) die hdchstens loly Knoten mit daranhdngenden Segment-Baumen
bestimmen, die die vertikalen Projektionen samtlicher Rechtecke enthalten, deren |
rizontale Projektion vomxg aufgespief3t wird. Unter diesen findet marQfiogN + k;)
Schritten je Segment-Baugalle in S enthaltenen Rechtecke, deren vertikale Projek-
tion vonyg aufgespiel3t wird.

Insgesamt lassen sich also &llRechtecke, di@ aufspieRt, in ZeiO(log? N + k) fin-
den. Es ist nicht ndtig und aus Speicherplatzgriinden auch nicht sinnvoll, die Segme
Baume zur Speicherung der vertikalen Projektionen tiber dem Raster aller moglich
y-Werte von Rechtecken zu bauen. Vielmehr genligt es, zu jedem Knoten im Segme
Baum fir die horizontalen Projektionen vorab alle die Rechtecke zu bestimmen, ©
jemals in die Knotenliste dieses Knotens aufgenommen werden missen; dann ger
es, den Segment-Baum fur die vertikalen Projektionen, der an diesem Knoten han
Uber dem von den vorab bestimmten Rechtecken induzierten Raster zu bauen. D
bleibt der gesamte Speicherbedarf des Segment-Segment-Baumes in der GroéRen
nungO(Nlog®N) und der Zeitbedarf zum Aufbau des leeren Skelett<bilogN).

Das letzte Teilproblem, ndmlich das Beantworten zweidimensionaler Bereichsanfr
gen fur eine durch Einflige- und Entferne-Operationen veranderliche Menge von Pur
ten, ist auf vielféltige Weise I6sbar. Es gehdrt zu den am griindlichsten untersucht
zweidimensionalen Suchproblemen Uberhaupt. Entsprechend vielfaltig ist das Spe
trum der zur Speicherung der Punkte geeigneten Datenstrukturen. Wir skizzieren h
kurz eine mdogliche Lésung mit Hilfe voRange-range-Baumeikin Range-range-
Baum fiur eine dynamisch veranderliche Menge von Punkten tber einem festen Ul
versum vorN mdglichen Punkten hat groRe Ahnlichkeit mit einem Segment-Segmen
Baum: Man baut zunéchst einen halbdynamischen Bereichs-Suchbaum, der eindim
sionale Bereichsanfragen, etwa #Bereiche unterstiitzt. Das Skelett eines halbdy-
namischen Bereichs-Suchbaums unterscheidet sich nicht wesentlich vom Skelett ei
Segment-Baumes. Das Universum der moglick¥verte wird in elementare Fragmen-
te eingeteilt und Uber dieser Menge wird ein vollsténdiger Bindrbaum gebaut. Jeder (
nere) Knoten reprasentiert dann ein Intervall aufxd&ichse, das genau aus der Folge
der elementaren Fragmente besteht, die durch die Blatter des Teilbaumes des Knof
reprasentiert werden. Jeder Knoten enthalt eine Liste von Punkten: In die Liste d
Knotensp kommen genau die Punkte, die in das ymreprésentierte Intervall fallen.
Man sieht leicht, daRR jeder Punkt in héchstensNagnotenlisten vorkommen kann.
Die Liste der Wurzel enthalt alle aktuell vorhandenen Punkte und die Blatter enthalte
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jeweils hochstens einen Punkt. Nehmen wir an, es sollen alle Punkte bestimmt werd
die in einen gegebenen Bereich fallen. Dabei nehmen wir ohne Einschrankung an, ©
der Bereich aus einer zusammenhangenden Folge von Elementarfragmenten best
Dann kann man in loly Schritten die Knoten finden, die den gegebenen Bereich im
Skelett repréasentieren, d.h. die am nachsten bei der Wurzel liegen und ein Intervall |
prasentieren, das ganz im gegebenen Bereich liegt. Die Punkte in den zu diesen Kng
gehorenden Punktlisten sind genau die gesuchten. Abbildung 7.47 zeigt ein Beisp
einer Menge von neun Punktdi,...,1} Uber einem Universum von 16 mdoglichen
x-Werten.

ABCDEFGHI

Abbildung 7.47

Der gegebene Bereidly, x| wird im Baum von Abbildung 7.47 durch die drei ein-
gekreisten Knoten reprasentiert. Dort stehen genau die Punkte, xigvert in den
Bereich[x, %] fallt. Zum Einfugen eines Punktéxsucht man im Baum nadh und
fugt P in die Listen aller Knoten auf dem Suchpfad ein. Zum Entfernen eines Punkte
P geht man umgekehrt vor, hat aber natirlich (wie bei Segment-Baumen) das Proble
die Stellen innerhalb der Punktlisten zu finden, an déhauftritt. Dieses Problem [af3t
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sich, wie bei Segment-Baumen, mit Hilfe eines (globalen) Wérterbuches Iésen. Insg
samt erhalt man so eine Struktur mit folgenden Charakteristika:

Das Einfigen und Entfernen eines Punktes kan®(lmgN) Schritten ausgefihrt
werden; fir einen gegebenen eindimensionalen Bereich kann mak iallden Be-
reich fallenden Punkte in Ze@(logN + k) finden; der Platzbedarf ist von der Ordnung
O(NlogN).

Naturlich haben wir diese Struktur nicht entwickelt, nur um damit eindimensional
Bereichsanfragen beantworten zu kénnen. (Daflr hatten wir auch balancierte Blattsu
baume als volldynamische Struktur nehmen kdnnen.) Die soeben vorgestellten, a
log zu Segment-Baumen gebildeten halbdynamischen Bereichs-Suchbaume sind v
mehr geeignete Bausteine fir hierarchisch aufgebaute Strukturen. Man kann auf
rer Basis insbesondere Range-range-Baume bauen, die zweidimensionale Bereich
fragen unterstitzen: Man organisiert die Punktlisten eines halbdynamischen Bereic
Suchbaums, der BereichsanfragenxtiBereiche unterstitzt, als halb- oder volldyna-
mische Bereichs-Suchbdume, die BereichsanfragepBareiche unterstiitzen.

In einer solchen Struktur lassen sich Punkt®itog? N) Schritten einfiigen und ent-
fernen und allé Punkte eines gegebenen zweidimensionalen Bereidb@ag? N + k)
Schritten aufzahlen. Der Platzbedarf eines Range-range-Bau@éN$ogN), wenn
die Bereichs-Suchbdume zur Unterstitzung von BereichsanfraggrBigireiche als
volldynamische Bereichs-Suchbdume implementiert wurden.

Fassen wir noch einmal kurz zusammen, wie wir den zu Eingang dieses Abschni
angegebenen Spezialfall des HLE-Problems l6sen kénnen: Wir gehen die Menge «
gegebenen Rechtecke der Reihe nach mit wachsender Distanz vom Betrachter du
Dabei merken wir uns die Kontur des jeweils sichtbaren Bereichs in einer Ménge
horizontaler und vertikaler Liniensegmente, dchwird als Paar von Segment-range-
B&umen, je ein Baum fur die horizontalen und ein Baum fur die vertikalen Kanter
reprasentiert. Weiter wird jede Kante véndurch einen Punkt reprasentiert und die
Menge dieser Punkte in einem Range-range-Baum gespeichert. Schlie3lich wird e
MengeF von Rechtecken, deren Vereinigung die Korffuhat, als Segment-Segment-
Baum gespeichert. Wird dann ein neues Rechtenigetroffen, so verandert man diese
Strukturen wie im Algorithmus oben angegeben und gibt gegebenenfalls sichtbare T
le von Kanten vomr aus. Es ist nicht schwer zu sehen, dal3 der insgesamt erforderlicl
Zeitaufwand von der Ordnur@(Nlog?N + g-log?N) ist, wenng die Anzahl der sicht-
baren Kanten untll die Anzahl der urspriinglich gegebenen Rechtecke ist.

7.6.2 Dynamische Bereichssuche mit einem festen Fens

In diesem Abschnitt behandeln wir das Problem, fuir eine gegebene Menge von Punk
in der Ebene und einen gegebenen Bereich alle Punkte zu bestimmen, die in den Bere
fallen. Dieses Problem hat viele Varianten: Wir kénnen annehmen, daR die Punktmer
fest, aber die Bereiche variabel sind. Die Bereiche kdnnen rechteckig, durch ein (kon
xes) Polygon begrenzt oder kreisformig sein. Man kann aber auch einen Bereich fes
GrofRe und Gestalt annehmen, der wie ein Fenster Uber die Punktmenge verscho
werden kann. Man denke etwa an einen Bildschirm als Fenster, mit dem man auf e
Menge von Punkten blickt. Wir interessieren uns fir diese Variante des Problems u
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nehmen aber zusatzlich an, daf3 die Menge der Punkte nicht ein fiir allemal fest gegel
ist, sondern durch Einfiigen und Entfernen von Punkten dynamisch verandert werd
kann.

Wir setzen ein kartesischas/-Koordinatensystem in der Ebene voraus und bezeich-
nen diex- undy-Koordinaten eines Punkteamit ax unday, alsoa = (ax, ay). Fur zwei
Punktea undb seia+ b = (ax + by, ay + by) und fiir eine Mengeé\ von Punkten und
einen Punkg sei

Aq=A+0q={(ax+0x.ay+ay)| a€A}.

Jetzt kdnnen wir das in diesem Abschnitt behandelte Problem préaziser wie folgt form
lieren: SeiP eine Menge von Punkten und &#iein festes Fenster (z.B. ein Rechteck,
Dreieck, konvexes Polygon, Kreis); fur einen gegebenen Ryis&tlen folgende Ope-
rationen ausgefihrt werden:

Einfuger{P,q): Fugt den Punkg in die MengeP ein.

EntferneriP,q): Entfernt den Punkg aus der Meng®.

Windowy (P, 0): Liefert alle Punkte irP N\

Dann nennen wir eine Reprasentation Wwausammen mit Algorithmen zum Aus-
fuhren der OperationeBinfiigen Entfernen Windowy eine Lésung des dynamischen
Bereichssuchproblems mit Fenstér

Wir behandeln den Fall, daf§ ein Rechteck ist, das durch seinen linken, rechten, un-
teren und oberen Rand gegeben ist, &lse (X, %, Yb, t). Das dynamische Bereichs-
suchproblem fiir ein rechteckiges Fensténennen wir auch kurBRW-ProblemWir
zeigen, wie man das DRW-Problem mit (volldynamischen) Prioritéts-Suchbaumen I6¢

Zur Lésung des DRW-Problems zerschneiden wir die euklidische Ebene in Gedank
in horizontale Streifen der Hohé= HoheW) = y; — yp. Wir nennen

s={pliY<py<(i+1)Y}

deni-ten Streifen. Wenrp € s ist, heif3ti die Streifennummer vom; sie wird mit
s(p) bezeichnet. Es ist klar, da3 man fiir jeden Punkiie Streifennummes(p) in
konstanter Zeit berechnen kann.

Die Zerlegung der Ebene in Streifen der Hohéat folgende wichtige Konsequen-
zen:

1. Fur jede durch einen Punfitgegebene Verschiebuivg, des Rechtecke/ gilt:
W schneidet hochstens zwei Streifen.

2. Fur jeden Streifes und jede durch einen Punigtgegebene Verschiebung gilt
entweder

(@) WynNs= 0 oder
(b) Wyns# 0und (g Nsist S-gegriindet irs oderg N sist N-gegriindet irs).
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Hier benutzen wir die bereits im Abschnitt 7.4.4 eingefuhrten Beg8ftegriindet
(fur: Std-gegrundet) unN-gegrindet (fir: Nord-gegriindet). Fir einen Berdiefein
Fenster) und einen Streiferheil3tR S-gegrindetbzw. N-gegriindétin s, wennRN's
mit der orthogonalen Projektion védauf die untere, also sudliche (bzw. auf die obere,
also ndrdliche) Begenzung varzusammenfallt. In dem in Abbildung 7.48 gezeigten
Beispiel istW, S-gegriindetirs 1 undN-gegriindet irs. Falls eine Verschieburiy,
vonW sowohlS- als auctN-gegriindetin einem Streifesist, muf3 offenbavgns=W,
sein. Abbildung 7.48 zeigt auch dafir ein Beispiel.

i+1 R

Abbildung 7.48

Die Idee zur Losung des DRW-Problems ist nun, jedem Stresfein Paar von
Prioritats-Suchbdumen zuzuordnen, die die Punkte gpeichern. Ein Prioritats-
Suchbaum unterstit&gegrindete Anfragen isund der zweite Prioritats-Suchbaum
N-gegriindete Anfragen i Natlrlich kbnnen wir nicht annehmen, daf das Universum
der insfallenden Punkte im vorhinein bekannt und fest ist. Wir miissen also volldyna
mische Prioritats-Suchbdume verwenden. Es kommen dafir nicht die in Abschnitt 7.4
als halbdynamische Skelettstruktur implementierten Prioritats-Suchbéaume, wohl at
die dort ebenfalls angegebene, analog zu natirlichen Suchbaumen entwickelte voll
namische Struktur in Frage. Sie erlaubt das Einfligen und Entfernen von Punkten
Mittel in logarithmischer Zeit und auch das Berichten akdétunkte in einenﬁk}azw.

N-) gegriindeten Bereich im Mittel in Ze®(logN + k). Es ist bekannt, vgl. ], daR
Prioritats-Suchbdume auch als balancierte Baume gebaut werden kén mit dem
gebnis, dal3 die Operation&infligen Entfernenund Windowy auch im schlechtesten
Fall jeweils inO(logN) bzw. O(logN + k) Schritten ausfiihrbar sind. Weil Prioritéts-
Suchbdume (in jedem Fall) Blattsuchbaume firxd\&erte von Punkten in der Ebe-
ne sind, unterstitzen sie Bereichsanfragenxilittervalle; weil Prioritdts-Suchbaume
Heaps bzgl. dey-Werte von Punkten sind, erlauben sie es, alle Punkte zu berichtel
dereny-Wert unterhalb eines gegebenen Schwellenwertes liegt. Beide Eigenschaft
zusammen liefern gerade das, was wir brauchen: &gegrindete Anfragen beant-
worten zu kénnen, speichern wir die Punkte eines Stregén&inems zugeordneten
Prioritats-Suchbaum derart, daf die Punkte mit kleingréifert naher bei der Wurzel
stehen, d.h. die Prioritatsordnung ist gi®rdnung. UmN-gegriindete Anfragen beant-


Literaturverweis [120]
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worten zu kdnnen, speichern wir die Punkte mit gréReyaiert naher bei der Wurzel,
d.h. die Prioritatsordnung ist die negatix©rdnung.

Ordnet man also jedem Streifsein Paar von volldynamischen Prioritéts-Suchbé&u-
men zu, so kann man Punkte (im Strei@reinfligen und entfernen, indem man diese
Operationen in beidemzugeordneten Prioritats-Suchbaumen ausfihrt. Zur Beantwor
tung vonS- bzw. N-gegriindeten Bereichsanfragen konsultiert man jeweils nur einel
Prioritats-Suchbaum. Abbildung 7.49 veranschaulicht dies noch einmal.

Prioritats-Suchbaum

4 Prioritats-Ordnung
fir N-gegrindete

Bereichsanfragen

Streifen

S

Y Prioritats-Suchbaum

Y Prioritats-Ordnung fur S-gegriindete

Bereichsanfragen

Abbildung 7.49

Um linearen Speicherplatz und einen Zeitbedarf @jfogN) bzw. O(logN + k) im
Mittel bzw. im schlechtesten Fall in der Anzatlder Punkte irP und der Anzahk der
bei einerWindowy-Operation zu berichtenden Punkte zu erhalten, darf man allerding
leere Streifen nicht explizit reprasentieren. Deshalb speichert man die Streifennumme
genau der nichtleeren Streifen in einem balancierten Suchbguiader inTs gespei-
cherten Streifennummer ordnen wir ein Paar von Prioritats-Suchbaumen zu, die ger
die Punkte, die im Streifen mit dieser Streifennummer liegen, enthalten. Damit kor
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nen die zur Lésung des DRW-Problems benétigten Operationen wie folgt ausgefiil
werden.

Einfuger{P,q): Bestimme die Streifennumme(q) von g; suche inTs nachs(q);
wenns(q) in Ts bereits vorkommt, fiige in die beiders(q) zugeordneten Prioritéts-
Suchbaume ein; andernfalls, d.h. wesgg) nicht in Ts vorkommt, flges(q) in Ts ein,
schaffe ein neues Paar von Prioritats-Suchbdumen, die beide gespmichern, und
ordne dies Paas(q) zu.

EntfernertP,q): Analog.

Windowy (P, g): Bestimme die Nummern der hochstens zwei nichtleeren Streifen, di
W4 schneidet; suche ifis nach diesen Nummern und benutze die den Nummern zuge
ordneten Prioritats-Suchbaume, um die Punkte in $elbzw. N-gegriindeten Teilen
vonW zu berichten.

Mit demselben Zeitbedarf wie das DRW-Problem kann man auch das dynamisc
Bereichssuchproblem mit einem festen, dreieckigen Fenster !ln [88]. Diese Losu
kann leicht auf den Fall ausgedehnt werden, daf3 das Fenste durch ein beliebi
einfach geschlossenes Polygon begrenzter Bereich ist: Man zerlegt den Bereich in €
(feste, endliche) Anzahl von Dreiecken. Damit kann man die dynamische Bereichss
che mit polygonalem Fenster reduzieren auf eine feste Anzahl von dynamischen E
reichssuchen mit dreieckigem Fenster.

7.7 Distanzprobleme und ihre L6ésung

Bei keinem der bisher betrachteten geometrischen Probleme hBisémzvon Ob-
jekten eine Rolle gespielt. In diesem Abschnitt werden wir einige wichtige Problem
und Lésungen naher betrachten, bei denen die Distanz ein entscheidendes Kriteri
ist. Wir beschranken uns auf die euklidische Ebene, also demiRder (iiblichen) Di-
stanzfunktiord(p1, p2), wobeip; = (x1,y1) und p2 = (X2,y2) Punkte der Ebene sind:

d(pr, P2) = \/ (50— Xo)? + (y1 — Y2)?

Anders ausgedriickt: Die Distanz zweier Punkte ist die Lange der geradlinigen Ve
bindung zwischen diesen Punkten. Man kann sich leicht davon tberzeugen, dal} c
tatsachlich eine Distanzfunktion ist, indem man die drei charakterisierenden Bedingu
gen Uberpruft:

(1) Fur allepy, p2 € R? istd(pz, p2) = 0 genau dann, wenpy = ps.
(2) Firallepy, p2 € R? istd(py, p2) = d(p2, p1) (Symmetrie).

(3) Fur alle py, pz, ps € R? ist d(p1, p2) + d(p2, ps) > d(p1, ps) (Dreiecksunglei-
chung).

Sehen wir uns nun einige Distanzprobleme naher an.


Literaturverweis [88]
[88] R. Klein, O. Nurmi, Th. Ottmann und D. Wood. A dynamic fixed windowing problem. Algorithmica, 4:535-550, 1989.
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7.7.1 Distanzprobleme

Wir wollen im folgenden einige der bestuntersuchten Distanzprobleme betrachten; a
dere findet man be 9] 5] un!Z]. Fur jedes Problem geben wir einen naive
Lésungsalgorithmu$®8wi e untere schranke fiir die Zeitkomplexitat der Lésung &

Problem: Dichtestes Punktepagclosest pair)
gegeben:Eine MengeP vonN Punkten in der Ebene.
gesucht: Ein Paarpz, p2 von Punkten auB mit minimaler Distanz.

Dieses Problem wird oft als eines der fundamentalen Probleme der algorithmisch
Geometrie angesehen (vg 9]), weil es so einfach formuliert werden kann, zu €
ner effizienten Lésung ab reits wichtige Prinzipien und Erkenntnisse erforderlic
sind. AuRerdem hat es auch vielerlei praktische Anwendungen. Sind etwa die Punl
(Projektionen der) Flugzeuge in der Nahe eines Flugplatzes, so sind die am nachsten
nachbarten Punkte die Flugzeuge mit der grof3ten Kollisionsgefahr (allerdings beweg
sich in diesem Fall die Punkte, vg 2)).

Ein naives Verfahren, das dicht Punktepaar zu bestimmen, besteht offenbar da
fur jedes Punktepaar die Distanz zu berechnen und dann das Minimum der Distanz
ausfindig zu machen. Da es ¢iPunktenN(N — 1) /2 Punktepaare gibt, kostet dieses
Verfahren®(N?) Schritte.

Die entscheidende Frage ist jetzt, ob man die geometrische Information tber ©
Lage der Punkte ausnutzen kann, um das Problem effizienter zu l6sen. Im ei
dimensionalen Fall ist das ganz leicht. Fir eine Menge eindimensionaler Punk
p1 = (X1), P2 = (X2),..., PN = (Xn) genugt es ja, die Punkte nach ihrem Koordinaten-
wert zu sortieren und sie dann in sortierter Reihenfolge zu betrachten. Die am dichtest
beieinanderliegenden Punkte sind offenbar Nachbarn in der Sortierreihenfolge. Dar
ist das Problem im eindimensionalen Fall @itNlogN) Rechenschritten |6sbar.

Das ist gleichzeitig auch ein asymptotisch schnellstes Verfahren, wie folgende Ube
legung zeigt. Das Problem, fiir eine gegebene Folge von Zahlen festzustellen, ob
ne Zahl mehrmals in der Folge auftritt (element uniqueness), bendtigt zur Losur
Q(NlogN) Schritte firN Zahlen (vgl. g oder ]). Dieses Problem laft sich
I6sen, indem man nach dem dichteste hlenp agt. Ist die zugehdrige Distanz
so gibt es eine Zahl, die mehr als einmal auftritt, sonst nicht. Folglich mulR das Probler
das dichteste Zahlenpaar zu finden, ebenfalls mindeStévkgN) Schritte bendtigen.
Fur Punkte in der Ebene (statt Zahlen, also eindimensionale Punkte) gilt diese unte
Schranke erst recht.

Betrachten wir zunachst noch einige Distanzprobleme, bevor wir der Frage nach eir
bestmdglichen Losung nachgehen.

Problem: Alle néchsten Nachbarall nearest neighbors)
gegeben:Eine MengeP vonN Punkten in der Ebene.
gesucht: Fur jeden Punkp; € P ein nachster Nachbay € P, d.h. ein Punkp, # p1

mit d(py, p2) = min 5 . {d(P1, P)}-

Die Antwort fiir dieses Problem besteht also AuBunktepaaren. Man beachte, daf3
die Relation “nachster Nachbar” nicht symmetrisch ist: Wepnachster Nachbar von
p1 ist, so mufd noch nicht; ndchster Nachbar vam sein. Das folgende Bild zeigt eine
Menge von Punkten und die Relation “nachster Nachbans'ist nachster Nachbar von
p1” wird dargestellt durch einen Pfefl; — po.


Literaturverweis [149]
[149] F. P. Preparata und M. I. Shamos. Computational Geometry: An Introduction. Springer, 1985.

Literaturverweis [105]
[105] D. T. Lee und F. P. Preparata. Computational geometry - a survey. IEEE Transactions on Computers, C-33(12):1072-1102, 1984.

Literaturverweis [122]
[122] K. Mehlhorn. Data structures and algorithms, Vol. 3: Multidimensional searching and computational geometry. Springer, Berlin, 1984.


Literaturverweis [149]
[149] F. P. Preparata und M. I. Shamos. Computational Geometry: An Introduction. Springer, 1985.

Literaturverweis [142]
[142] Th. Ottmann und D. Wood. Dynamical sets of points. Computer Vision, Graphics, and Image Processing, 27:157-166, 1984.

Literaturverweis [105]
[105] D. T. Lee und F. P. Preparata. Computational geometry - a survey. IEEE Transactions on Computers, C-33(12):1072-1102, 1984.

Literaturverweis [149]
[149] F. P. Preparata und M. I. Shamos. Computational Geometry: An Introduction. Springer, 1985.


498 7 Geometrische Algorithmen

N

Dieses Problem |aRt sich auf naive Weise l6sen, indem man fiir jeden puak®
die Distanz zu allen anderen PunkterPiberechnet und einen Pungg mit minimaler
Distanz auswahlip; ist ein ndchster Nachbar vgn. Dieses Verfahren benotigi(N?)
Schritte fur eine Menge voN Punkten.

Man stellt leicht fest, dalR das Problem fiir eindimensionale Punkte (wie auch sch
das “closest pair’-Problem) wegen der Existenz einer totalen Ordnung auf den Pur
ten effizienter I6sbar ist. So genugt es hier, die Punkte zu sortieren und anschlief3e
fur jeden Punkt seine beiden Nachbarn in der Sortierreihenfolge zu betrachten, de
nur sie kommen als nachste Nachbarn in Frage. Also kann auch dieses Probdem fii
eindimensionale Punkte m@(N logN) Rechenschritten geldst werden.

Das Problem, ein “dichtestes Punktepaar” zu finden, kann man l6sen, indem m
zuerst alle nachsten Nachbarn bestimmt, und dann ein Paar mit minimaler Distanz a
wahlt. Deshalb ist eine untere Schranke fur die Laufzeit des “dichtestes Punktepaa
Problems auch eine untere Schranke fir das “alle ndchsten Nachbarn”-Problem.
mit ist klar, daf? dieses Problem mindest@i® logN) Schritte fir eine Menge voN
Punkten bendtigt.

Betrachten wir nun das Problem, zu einer gegebenen Punktmenge ein kiirzestes
bindendes Netzwerk zu finden. Die verschiedenen Versionen solcher Netzwerke,
nach Anforderungen an die Lésung, definieren kirzeste Verbindungen (etwa bei ho
stintegrierten Schaltkreisen) oder einfach AhnlichkeitsmaRe fiir Punktmengen (etwa
Bereich der Mustererkennung). Wir interessieren uns daftir, einen minimalen spann
den Baum zu einer gegebenen Punktmenge zu finden.

Problem: Minimaler spannender Baufminimum spanning tree)

gegeben:Eine MengeP von N Punkten in der Ebene.

gesucht: Ein minimaler spannender Baum fayd.h. ein Baum, dessen Knoten gerade
die Punkte au® sind, dessen Kanten Verbindungen zwischen den Punkten sin
und der unter allen solchen Baumen minimale Lange hat. Die Lange eines Ba
mes ist dabei die Summe der Langen seiner Kanten; die Lange einer Kante ist (
(euklidische) Distanz der beiden Endpunkte.

Die Abbildung 7.50 zeigt eine Menge von sieben Punkten und einen minimalen spa
nenden Baum fir diese Punktmenge.

Eine naive Losung des Problems kdnnte darin bestehen, alle méglichen spannen
Baume — das sind Baume, deren Knoten gerade die Punkkesaind — zu berechnen,
und einen mit minimaler Lange auszuwéahlen. Dazu missen jedenfalls Kanten flr a
Punktepaare betrachtet werden — das sind be®¢Ng) Kanten. Jedes so operierende
Lésungsverfahren muRR also mindest@@®?) Schritte zur Lésung im schlimmsten
Fall bendtigen; womdglich bendtigt es betrachtlich mehr.

Im eindimensionalen Fall &Rt sich das Problem wieder ganz leicht durch Sortiere
mit anschlielendem Verbinden aller in der Sortierreihenfolge benachbarten Punkte
sen — also iM(NlogN) Schritten furN Punkte.
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Abbildung 7.50

Es ist leicht einzusehen, daR jeder minimale spannende Baum fiir Punktmeige
ne verbindende Kante zwischen zwei dichtesten Punktéhdnthalt. Betrachten wir
zum Beweis einen spannenden BaBirder fur kein dichtestes Punktepaar eine ver-
bindende Kante enthélt. Nun verandern wir diesen Baum, indem wir eine solche Kan
hinzufiigen; das ResultBf ist kein Baum mehr, weil es jetzt einen Zyklus gibt, wie die
Abbildung 7.51 zeigt.

B/I

Abbildung 7.51

AusB’ machen wir durch Entfernen einer Kante des Zyklus (etwa der langsten Kantt
wieder einen BaurB”. Dann ist klar, daf? die Lange va@Y geringer ist als die voB,
und damit kanB kein minimaler spannender Baum sein.
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Jetzt 1aRt sich das “dichteste Paar”-Problem I6sen, indem man zunéchst einen mi
malen spannenden Baum berechnet, und dann nur noch unteNaldndurch eine
Kante verbundenen Punktepaaren das dichteste ausfindig macht. Deshalb benétig
Berechnung eines minimalen spannenden Baumes im schlimmsten Fall mindestens
viel Zeit wie das Finden eines dichtesten Paares, nar@{d®hlogN).

Wieder stellt sich die Frage, ob man die Lage der Punkte in der Ebene nutzen ka
um einen schnellen — vielleicht sogar optimalen — Algorithmus zur Berechnung eine
minimalen spannenden Baumes zu finden.

Die bisher genannten sind Probleme, bei denen man fiir eine gegebene Punkteme
einmal eine Frage beantworten will. Im Gegensatz dazu geht es bei einer gro3en Kla
von Problemen darum, wiederholt auf einer Grundmenge von Elementen gewisse O
rationen auszufiihren, wie etwa beim Speichern und Wiederfinden von Informatione
In solchen Fallen ist es oft nutzlich, die Grundmenge, unter Umstanden mit einigem R
chenaufwand, so vorzubehandeln (preprocessing), daf3 nachfolgende Anfragen sch
ausgefuhrt werden kénnen. Stellen wir uns etwa vor, ein Kunde im Reisebiro suc
nach einem Urlaubsangebot eines gewissen Typs (Badeurlaub), zu einer grob festge
ten Zeit. Er hat Idealvorstellungen in vielerlei Hinsicht (Ort, Dauer, Preis, Verpflegunc
Lage des Hotels, etc.), die er insgesamt so gut es eben geht realisieren mochte.
Reisebiro wird versuchen, aus der Grundmenge aller verfligbaren Urlaubsreisen e
moglichst passende herauszusuchen (best match). Faf3t man die Attribute einer Urlat
reise als Koordinaten in einem mehrdimensionalen Koordinatensystem auf und brir
man die Gewichtung der Attribute in einer Distanzfunktion zum Ausdruck, so sucht ur
ser Urlaubswilliger in der Menge der angebotenen Urlaubsreisen vielleicht gerade na
einer Reise mit geringster Distanz zu seiner Idealvorstellung. Fur den Fall von Punkt
in der Ebene 14t sich das “best match”-Problem wie folgt formulieren.

Problem: Suche nachsten Nachbafmearest neighbor search, best match)
gegeben: Eine MengeP von N Punkten in der Ebene.
gesucht: Eine Datenstruktur und Algorithmen, die

1. Pinder durch die Datenstruktur vorgeschriebenen Form speichern (prepr
cessing),

2. zu einem gegebenen, neuen PugktAnfragepunkt, query point) einen
Punkt aud finden, der nachster Nachbar vqist.

Ganz ohne Vorbehandlung Iaf3t sich eine Anfrage nach einem néchsten Nachbarn?
g in Zeit ©(N) beantworten, indem die Distanz vgrzu jedem Punkt ifP berechnet
und das Minimum ausgesucht wird.

Im eindimensionalen Fall kann man wieder durch SortierenRoalso mit Vorbe-
handlungsaufwan®(NlogN), eine schnelle Beantwortung dieser Anfrage erreichen,
namlich mittels bindrer Suche. Endet die binare Suche erfolgreich, so hat man ger
den gesuchten Punkt gefunden; andernfalls ist ein n&chster Nachbar einer der (h¢
stens zwei) Nachbarn der Stelle, an der die Suche endet. Wegen der Optimalitat der
naren Suche ist auch diese Nachbarschaftssuche optimal: man kann sie zur Suche |
einem Punkt verwenden. Damit @{(logN) eine untere Schranke fiir den Aufwand zur
Suche eines néchsten Nachbarn im schlimmsten Fall, und zwar fur jede Dimension.
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p1 P2 Ps P4 Ps

<—Bereich—>|<— Bereich—>|<— Bereich—>|<— Bereich—>|<— Bereich?
von pp von p2 von ps vOon pa von ps
pi ist nachster
Nachbarvorg <= qfélltin den Bereich vorp;

Abbildung 7.52

Erinnern wir uns: Alle gestellten Probleme kdnnen im eindimensionalen Fall leich
optimal geldst werden, weil wir uns die Sortierung der Punktmenge zunutze mache
kénnen. Da es aber fir zweidimensionale Punkte keine Sortierung gibt, &Rt sich dies
Ansatz nicht auf hdhere Dimensionen verallgemeinern. Bei ndherem Hinsehen stell
wir aber fest, daf3 sich eine Eigenschaft der sortierten Punktmenge verallgemeinern |
die wir zur L6sung der Probleme genutzt haben: Wir haben (implizit) fir jeden gege
benen Punkp die Menge aller Punkte vorausberechnet, die ndhep laés bei irgend-
einem anderen Punkt der Menge liegen. Bei der Suche nach dem néchsten Nacht
beispielsweise haben wir dann nur noch feststellen miissen, zu welcher der voraus
rechneten Punktmengen ein Anfragepunkt gehort; die Abbildung 7.52 illustriert diese
Sachverhalt.

Dasselbe Prinzip wollen wir nun auf zweidimensionale Punkte in der Ebene veral
gemeinern, um eine schnellere Losung fur alle genannten Probleme zu erhalten.

7.7.2 Das Voronoi-Diagramm

Das Voronoi-Diagramm fiir eine Menge von Punkten in der Ebene teilt die Ebene ein
Gebiete gleicher nachster NachbaBesteht die Menge lediglich aus zwei Punkten, so
wird die Einteilung gerade durch die Mittelsenkrechte auf der Verbindungsstrecke d
beiden Punkte realisiert (Abbildung 7.53).

Der geometrische Ort aller Punkte, die néher peliegen als beip,, ist die Halb-
ebeneH (p1|pz); das entsprechende gilt fi und H(p2|p1). Allgemein nennen wir
fur eine gegebene Mendevon Punkten und einen Punjite P den geometrischen Ort
aller Punkte der Ebene, die nédher pdiegen als bei irgendeinem anderen PunktRus
die Voronoi-Region VRp) von p. Sie ist stets der Durchschnitt aller Halbebenen ppn
gebildet mit allen anderen Punkten &is

VR(p= (] H(plp)
peP\{p}

Die Abbildung 7.54 zeigt eine Menge von sechs Punkten und die Voronoi-Region ft
einen der Punkte;.
Das Studium dieser Regionen geht zuriick auf den Mathematiker G. Voronoi (vg
[ . Man nennt sie manchmal auch Dirichlet-Gebiete oder Thiessen-Polygone (v
[ . Die Menge aller Voronoi-Regionen fiir eine Menge von Punkten ist/dasnoi-
amm Abbildung 7.55 zeigt ein Beispiel.
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Abbildung 7.53

H(pa1| ps)

H (ps| p1) Po

schraffiertVR(p;)

Abbildung 7.54

Abbildung 7.55
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Wir betrachten das Voronoi-Diagramm als ebenes Netzwerk; die Knoten des Net
werkes heileNoronoi-Knotendie Kanteroronoi-Kanten

Das Voronoi-Diagramm hat eine Reihe von Eigenschaften, die es erlauben, die e
gangs gestellten Probleme effizient zu I6sen. Fir die Suche nach einem nachsten Ne
barn eines Anfragepunktggenigt es, die Voronoi-RegidR(p) des Punktep zu be-
stimmen, in deq liegt; pist dann ein nachster Nachbar v@rBevor wir die Losung der
Probleme mit Hilfe des Voronoi-Diagramms beschreiben, wollen wir die Eigenschat
ten des Voronoi-Diagramms etwas genauer betrachten. Nehmen wir (zur Vermeidu
einer umstandlichen Sonderfallbetrachtung) an, dal3 keine vier Punkte der gegebel
Punktmenge auf einem gemeinsamen Kreis liegen.

Da jeder Punkt auf der Mittelsenkrechten der Verbindungsstrecke zwigcined p’
zu p und p’ den gleichen Abstand hat, liegt auch jeder Voronoi-Knatgteich weit
von allen Punkten auB entfernt, deren Voronoi-Regionen agrenzen:

v . P2
d(pz,Vv) =d(p2,v) = d(ps,V)
Pe «

- P1

Weil keine vier Punkte auP auf einem Kreis liegen, und weil zwei Punkte aRis
keinen Voronoi-Knoten definieren, muf3 jeder Voronoi-Knoten genau drei Kanten be
grenzen und auf dem Rand von genau drei Voronoi-Regionen liegen. Jeder Knoten c
Voronoi-Diagramms hat also genau den Grad drei.

Ist p ein Punkt aus? einer an Voronoi-Knotenr angrenzenden Voronoi-Region, so
liegen folglich gerade drei Punkte aBssagen wirp, p’ und p”, auf dem Kreis unv
mit Radiusd(p, v). In diesem Kreis kann kein PunftausP liegen. Dann ware namlich
d(p,v) < d(p,v), und damit miBte € VR(p) gelten, im Widerspruch zur Vorausset-
zungv € VR(p).

pl

Man macht sich leicht klar, daf3 jeder nédchste Nachbar eines PynktPxine Kan-
te der Voronoi-RegiolVR(p) definiert; nachste Nachbarn haben also sich beriihrend:s
Voronoi-Regionen.
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Manche der Voronoi-Regionen sind beschrankt, andere sind unbeschrankt. Die un
schrankten Regionen gehéren genau zu denjenigen Punkten, die auf der konvexen H
von P liegen (Abbildung 7.56).

- - - die konvexe Huille vorP

Abbildung 7.56

Diesen Sachverhalt kann man sich wie folgt klar machen. Betrachten wir zunack
eine beschrankte Voronoi-RegiiR(p) eines Punktep € P, und die reihum angren-
zenden Voronoi-RegioneviR(p}), VR(p5), ..., VR(p,). In unserem Beispiel grenzen
VR(p2), VR(p3), VR(ps) und VR(ps) an die beschrankte Regi&fR(p1). Dann muf}

p im Polygon mit den Eckpunktep], p5,..., p, liegen, also nicht auf der konvexen
Hulle. In unserem Beispiel liegt; im Polygon mit Eckpunkteip,, ps, ps und pe.

Wir Giberlegen uns noch, dal3 der Schluf? auch in der anderen Richtung gilt, d.h. d
fur p € P nicht auf der konvexen HUII®R(p) beschréankt ist. Liegp nicht auf der
konvexen Hillle, so liegp in Innern eines Dreiecks, dessen drei Eckpurgiep,,

p; ausP stammen. In unserem Beispiel liegt im Innern des Dreieckgs, ps, Pe.
Betrachten wir die drei Kreise, die durphund jeweils zwei der Punkig,, p5, p; gehen
(Abbildung 7.57). Jeder Punkt auf dem Rand der Vereinigung der drei Kkgjs&23
undKz3 liegt néher an einem der Punkté, p,, p; als anp. Dasselbe gilt ebenfalls fur
alle Punkte aulRerhal;o U Koz U Kz, Also muRVR(p) ganz in der Vereinigung der
drei Kreise enthalten sein; damit MR(p) beschrankt.

Nun versuchen wir, die im Voronoi-Diagramm implizit reprasentierten Nachbarscha
ten explizit darzustellen. Dazu betrachten wir den dualen Graphen (das duale Ne
werk): Jeder (gegebene) Punke P ist ein Knoten, und zwischen zwei Knotgrund
p’ gibt es genau dann eine (ungerichtete) Kante, WwéR(p) undVR(p') sich berihren,
also eine gemeinsame Voronoi-Kante haben. Die Kanten des dualen Graphen haber
ne Lange, die gerade der Distanz der beiden Endknoten entspricht. Die Abbildung 7.
zeigt den zum Voronoi-Diagramm dualen Graphen flr unser Beispiel.

Der duale Graph trianguliert die Men&ed.h., er definiert eine Zerlegung der konve-
xen Hulle vonP in Dreiecke mit Punkten audals Eckpunkte. Dies kann man einsehen,
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Abbildung 7.57

indem man jedem Voronoi-Knotendas Dreieck des dualen Graphen mit Eckpunkten
P, P, P5 zuordnet, wobev auf dem Rand der Voronoi-Region&ftiR(p}), VR(p5),
VR(py) liegt. Dann zeigt man, daf? sich diese Dreiecke nicht Giberlappen (sondern sit
allenfalls bertihren), und daf3 jeder Punkt der konvexen HilleRvoneinem solchen
Dreieck liegt. Man beachte, dafselbst nicht im zugehérigen Dreiegk, p,, pj lie-

gen mul3. Delaunay hat bereits 1934 gezeigt, dafl} der zum Voronoi-Diagramm duc
GraphP trianguliert h ); die so definierte Zerlegung heil3t daher &ethunay-
Triangulierung

Damit ergibt sich direkt eine Aussage Uber die Anzahl der Voronoi-Knoten unc
Voronoi-Kanten eines Voronoi-Diagramms fir eine Menge WoPunkten: ein sol-
ches Diagramm hat héchstend 2 4 Knoten und héchstend$\3- 6 Kanten. Weil die
Delaunay-Triangulierung ein planarer Graph ist, besteht sie nach Euler aus héchst
3N — 6 Kanten und hochstendN2- 4 Dreiecken (Flachen). Jedem Dreieck entspricht
ein Voronoi-Knoten, jeder Kante der Triangulierung entspricht eine gemeinsame Kan
der beiden betreffenden Voronoi-Regionen.

Das Voronoi-Diagramm erlaubt also — sobald es erst einmal berechnet ist — eir
sehr kompakte und trotzdem explizite Darstellung der Nachbarschaftsverhaltnisse v
Punkten. Uberlegen wir uns zunéchst genauer, wie das Voronoi-Diagramm gespeich
werden soll, und anschliel3end, wie wir es denn berechnen kénnen.

7.7.3 Die Speicherung des Voronoi-Diagramms

Wir speichern das Voronoi-Diagramm als einen in die Ebene eingebetteten planar
Graphen. ] schlagen vor, eine doppelt verkettete Liste der Kanten (englisch: dou
ly connectet edge list) abzuspeichern. Jede Kante wird durch ihre beiden Endpunl
(Knoten) angegeben; aulerdem wird bei jeder Kante vermerkt, welche beiden Flach
sich auf beiden Seiten der Kante anschliel3en. Jeder Knvowgrd durch die beiden

Koordinatenwertéxy, yy) reprasentiert. Wir legen das Ubliche kartesische Koordinaten:
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Abbildung 7.58

system zugrunde. Um die zu einer Flache gehdrenden Kanten nacheinander betracl
zu kénnen, werden mit jeder Kante zwei Verweise auf die an den beiden Endknoten ¢
Kante weiterfiihrenden Kanten gespeichert. Genauer hat die doppelt verkettete Kant
liste die in Abbildung 7.59 gezeigte Gestalt.

Kante
Anfangs- End- legt implizit,
knoten: knoten willktrlich
Y, v eine Rich-
tung fest
Flache Flache
“links™: “rechts”
F =
nachste Kante nachste Kantg
vonF beiv: | vonF’ beiV':
Richtung der Kante V: ! ?
implizit, willkrlich l l
durch Abspeicherung
Kante Kante
festgelegt e €

Abbildung 7.59
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Verwenden wir jetzt die Definition

type
kantenzeiger Tkante
kante= record
anfangsknoten, endknotemoten
linkeflaeche, rechteflaechitaeche
anfangskante, endkanteantenzeiger
end

mit geeigneten Definitionen flinotenundflaeche so kdnnen wir beispielsweise alle
Kanten der FI&ch& im Uhrzeigersinn direkt nacheinander besuchen, wenn wir schor
eine Kante der Flache kennen:

var
71,22 : kantenzeiger

{sei Z ein Zeiger auf eine zur Flache F gehdrende Kante;
also entwederXt.linkeflaeche= F oder A t.rechteflaeche =
22 =71, {starte das Umrunden der Flache béi}z
repeat
{die aktuell betrachtete Kante is2 2}
{fahre fort mit der nachsten zu F gehtdrenden Kahte
if 221.linkeflaeche=F
then 22 .= 22 1.anfangskante
elsez2 .= 22 1.endkante
until 2 =21 {Umrundung ist vollendét

Entsprechend |aRt sich leicht angeben, wie man alle mit einem Knoten inzidente
Kanten entgegen dem Uhrzeigersinn besuchen kann. Wichtig ist hier nur, dal3 die La
zeit beider Operationen (Kanten einer Flache besuchen; Kanten eines Knotens be
chen) lediglich proportional zur Anzahl der besuchten Kanten ist, wenn man berei
Zugriff auf eine der zu besuchenden Kanten hat.

Versehen wir die doppelt verkettete Kantenliste nun noch mit einem Anfangszeige
auf eine beliebige Kante, so |aRt sich eine Startkante fiir eine Flache oder einen Knot
in Zeit proportional zur Anzahl aller gespeicherten Kanten finden.

Fiar unser Voronoi-Diagramm-Beispiel ergibt sich beispielsweise die in Abbil-
dung 7.60 gezeigte Situation.

7.7.4 Die Konstruktion des Voronoi-Diagramms

Preparata und Shamoﬁg] weisen darauf hin, dal in einigen Anwendungsgebie
das Berechnen des M oi-Diagramms nicht ein Zwischenschritt beim Lésen ein
Problems ist, sondern bereits die Losung — Beispiele findet man in der Archéologi
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der Okologie, der Chemie und der Physik. Wir wollen das Voronoi-Diagramm berect
nen, um damit die eingangs beschriebenen Probleme effizienter zu I6sen. Formuliel
wir zunachst das Problem.

Problem: Voronoi-Diagramm
gegeben: Eine MengeP vonN Punkten in der Ebene.
gesucht: Das Voronoi-Diagramm fiiP, als doppelt verkettete Kantenliste.

Ein naives Verfahren zur Berechnung des Voronoi-Diagramms kdnnte damit begil
nen, daR fiir jeden Punkte P durch Betrachten aller anderen Punfgte P\{p} die p
betreffenden Halbebenen berechnet und ihr Durchschnitt gebildet werden. Damit erh
man die Voronoi-Region fiir jeden Punii& P in Zeit Q(N) pro Punkt, also insgesamt
in Zeit Q(N?). Solch ein Verfahren kann aber nicht als Grundlage fiir schnellere Algo
rithmen fir unsere Ausgangsprobleme dienen. Fragen wir uns zunéchst, wie lange de
die Berechnung des Voronoi-Diagramms mindestens dauern muf3.

Im eindimensionalen Fall besteht das Voronoi-Diagramm gerade aus den “Trennst
len” fir Gebiete gleicher nachster Nachbarn, wie am Ende des Abschnitts 7.7.1 a
gegeben. Die Voronoi-Region eines Punktes Rust also hier ein Intervall, das den
Punkt enthalt. Wenn man wieder fordert, daf3 aus einer Voronoi-“Kante” (das ist hie
eine “Trennstelle”) in konstanter Zeit auf die angrenzenden Gebiete geschlossen w
den kann und umgekehrt, so kann man das Voronoi-Diagramm fiir eine Menge v
Zahlen zum Sortieren benutzen: Man beginnt bei der kleinsten Zahl und durchlauft al
Zahlen gemaf dem Voronoi-Diagramm. Da dieses Durchlaufen lediglich lineare Zei
Sortieren abef(NlogN) Zeit bendétigt, mu3 das Berechnen des Voronoi-Diagramms
Q(NlogN) Zeit benétigen. Im eindimensionalen Fall ist das ja mittels Sortieren aucl
tatsachlich leicht erreichbar.

Wir werden jetzt zeigen, wie das Voronoi-Diagramm auch im zweidimensionalel
Fall, also fiir Punkte in der Ebene, effizient berechnet werden kann. Dazu verwend
wir ein dem Divide-and-Conquer-Prinzip folgendes Verfahren:

1. TeileP in zwei etwa gleich gro3e Teilmeng@pundP..
2. Berechne die Voronoi-Diagramme figr und P, rekursiv.

3. Verschmelze die beiden Voronoi-Diagramme f&r und P, zum \oronoi-
Diagramm furP.

Das Ende der Rekursion ist erreicht, wenn das Voronoi-Diagramm fiir einen einzige
Punkt berechnet werden soll: das ist gerade die ganze Ebene. Wichtig ist, daR wir
so teilen, dal3 Schritt 3, das Verschmelzen der Teil-Diagramme, mdglichst effizient au
fuhrbar ist. Dabei hilft eine wichtige Beobachtung: Wdhdurch eine vertikale Linie in
zwei TeileP; undP; geteilt wird, so bilden diejenigen Kanten des Voronoi-Diagramms,
die sowohl an Voronoi-Regionen fiir Punkte d@jsals auch an Voronoi-Regionen fir
Punkte au$, angrenzen, einen in vertikaler Richtung monotonen, zusammenhange
den Linienzug. Dieser Linienzug besteht am oberen und unteren Ende aus je einer He
geraden, mit Geradenstiicken dazwischen. Die Abbildung 7.61 illustriert diese Aussa
fur unser Beispiel.
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P = {p1, P2, P3, P4, Ps, Ps }
PL = {p1,Ps, Pe}
P2 = {p27 P3, p4}

p2
* Kantenzug zwischen
Do Voronoi-Regionen
. o . (von oben nach unten)
. Ps P4 g2 12 1,3 53 54

Abbildung 7.61

Das Voronoi-Diagramm fliP setzt sich dann zusammen aus dem links dieses Kanter
zugs liegenden Teil des Voronoi-Diagramms Vandem rechts des Kantenzugs liegen-
den Teil des Voronoi-Diagramms véh und dem Kantenzug selbst (Abbildung 7.62).

Wir prazisieren jetzt das Verfahren zur Berechnung des Voronoi-Diagramms entsp
chend.

Algorithmus Voronoi-Diagramm
{liefert zu einer Menge P von N Punkten in der Ebene das Voronoi-
Diagramm VIP) in Form einer doppelt verketteten Kantenliste

1. {Divide:}
Teile P durch eine vertikale Trennlinie T in zwei etwa gleich grof3e Teilmen

gen R (links von T) und P(rechts von T), fall$P| > 1ist; sonst ist VI}P)
die gesamte Ebene.

2. {Conquer}
Berechne VIDP;) und VO(P,) rekursiv.
3. {Merge}
(a) Berechne denjfund B trennenden Kantenzug K, der Teil von {A)
ist.

(b) Schneide den rechts von K liegenden Teil vor{R{Pab, und schneide
den links von K liegenden Teil von Vi) ab.

(c) Vereinige VOPy), VD(P2) und K; das ist VIP).
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. / o o \oronoi-
o Diagramm furP;

. \oronoi- Voronoi-Diagramm
Diagramm furP, furPLUP =P

Abbildung 7.62

Schritt 1, das Aufteilen voR, ist gerade das Finden des Mediansxd&oordinaten
aller Punkte, und das Verteilen der Punkte auf die beiden Teilmengen. Beides kann
in linearer Zeit ausgefuhrt werden. Der kritische Schritt ist das BerechneK ydas
anschlieBende Abschneiden der Uberstehenden Kantewv@h) und VD(P,) kann
durch das Durchlaufen der jeweiligen doppelt verketteten Kantenliste in linearer Zeit
geschehen. Wir wollen uns jetzt Gberlegen, wie auch der trennende Kant€nnug
linearer Zeit berechnet werden kann. Dann ergibt sich fir die LaufZél) des Ver-
fahrens zur Berechnung des Voronoi-Diagramma\fiRunkte

T(N) = 2-T(N/2)+O(N)
T = O

und damit
T(N) = O(NlogN);

das Verfahren ist also optimal.
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trennende Halbgerade

gemeinsame
Tangente

Abbildung 7.63

Wir berechnen den trennenden Kantenzug schrittweise, ein Geradenstiick nach ¢
anderen 1). Dabei beginnen wir mit der oberen Halbgeraden des Kantenzugs. D
se Halbg e mul3 Teil der Mittelsenkrechten zweier Punkte sein, von denen einer
P1 und einer zuP, gehért. Da beide angrenzenden Voronoi-Regionen unbeschrankt sin
missen beide Punkte auf der konvexen Hillle der Punktreliggen. Wir kénnen die-
se beiden Punkte also bestimmen, indem wir eine gemeinsame Tangente von “oben’
die beiden konvexen Hiillen der PunktmengemundP, legen, wie in Abbildung 7.63
gezeigt.

Erinnern wir uns: Die beiden Voronoi-Diagrami®(P;) und VD(P,) fur die Teil-
mengenP; und P, von P sind bereits (rekursiv) berechnet worden. D&(P;) und
VD(P,) trennende Kantenzug mul? inVD(P) so verlaufen, daf alle Punkte der Ebene
links vonK n&her bei einem Punkt als als bei einem Punkt au® liegen (das gilt
symmetrisch fiir die Punkte rechts vii. Also sind die Geradenstiicke, aus deien
besteht, Teile von Mittelsenkrechten mit einem PunktRusnd einem Punkt aus,.
Lassen wir nun einen Punktauf K von oben nach unten wandern, beginnend knit
auf der Mittelsenkrechten der beiden Tangentialpumkte P, und p, € P>. An der
Stelleks, an derk die Grenze einer der beiden Voronoi-Regiowé{p) oderVR(p,)
erreicht, mufX von dieser Mittelsenkrechten abweichen, weil sich der nachstliegend
Punkt inP; oderP, fir K gedndert hat. Nehmen wir ohne Beschrankung der Allge-
meinheit an, dak die Grenze volVR(p}) erreicht, und da®/R(p7) mit VR(p;) diese
Grenze bildet, wie in Abbildung 7.64 gezeigt.

DaK in vertikaler Richtung monoton fallt, wird nusi’ zumK nachstliegenden Punkt
in P;. Also ergibt sich das nachste Geradenstiuck<iaus der Mittelsenkrechten der
Verbindungsstrecke vopy und p,. Dieser Geraden folgk solange, bis wieder die
Grenze einer Voronoi-Region erreicht ist. Im Beispiel wird die GrenzeWR(p,) er-
reicht; damit folgtk nunmehr der Mittelsenkrechten der Verbindungsstreckepjon
und p5. Dieser Prozef3 wird solange fortgesetzt, ider Mittelsenkrechten der unte-


Literaturverweis [167]
[167] M. I. Shamos und D. Hoey. Closest-point problems. In Proc. 16th Annual Symposium on Foundations of Computer Science, S. 151-162, 1975.
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Abbildung 7.64

ren Tangentialstrecke an die beiden konvexen HillenRioand P, folgt; dann istK
komplett beschrieben.

Die Berechnung des Kantenzugdei gegebenen Voronoi-Diagramméb(P;) und
VD(P,) laRt sich also wie folgt beschreiben:

{Berechnung des trennenden Kantenzugs K bei gegebenen Voronoi-Dia-
grammen VIDP;), VD(P,); wird nur ausgefuhrt fir P#£ 0, P, # 0}

1.  Ermittle die beiden oberen TangentialpunkfespPy und g, € P>
und die beiden unteren TangentialpunkiegoP;, und p, € Ps.
Bestimme die Mittelsenkrechte m der Verbindungsstrecke zwischen
p; und B,
Wahle k= (X, yk) mit yi = o so, dafd k auf m liegt.
Setze K= 0.

2. while (pj # p,) or (p, # p,) do
begin {Berechnung von K fortsetzgn

ermittle Schnittpunkt;svon m mit VRp;) unterhalb k
und Schnittpunktsvon m mit VRp5) unterhalb k

{nicht beide Schnittpunkte mussen existieren,

aber mindestens eingr

if (51 liegt oberhalb von g or (s, existiert nichj

theni:=1
elsei ;= 2;

flige Geradenstiick m von k bjzs K hinzy

setze k=5;

sei ' der Punkt aus P dessen Voronoi-Region Vi)
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in s an VR p) angrenzt
setze p:= p!’
end {while}

3. Fuge mvon k bis'k= (X, yw) mit y = —co und
k' auf m liegend zu K hinzu.

Die Zeit zur Berechnung vol darf O(|Py| + |P.|) nicht Ubersteigen, wenn zur Be-
rechnung des Voronoi-Diagramms flamicht mehr al<O(NlogN) Zeit zur Verfiigung
steht, fuir|P| = N. Nehmen wir (induktiv) an, da die konvexe Hulle frund P, bei
der Berechnung voK bekannt ist, so kdnnen alle vier Tangentialpunkte in sublinea-
rer Zeit berechnet werden. Mit Hilfe der berechneten gemeinsamen Tangenten la3t s
ebenso die konvexe Hille vah U P, in héchstens linearer Zeit angeben; die rekursive
Konstruktion der konvexen Hillle ist also geniigend effizient sichergestellt.

Alle Operationen im Innern der while-Schleife (Schritt 2) auRer dem Ermitteln de:
nachsten Schnittpunktes benétigen lediglich konstante Schrittzahl, da mit Hilfe der do
pelt verketteten Kantenlisten fMD(P;) und VD(P,) direkt auf benachbarte Voronoi-
Regionen zugegriffen werden kann, wenn die gemeinsame Voronoi-Kante bekannt
Weil K aus©(|P1| + |P2|) Geradenstiicken bestehen kann, benétigt dieser Teil der Ope
rationen der Schleife also insgesamt hdchs@(iB| + |P,|) viele Schritte.

Das Finden aller nachsten Schnittpunkte von Mittelsenkrechten mit Voronoi-Region
entlangK darf insgesamt ebenfalls hdchste®$|P;| + |P2|) Schritte kosten. DaR
diese Schrittzahl tatsachlich genugt, ist nicht so offensichtlich, wenn man bedenl
daBK O(|P1| + |P2|) Voronoi-Regionen passieren kann und daf3 eine Voronoi-Regiol
O(|P1| + |P2|) Kanten haben kann. Alle Voronoi-Regionen zusammen haben aber au
nur O(|P1| + |P2|) Kanten. Da wir im Innern dewhile-Schleife aber jeweils zwei
Schnittpunktes; undsy, berechnen, aber nur einen davon (den weiter oben liegender
verwenden, missen wir sicherstellen, daR die Kanten der Voronoi-Region des nic
verwendeten Schnittpunktes bei spéateren Schnittpunktberechnungen nicht wieder
spiziert werden missen. Es ist also nicht effizient genug, zur Schnittpunktberechnu
fur p} (bzw. p) alle Kanten voVR(p}) (bzw.VR(p,)) zu besuchen, und fir jede Kante
eine Schnittpunktprifung vorzunehmen.

Eine effiziente Realisierung der Schnittpunktberechnung findet man mit folgend
Uberlegung. Nehmen wir (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) ay;fisei be-
reits eine Schnittpunktberechnung fur die Mittelsenkrechier Verbindungsstrecke
von py und p, durchgefiihrt worden, aber der errechnete Schnittpsingeéi nicht ge-
wahlt worden. Dann wir@, von p; abgeldst, die neue Mittelsenkrechte séi Diese
Situation ist in Abbildung 7.65 gezeigt.

Fur p{ mul erneut eine Schnittpunktberechnung V&ipy), diesmal mit, durch-
gefiihrt werden. Der Ubergang V@ zu py kann aber inK (von oben nach unten
betrachtet) nur einen Knick nach rechts zur Folge haben. Also schididéR(p/)

im Uhrzeigersinn nacls; (das ist links vons;). Das Entsprechende gilt auch, wenn
K mehrere Male hintereinander Voronoi-Regionen von PunkterPaymssiert, be-
vor K VR(p?) verlaRt. Daher genuigt es bei der wiederholten Schnittpunktberechnur
fur VR(p}), nur die im Uhrzeigersinn auf den zuletzt berechneten Schnittpunkt fol
genden Kanten (inklusive dieser Kanten selbst) zu inspizieren. Sobald ein (nachst
Schnittpunkt gefunden ist, miissen wegen der Konvexitatwie(p) fir die gegebe-
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Abbildung 7.65

ne Mittelsenkrechte keine weiteren Kanten mehr betrachtet werden. Insgesamt werc
so hdéchstens alle Kanten v&fR(p7) einmal betrachtet, zuziglich der wiederholten
Betrachtung je einer Kante fiir das Fortschreitenkan P..

Fur wiederholtes Finden von Schnittpunkten Y(R(p,) gelten diese Betrachtungen
entsprechend, wobei die Kanten WIR(p,) entgegen dem Uhrzeigersinn besucht wer-
den mussen.

Das Besuchen der Kanten einer Voronoi-Region im Gegenuhrzeigersinn ist (eber
wie im Uhrzeigersinn, vgl. Abschnitt 7.7.3) in linearer Zeit méglich, weil alle Voronoi-
Knoten nur mit drei Kanten inzidieren. Der Schnittpunkt einer Voronoi-Kante mit ei-
ner Geraden kann in konstanter Zeit berechnet werden; also kénnen alle Schnittpun
wahrend der Konstruktion voK in linearer Zeit berechnet werden. Man kann sich
leicht Giberlegen, wie man mit Hilfe der doppelt verketteten Kantenlisten der Voronoi
Diagramme firP; und P, und des Kantenzugs eine doppelt verkettete Kantenliste
des Voronoi-Diagramms fiP erzeugt; wir Giberlassen es dem Leser, die Details auszu
fullen.

Damit ist gezeigt, daf? (rekursiv) a¥®(P;) undVD(P,) in linearer ZeitVD(P) be-
rechnet werden kann, daf? also insgesamt das Voronoi-DiagkédiR) fur eine Men-
geP vonN Punkten inO(NlogN) Zeit bestimmt werden kann. Weil sich mit Hilfe des
Voronoi-Diagramms sortieren laft, ist diese Laufzeit optimal. Das Voronoi-Diagramn
fur N Punkte kann miO(N) Speicherplatzbedarf in Form einer doppelt verketteten
Kantenliste abgespeichert werden.
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7.7.5 Lo6sungen fur Distanzprobleme

Wir wollen jetzt zeigen, wie das Voronoi-Diagramm zur Losung der im Abschnitt 7.7.1
angegebenen Distanzprobleme eingesetzt werden kann.

Fur das Problem, eidichtestes Punktepadclosest pair) in einer Menge von N
Punkten zu finden, ist eine optimale L&sung jetzt offensichtlich, da fir jeden Punl
p € P jeder nachste Nachbaf € P von p eine anVR(p) angrenzende Voronoi-Region
VR(p') hat. Das Problem kann also wie folgt geldst werden:

Algorithmus Dichtestes Punktepaar
{liefert zu einer Menge P von N Punkten in der Ebene ein Paar von
Punkten mit minimaler Distanz unter allen Punktepaarenjn P

1. Konstruiere das Voronoi-Diagramm VB) flir P.

2. Durchlaufe die doppelt verkettete Kantenliste fur(?pbund ermittle dabei
das Minimum der Distanz benachbarter Punkte sowie ein Punktepaar, dz
diese Distanz realisiert.

Schritt 1 kann gemafd Abschnitt 7.7.4@{NlogN) Zeit ausgefiihrt werden. Da die
Anzahl der Knoten und Kanten des Voronoi-Diagramms@{iN) beschrankt ist und
da zu jeder Voronoi-Kante ein Paar benachbarter Punkte gehort, ist Schritt 2 sogar
O(N) Zeit ausfuihrbar. Insgesamt ergibt sich also eine Laufzeit@@logN); diese
Laufzeit ist optimal (vgl. Abschnitt 7.7.1).

Das Problemalle nachsten Nachbarfall nearest neighbors) zu finden, I6st man
vollig analog.

Algorithmus Alle nachsten Nachbarn
{liefert zu einer Menge P von N Punkten in der Ebene zu jedem Punkt
in P einen nachsten Nachbarn in P, also eine Menge von N Punkte-

paarer}

1. Konstruiere das Voronoi-Diagramm VB) flir P.

2. Durchlaufe die doppelt verkettete Kantenliste fur(?Dso, dafd der Reihe
nach fur jeden Punkt p alle Voronoi-Kanten von (yiRbetrachtet werden.
Dabei wird fur jeden Punkt ein nachster Nachbar unter allen Punkten mif
benachbarter Voronoi-Region ermittelt.

Schritt 1 kann wiederum i©(NlogN) Zeit ausgefiuhrt werden und Schritt 2 beno-
tigt sogar nurO(N) Zeit, weil das zu einer Voronoi-Kante gehorige Punktepagy
hoéchstens zweimal, ndmlich bei der Bestimmung eines néchsten Nachbgrardr
fir p/, betrachtet wird. Damit ist die gesamte LaufZ8{iNlogN); das ist gemaf Ab-
schnitt 7.7.1 optimal.

Das Problem, eineminimalen spannenden Bayminimum spanning tree) fiir einen
Graphen mit Kantenbewertungen zu finden, wird im Kapitel 8 ausfuihrlich behandel
Wir wollen hier ein Verfahren auf den Fall einer Menge von Punkten in der Eben
spezialisieren.
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Algorithmus: Minimaler spannender Baum
{liefert zu einer Menge P von N Punkten in der Ebene einen minimalen
spannenden Baum fiir P in Gestalt einer Menge von Kgnten

1. Beginne mit einer Menge von Baumen, wobei jeder Baum ein Punkt de
Menge ist.

2. Solange noch mehr als ein Baum vorhanden ist, flihre aus:

2.1. Wahle einen Baum T aus.

2.2. Finde ein Punktepaar,p’ € P so, daR p zu T gehort/ picht zu T
gehort und dp, p') minimal ist unter allen solchen Punktepaaren.

2.3. Sei Tder Baum, zu dem’ gehort. Verbinde T und’Tdurch die Kante
zwischen p und’pT und T werden aus der Menge der Baume ge-
I6scht, und der neu entstandene Baum wird dort eingetragen.

Der entscheidende Schritt ist das Finden eines Paars dichtester Punkte, Schritt :
Alle anderen Teile kdnnen effizient implementiert werden, wie in Kapitel 8 beschrie
ben. Es ist naturlich ineffizient, jedes Punktepaar in Schritt 2.2 zu Gberpriifen. Hier i
das Voronoi-Diagramm die entscheidende Hilfe, denn die Voronoi-Regionen eines |
Schritt 2.2 gewéhlten Punktepaars missen aneinander angrenzen.

Allgemein gilt fir eine beliebige Aufteilung der Punktmerign disjunkte Teilmen-
genP; undP,, daR die kirzeste Verbindung zweier Punkte, von denen einér znd
einer zuP, gehort, zwischen Punkten mit angrenzenden Voronoi-Regionen realisie
wird. Um dies einzusehen, nehmen wir g, und p), seien zwei Punkte, die mini-
male Distanz zwischeR; undP; realisieren, mitp} € P, und p, € P,. Wenn nun die
Voronoi-RegionVR(p5) nicht anVR(p}) angrenzt, so liegt der Mittelpunkiy, der Ver-
bindungsstrecke zwischgn und p, auBBerhalb voVR(p}). Damit schneidet der Rand
vonVR(p}) die Verbindungsstreckg, p, in einem Punkp], der néher bep] liegt als
Pm. Die Voronoi-Kante voiVR(p} ) durchpy trenntVR(p;) undVR(p'), fir einen Punkt
p’ € P. Dieser Punkp' liegt auf dem Kreis mit Radiug(pf, p;) um den Punkp/, also
jedenfalls innerhalb des Kreises mit Radil{®m, p;) um Punktp;. Diese Situation ist
in Abbildung 7.66 illustriert.

Damitistd(p’, pj) < d(p5, p;) und auchd(p’, p,) < d(p5, py). Ob nunp’ zu Py oder
P, gehort, stets ist die Folge, daf} und p, kein Punktepaar mit minimaler Distanz
zwischerP; undP, gewesen sein kann. Also grenzen die Voronoi-Regionen der Punkt
p; und p, aneinander.

Damit genugt es, bei der Suche nach einem Punktepaar mit minimalem Abstand
Schritt 2.2 nur Punktepaare mit angrenzender Voronoi-Region zu betrachten. Der n
nimale spannende Baum ist also als Teil des zum Voronoi-Diagramm dualen Graph
mit geradlinigen Kanten, der Delaunay-Triangulierung, konstruierbar. Einen minimale
spannenden Baum fiir unser Beispiel zeigt die Abbildung 7.67.

Die Berechnung eines minimalen spannenden Baumes fir einen Graph¢Knuot
ten und Kanten kann in Ze®(NlogN) ausgefiihrt werden, wie wir in Kapitel 8 zei-
gen werden; fur planare Graphen genugt sogar @dit). Damit kann ein minimaler
spannender Baum fiur eine Menge von Punkten in @i logN) berechnet werden:
Man berechnet das Voronoi-Diagramm in Z8itN logN), bildet den dualen Graphen,
die Delaunay-Triangulierung, in Ze®(N) durch Durchlaufen der doppelt verketteten




518 7 Geometrische Algorithmen

Abbildung 7.66

\ / — — — Voronoi-Diagramm

>\ / — Delaunay-Triangulierung

« e minimaler spannender Baum

Abbildung 7.67
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Kantenliste fiir das Voronoi-Diagramm und berechnet anschlieBend einen minimals
spannenden Baum der Delaunay-Triangulierung. DaR dies optimal ist, wurde bereits
Abschnitt 7.7.1 gezeigt.

Die bisher gelosten Probleme waren allesamt Probleme mit fest gegebener Obje
menge und vorgegebener Frage. Betrachten wir nun eine Losung zum Problem der /£
frage nach einem nachsten Nachbarn bei gegebener, fester Punkitigmdeeliebi-
ge, zunachst unbekannte Anfragepunkte. Da viele dieser Anfragen beantwortet werc
sollen, wollen wir mit einigem VorbereitungsaufwaRdso praparieren, da? Anfragen
effizient beantwortet werden kénnen. DB@iche nach einem nachsten Nachbfim
einen Anfragepunkt (nearest neighbor search, best match), wird dann in zwei Schritt
erledigt:

Algorithmus 1 Vorbereitung fur “Suche néchsten Nachbarn”
{liefert zu einer Menge P von N Punkten in der Ebene eine Datenstruk-
tur fur P mit einer effizienten Unterstiitzung der Suchanffage

Algorithmus 2 Suche néchsten Nachbarn
{liefert zu einem Anfragepunkt q der Ebene einen nachsten Nachbarn

peP}
Verwende die angebotene Suchanfrageoperation fiir P und g.

Wir missen also lediglich noch den ersten Teil, den Vorbereitungsschritt, prazisiere
Dabei hilft wieder das Voronoi-Diagramm. Fir einen Anfragepunidt ein solcher
Punkt p € P nachster Nachbar unter allen Punkten Buén dessen Voronoi-Region
g fallt; VR(p) war ja gerade entsprechend definiert (vgl. Abschnitt 7.7.2). Die zu un:
terstiitzende Operation fur beliebiggsst also das Finden der (einer) Voronoi-Region
VR(p), die g enthalt (einpoint location problefh Auch wenn das Voronoi-Diagramm
als bekannt vorausgesetzt wird, ist diese Operation nicht ganz einfach effizient ausfi
bar. Unter den verschiedenen Methoden hierfiir wollen wir eine ndher betrachten, c
Methode dehierarchischen Triangulierun

Zunéachst wird das zu betrachtende Ge rianguliert, also in Dreiecke zerlegt, der
Ecken aus der vorgegebenen Punktmenge stammen. In unserem Fall ist dies die Me
der Voronoi-Punkte, alsaicht die MengeP. Da Voronoi-Regionen im allgemeinen
mehr als drei Kanten besitzen, miissen sie in Dreiecke unterteilt werden; unbeschréan
Voronoi-Regionen werden hier zunachst ignoriert. Die entstehende Triangulierung d
beschrankten Voronoi-Regionen umgeben wir mit einem Dreieck; die Differenzregio
wird ebenfalls trianguliert. Die Abbildung 7.68 zeigt eine solche Triangulierung fur
unser Beispiel.

Die Anzahl der Dreiecke einer solchen Triangulierung ist proportional zur Anzahl de
Voronoi-Knoten, also linear in der AnzaNl der Punkte irP. Die Triangulierung laft
sich inO(NlogN) Schritten ermitteln, etwa mit Hilfe eines Scan-Line-Verfahrens.

In dieser Triangulierung des Voronoi-Diagramms WwWauchen wir nun nach einem
Dreieck, dasq enthdlt. Ist das gefundene Dreieck Teil einer beschrénkten Voronoi
RegionVR(p), so istp nachster Nachbar vog; andernfalls ist das gefundene Drei-
eck Teil einer unbeschrankten Voronoi-Region oddiegt ganz auflerhalb des um-
schlieRenden Dreiecks. Dann fuhren wir eine bindre Suche auf den zyklisch geordne!
unbeschrankten Voronoi-Regionen (reprasentiert durch die trennenden Halbgerad
aus, um einen Punkt zu finden, in dessen Voronoi-Regiieygt. Diese Suche kann in



Literaturverweis [87]
[87] D. G. Kirkpatrick. Optimal search in planar subdivisions. SIAM J. Comput., 12(1):28-35, 1983.
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Abbildung 7.68

O(logN) Schritten beendet werden, weNrdie Anzahl der Punkte iR ist. Wesentlich
fur die Effizienz der Beantwortung der Suchanfrage ist jetzt noch, daf3 wir das Dreie«
der Triangulierung, dag enthalt, schnell finden.

Zu diesem Zweck vergrobern wir die bisher betrachtete Triangulierung in mehrere
Schritten, bis wir schlie3lich nur noch ein Dreieck vorfinden. Ein Vergréberungsschri
besteht darin, eine Menge von Punkten, die nicht durch Kanten verbunden sind (L
abhéngige Punkte) und nicht auf dem Rand der Triangulierung liegen, zusammen |
ihren inzidenten Kanten zu entfernen und die entstehenden polygonalen Gebiete nel
triangulieren. Ein Vergréberungsschritt macht also aus einer Triangulierung eine grok
re Triangulierung. Wir wenden nacheinander mehrere Vergréberungsschritte an, bis |
Triangulierung schlieBlich nur noch aus einem einzigen Dreieck besteht. Die Abbildul
gen 7.69 bis 7.73 zeigen eine Folge von funf Triangulierungen fir unser Beispiel. M
© markierte Punkte werden im n&chsten Schritt entfernt; Kanten, die im letzten Schr
hinzugenommen wurden, sind gestrichelt gezeichnet. Die Dreiecke sind fur spatere |
zugnahme mit Namen versehen.

Suchen wir nun mit einem Anfragepuninach einem Dreieck der feinsten Trian-
gulierung, dagy enthalt, so beginnen wir die Suche mit der grobsten Triangulierung
Fur diese stellen wir fest, ofptiberhaupt im Dreieck liegt. Dieser Test kann fiir einen
gegebenen Punkt und ein gegebenes Dreieck in einer konstanten Anzahl von Schrif
ausgefuhrt werden. Dann fahren wir mit der Suche in der nachstfeineren Trianguli
rung fort. Dort inspizieren wir alle Dreiecke, die mit dem soeben betrachteten eine
nichtleeren Durchschnitt haben, denn nur in diesen Dreieckendhegen. Eines der
inspizierten Dreiecke muf enthalten. Wir setzen das Verfahren mit diesem Dreieck
und der nachstfeineren Triangulierung fort, bis wir schlie3lich in der feinsten Triangt
lierung dasjenige Dreieck bestimmt haben, dasthalt.

Um diesen Suchvorgang zu unterstiitzen, wird zunachst aus der Hierarchie der T
angulierungen eine spezielle verkettete Suchstruktur gebildet. Jeder Knoten der Su
struktur reprasentiert ein Dreieck. Ein ausgezeichneter Knoten (die Wurzel) reprase
tiert das Dreieck der grobsten Triangulierung. Die Bléatter der Struktur reprasentiere
die Dreiecke der feinsten Triangulierung. Fir jedes im Verlauf der Vergroberung de
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Abbildung 7.69

Abbildung 7.71
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Abbildung 7.72

Abbildung 7.73

Triangulierung neugebildete Dreieck gibt es einen Knoten zwischen der Wurzel ur
den Blattern (inklusive der Wurzel selbst, die ja auch ein neugebildetes Dreieck rept
sentiert). Die Verweise der Knoten untereinander sind wie folgt angelegt: Ein Knote
k, der Dreieckd reprasentiert, besitzt einen Zeiger auf Knokémit Dreieckd’ genau
dann, wenn in einem Vergroberungsschritt von TrianguliefTingu Triangulierungr
Dreieckd’ entfernt wurde, Dreiecll neu entstand und undd’ sich tiberlappen.

Fur unser Beispiel sieht die Struktur fiir die Hierarchie der Triangulierungen wie ii
Abbildung 7.74 gezeigt aus.

Verfolgen wir die Suche nach dem miin den Triangulierungen eingetragenen Punkt
g*. Zunéchst stellen wir fest, aif im DreieckY liegt. Da dies der Fall ist, prufen wir
fur alle Nachfolger des Knotes obg* im zugehorigen Dreieck liegt. Der Test rivit
W undX ergibt, dalZy* in X liegt. Jetzt istX aktueller Knoten, und das Verfahren wird
fortgesetzt. Unter den NachfolgefnU undAvon X istU dasg* enthaltende Dreieck.
Von N undO enthaltO g*, und schlieRlich ist aus, F undG dasg* enthaltende Dreieck
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Abbildung 7.74

G. Da dies ein Blatt ist, sind wir bei der feinsten Triangulierung angelangt, und die z!
Dreieck G gehodrende Voronoi-RegioviR(p), die beispielsweise tber einen weiteren
Zeiger erreichbar ist, enthajt. Damit ist p; nachster Nachbar vag.

Die Laufzeit dieses Verfahrens hangt ab von der Lange des langsten Pfades in
Suchstruktur von der Wurzel zu einem Blatt und von der Anzahl der Nachfolger vol
Knoten. Das erstere ist gerade die Anzahl der Triangulierungen (Vergréberungssch
te), das letztere die Anzahl der Dreiecke, die ein neugebildetes Dreieck in der nach
feineren Triangulierung hochstens berlappen kann. Fir beides ist offenbar die We
der zu entfernenden Punkte in einem Vergroberungsschritt maf3gebend.

Die Suche nach dem Elementardreieck (Dreieck der feinsten Triangulierung), d.
einen gegebenen Punkt enthalt, kann nicht schneller &glogN) Zeit fir ©(N) Ele-
mentardreiecke ausgefiihrt werden, weil dies schon eine untere Schranke fiir die Su
im eindimensionalen Fall ist. Ein Suchverfahren ist also sicher optimal, wenn es m
O(logN) Schritten auskommt. Das ist der Fall, wenn es hochsdélegN) Triangulie-
rungen gibt und wenn jedes neugebildete Dreieck hdchstens eine konstante Anzahl y
Dreiecken der nachstfeineren Triangulierung tberlappt. Dann werden namlich bei d
Suche nuiO(logN) Knoten insgesamt betrachtet. Weil die Anzahl der Elementardrei-
ecke proportional ist zur Anzahl der Voronoi-Knoten und weil diese wiederum propor
tional ist zur AnzahN der gegebenen Punkte, ergibt sich damit ein Suchverfahren, mi
dem die Suche nach dem néchsten Nachbarn inQi&igN) ausgefiihrt werden kann,
das also optimal ist.

Auch der Speicherbedarf fiir eine solche Suchstruktur ist minimal: Da es insgesal
O(N) Knoten in dieser Struktur gibt, von denen jeder nur konstant viele Verweise spe
chert, gentig®(N) Speicherplatz.

Wir wollen nun die von Kirkpatrick vorgeschlagene Wahl fiir die zu entfernender
Punkte angeben, die beide gestellten Bedingungen erfillt. Dal3 die Anzahl aller Tria
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gulierungen durcl®o(logN) beschréankt ist, zeigen wir, indem wir nachweisen, daf sich
bei jedem Vergroberungsschritt die Anzahl der Punkte einer Triangulierung mindeste
um einen konstanten Faktor verringert. Die Regel fur das Entfernen von Punkten
dann die folgende: Entferne eine Menge unabhéangiger Punkte, die jeweils einen Gi
kleiner alsg habeng ist eine sorgfaltig gewahlte Konstante.

In einem Vergroberungsschritt inspizieren wir also in beliebiger Reihenfolge alls
Punkte der Triangulierung, die nicht auf dem Rand liegen, und entfernen jeden Pur
mit Grad kleiner alg), es sei denn, einer seiner Nachbarn ist bereits entfernt worden. E
ist offensichtlich, daf3 dann jedes neu gebildete Dreieck nur weniggiadtis Dreiecke
Uberlappen kann.

Um zu zeigen, dal3 stets mindestens ein fester Anteil aller Punkte auf diese W
se entfernt werden kann, folgen wir dem Gang der vereinfachten Argumentation a
[ , die eine asymptotische Aussage abzuleiten gestattet. Nach Euler gibt es in ei

gulierung min = ©(N) Punkten genaur8— 6 Kanten, wenn der Rand der Trian-
gulierung ein Dreieck ist. Summiert man die Grade aller Punkte, so ergibt sich ein We
kleiner als &, weil jede der 8 — 6 Kanten zum Grad von genau 2 Punkten beitragt.
Also mul es mindestens'2 Punkte mit Grad kleiner als 12 geben (sonst wirde die
Summe der Grade dey 2 Punkte mit hdchsten Graden schon mindesterze@ragen).

Wahlen wir also fur den das Entfernen bestimmenden @rddn Wert 12. Wenn
ein Punkt mit Grad kleiner als 12 entfernt wird, so kénnen seine Nachbarn nicht me
entfernt werden; die Anzahl dieser Nachbarn ist der Grad des Punktes, also weni
als 12. Von allen Punkten mit Grad kleiner als 12 kénnen also gegebenenfalls die d
Eckpunkte auf dem Rand der Triangulierung nicht entfernt werden, und von den ve
bleibenden Punkten kann im schlechtesten Fallﬁuentfernt werden. Die Anzai
der zu entfernenden Punkte ist also nach unten beschréankt durch

1
> | =(=—
vz 55(5-3)
Der Anteil 3 der mindestens zu entfernenden Punkte umteunkten ist dann
n—24 4n

Fur gentigend grol3es etwan > 12, ist dies

1 1 1
>———:—
B>54 28" 28"

Damit ist gezeigt, dafd stets ein fester (wenn auch sehr kleiner) Bruchteil aller Punk
in einem Vergroberungsschritt entfernt wird und folglich die Anzahl aller Triangulie-
rungen mitO(logN) beschrankt ist. Also arbeitet der beschriebene Algorithmus zu
Suche eines néchsten Nachbarn in einer MengeN/®unkten in optimaler Zeit, mit
O(logN) Schritten.


Literaturverweis [149]
[149] F. P. Preparata und M.I. Shamos. Computational Geometry: An Introduction. Springer, 1985.
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Das Herstellen der hierarchischen Triangulierung beginnt mit der Berechnung d
Voronoi-Diagramms irfD(NlogN) Schritten. Dann wird die feinste Triangulierung in
O(NlogN) Schritten berechnet. In jedem Vergréberungsschritt werden alle Punkte ur
alle Kanten der jeweiligen Triangulierung inspiziert, um zu entscheiden, welche Punk
entfernt werden. Da jeweils ein fester Bruchteil aller Punkte (und damit auch aller Kar
ten) entfernt wird, inspiziert man somit insgesadiN) Punkte und Kanten. Fir jeden
entfernten Punkt muR3 ein neu entstandenes Polygon trianguliert werden. Da dieses
lygon aber nur konstant viele Kanten besitzt (hamlich wenigeg)alkann eine solche
Triangulierung in konstanter Zeit gefunden werden. Fir @{&l) Triangulierungen
genlgen also insgesa@tN) Schritte. Die Zeiger der Suchstruktur ergeben sich dabei
asymptotisch ohne zusétzlichen Aufwand. Damit geni@@hlogN) Schritte fir das
Herstellen der Hierarchie der Triangulierungen.

Die Methode der hierarchischen Triangulierungen ist also ein effizientes Verfahre
um eine Suchstruktur tUber einer beliebig gegebenen Zerlegung eines Gebietes in |
lygone zu konstruieren. Besteht die anfanglich gegebene Zerlegung aus insgesan
Kanten, so kann die Suchstruktur der hierarchischen Triangulierun@®niogn) Zeit
konstruiert werden; sie ben6ti@(n) Speicherplatz. Zu einem beliebigen Anfragepunkt
kann dann das Polygon der urspringlichen Zerlegung, in das der Anfragepunkt fallt,
Zeit O(logn) bestimmt werden.

7.8 Aufgaben

Aufgabe 7.1

Wir betrachtem Geraden in der Ebene, die in allgemeiner Position liegen sollen, d.h
keine drei Geraden schneiden sich in einem Punkt und keine Geraden sind parallel, \
das Beispiel in Abbildung 7.75.

a) Zeigen Sie, daB sich die Gerader{3h Punkten schneiden.

b) Zeigen Sie, daB die Geraden die Eben@ft) + 1 Gebiete unterteilen. (Hinweis:
Verwenden Sie eine imagindre Scan-line, die xea —o bis X = +o Uber die
Geraden gleitet, als Zahlhilfe. Betrachten Sie, wie sich die Anzahl der Gebiet
bei Uberquerung eines Schnittpunktes veréandert. Sie kdnnen voraussetzen, (
es keine vertikalen Geraden gibt.)

c) Berechnen Sie die Anzahl der Kanten, d.h. der Liniensegmente zwischen zw
Schnittpunkten und der Halbgeraden, auf denen sich kein Schnittpunkt befinde
die sich durch die Geraden ergeben.

Aufgabe 7.2

Geben Sie an, in welcher Reihenfolge die Schnittpunkte in der folgenden Menge vc
Liniensegmentenin der Ebene berichtet werden, wenn Sie eine Scan-line von links né
rechts tber die Ebene schwenken (Abbildung 7.76).
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Abbildung 7.75: 5 Gerade zerteilen die Ebene(@ + 1= 16 Gebiete.

Abbildung 7.76

Aufgabe 7.3
Geben Sie ein Beispiel mit der kleinstméglichen Anzahl von Liniensegmenten an, ¢

daf der erste durch das Scan-line-Verfahren gefundene Schnittpunkt nicht der am w
testen links liegende ist.

Aufgabe 7.4
a) Warum kann ein Scan-line-Verfahren fir ein Problem der @ndié weniger als
cnlogn Schritte benétigen, fir ein konstantes R?
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b) Betrachten Sie das folgende, sogenaiméeent-uniqueness Proble#u einer
Zahlenfolge vom reellen Zahlen ist festzustellen, ob in der Folge zwei gleiche
Zahlen vorkommen. Man kann zeigen, dal3 zur L6sung dieses Problems mind
stensQ(nlogn) Schritte bendtigt werden.

Zeigen Sie, dal3 es mindestens ebenso schwierig ist festzustellen, akhsich

zontale unah vertikale Liniensegmente schneiden. (Hinweis: Nehmen Sie an, Sit
haben ein Verfahren fir das Schnittproblem gegeben. Zeigen Sie, daf Sie dul
eine geschickte Transformation das Element-uniqueness Problem l6sen kénn
Sie kdnnen voraussetzen, dal3 auch einpunktige Liniensegmente zugelassen si

Aufgabe 7.5

Wir betrachtem Punkte in der Ebene. Fir zwei Punkte= (x1,X2) undy = (y1,Y2)
sagen wirx dominiert y falls x; > y1 undx, > y». Ein Punkt istmaximal wenn er von
keinem anderen dominiert wird. Geben Sie ein moglichst effizientes Verfahren an, d
alle maximalen Punkte berechnet.

Aufgabe 7.6

Wird eine Menge von Liniensegmenten, die wir uns als undurchsichtige Mauern vo
stellen kénnen, von einer punktférmigen Lichtquelle beschienen, so sind, im allgeme
nen nur Teile der Segmente beleuchtet. Geben Sie ein méglichst effizientes Verfahi
zur Berechnung der beleuchteten Segmentteile an und diskutieren Sie dessen Kom|
xitat. (Hinweis: Verwenden Sie eine um die Lichtquelle rotierende Scan-line, wie ir
Abbildung 7.77 gezeigt.)

Lichtquelle

Abbildung 7.77: Ein Beispiel fir eine Menge von Segmenten, die beleuchtet wird.
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Aufgabe 7.7

Gegeben seien die horizontalen Segmeite., H, die durch ihre linken und rech-
ten Endpunkte reprasentiert sind, sowie die vertikalen Segnaente, g. Durch (wie-
derholte) Aufteilung der Menge infolge rekursiver Aufrufe des Divide-and-conquer
Verfahrens zur Bestimmung aller Liniensegmentschnitte sind die in Abbildung 7.7
gezeigten Menge§, und$; entstanden.

Abbildung 7.78

X bezeichnet den linken Endpunkt uixd den rechten Endpunkt des SegmeXts
Geben Sie an, welche Segmentschnitte im Merge-Schritt (bei Vereinigung word
S) noch berichtet werden mussen.

Aufgabe 7.8

Wir betrachten eine Mende von n Punkten in der Ebene. Di®nvexe Hillle cor{iP)

von P ist die kleinste konvexe Menge, dR enthalt;conyP) ist offensichtlich ein
konvexes Polygon. Geben Sie ein mdglichst effizientes Verfahren zur Berechnung v
conyP) an.

Aufgabe 7.9
Gegeben sei die Mendé\, B,C,D,E,F} von Intervallen mit
A=1[2,3,B=[59,C=[1,4],D=3,7,E=16,8 undF =[8,10|.

a) Geben Sie einen Intervallbaum mdglichst geringer Hohe zur Speicherung dies
Intervallmenge an.

b) Fihren Sie eine AufspieRanfrage fiir den Punkt3 durch und geben Sie an,
in welcher Reihenfolge die aufgespielten Intervalle entdeckt werden (ausgehe
vom Intervallbaum aus a)).
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Aufgabe 7.10

Bei der im Abschnitt 7.4.2 vorgestellten Version von Segment-Baumen waren die Kn
tenlisten nicht-sortierte, doppelt verkettete Listen von Intervallnamen. Zusatzlich wurc
(um das Entfernen von Intervallnamen zu unterstiitzen) ein separates Worterbuch fir
le Intervalle aufrechterhalten.

Uberlegen Sie sich eine andere, maglichst effiziente Maglichkeit zur Organisatio
der Knotenlisten, die es erlaubt, auf das zusétzliche Worterbuch zu verzichten. G
ben Sie eine moéglichst genaue Abschatzung der Worst-case-Laufzeit der Einflige- u
Entferne-Operation in Ihrer Datenstruktur an.

Aufgabe 7.11

Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Algorithmus zur L6sung des folgenden Pre
blems:

Gegeben sei eine Menge varRechtecken in der Ebene. Es ist der Umfang der von
den Rechtecken gebildeten Polygone zu bestimmen. Unter Umfang sei die Lange «
Randes einschliel3lich des Randes der entstehenden Locher verstanden, vgl. das Bei
in Abbildung 7.79.

_______

__________ T
-
o .- --
- - 1 ' 1 1 Lo
=T T s [
. .

Abbildung 7.79: Die Lange der durchgezogenen Linie ist zu berechnen.

Formulieren Sie den Algorithmus in Pseudo-Pascal und geben Sie insbesondere |
Prozeduren zur Manipulation der verwendeten Datenstrukturen an. Analysieren Sie (
Komplexitat des von Ihnen verwendeten Verfahrens.

(Hinweis: Sie kénnen davon ausgehen, dalxdi@ordinaten der vertikalen Seiten
und diey-Koordinaten der horizontalen Seiten jeweils paarweise verschieden sind. E
ist ratsam, zwei Scan-line Durchlaufe zu verwenden, womit man eine Laufzeit vo
O(nlogn) erreichen kann.)

Aufgabe 7.12
Gegeben sie die folgende Menge von Punkten in der Ebene:
(3,7) (4,2) (5.8) (2,1) (1,4) (6,3) (7.9) (8,5)

a) Fugen Sie die Punkte der Reihe nach in das anfangs leere Skelett eines Priorit:
Suchbaumes ein.
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b) Bestimmen Sie die Menge aller Punkte im Bereick 8 < 6 undy < 5 durch
eine Bereichsanfrage im Prioritats-Suchbaum.

c) Entfernen Sie die Punkte in der umgekehrten Reihenfolge aus dem Priorita
Suchbaum.

Aufgabe 7.13

Entwickeln Sie einen Einfligealgorithmus flir einen balancierten Prioritats-Suchbaul
der das Einfugen eines Punktes in logarithmischer Zeit ermdglicht. Verwenden Sie ¢
zugrunde liegende Baumstruktur Rot-schwarz-Baume.

Aufgabe 7.14

Ein KantenzugC heil3t monoton, falls jede horizontale Gerddlén héchstens einem
Punkt schneidet. Ein Polygdhheil3t monoton, falls der Rand vé&hin zwei monotone
Kantenzulge zerlegt werden kann.

a) Wieviele Kantenschnitte kdnnen zwei Polygone miund n; Kanten maximal
miteinander haben? Wieviele sind es, falls beide Polygone monoton sind?

b) In wieviele Zickzacks zerféllt eine Menge von beliebigen Polygonen, monoto
nen Polygonen oder konvexen Polygonen, falls die Polygone insgedéanten
haben?

Aufgabe 7.15

Zerlegen Sie die in Abbildung 7.80 dargestellte Menge von Polygonen in Zickzack
und bestimmen Sie die fir einen Scan von oben nach unten geeignete Ordnung
Top-Segmente.

Aufgabe 7.16

DasSlot-Assignment-Problefiir eine Menge horizontaler Liniensegmente in der Ebe-
ne ist folgendes Problem:

Finde die kleinste Zahh (die minimale Slot-Anzahl) und eine Numerierung der Seg-
mente mit “Slot-Nummern” aus, L. .,mderart, daB gilt: Fir jede vertikale Gerade, die
irgendwelche horizontalen Segmente schneidet, sind die Slot-Nummern der geschni
nen Segmente langs der Geraden absteigend (aber nicht notwendigerweise liicken
sortiert.

a) Lodsen Sie das Slot-Assignment-Problem fiir die Menge von Segmenten aus A
bildung 7.81.

b) Geben Sie ein allgemeines Verfahren zur Lésung des Slot-Assignment-Proble
an und analysieren Sie die Laufzeit Ihres Verfahrens.

(Hinweis: Es ist moglich, das Slot-Assignment-Problem fiir eine Mengenvon
Segmenten in Zei®(nlogn) und PlatzO(n) zu [6sen!)
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ag

Abbildung 7.80

Abbildung 7.81
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Aufgabe 7.17

Sei P ein Menge vom Punkten in der Ebene, von denen keine vier auf einem Kreis
liegen, undps, p2, p3 € P. Beweisen Sie, daly

a) das Dreieck mit den Eckpunkten, p2 und ps genau dann ein Teil der Delaunay-
Triangulierungist, wenn der Kreis durgh, pz und ps keine weiteren Punkte aus
P enthalt;

b) das Liniensegment vopy nachpz genau dann ein Teil der Delaunay-Triangu-
lierung ist, wenn es einen Kreisdurchp; und p; gibt, der keine anderen Punkte
von P enthalt.

Aufgabe 7.18

Sei P ein Menge vom Punkten in der Ebene, von denen keine vier auf einem Kreis
liegen. DerGabriel-Graph GP) von P ist wie folgt definiert: Eine Kante=<pz, p2>
mit p1, p2 € P gehort zuG(P), falls fiir alleps € P\ {p1, p2} gilt, da

d?(p1, ps) + 02(p2, p3) > d?(p1, p2)
ist, wobeid den euklidischen Abstand zwischen zwei Punkten bezeichnet.

a) Zeigen Sie, daf3 der minimale spannende BaunPwein Teilgraph des Gabriel-
Graphen ist.

b) Zeigen Sie, daBl jede Kante des Gabriel-GrapBéR) auch eine Kante der
Delaunay-TriangulierunBT (P) ist (Hinweis: Beachten Sie Aufgabe 7.17).

c) Zeigen Sie, daBe DT (P) genau dann eine Kante v@{P) ist, fallse die Kante
€ des Voronoi-Diagramms schneidet — woleeiie zue duale Kante ist (vgl.
Abbildung 7.82).

Abbildung 7.82: Eine Kante der Delaunay-Triangulation schneidet die duale Voronoi-Kante.

d) Geben Sie einen Algorithmus an, der in einer Zeit@gn) den Gabriel-Graphen
berechnet, falls die Delaunay-Triangulierung gegeben ist.
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Aufgabe 7.19

Geben Sie einen Algorithmus an, der zu einer gegebenen Menge von Punkten in line
rer Zeit die konvexe Hiille berechnet, falls das Voronoi-Diagramm der Punkte scha
vorliegt.

Aufgabe 7.20
Gegeben sei die Mende von sieben Punkten in der Ebene, wie in Abbildung 7.83
dargestellt.

o A e D

o C
*F
*B

Abbildung 7.83

a) Konstruieren Sie das Voronoi-Diagramm fir diese Punktmenge.
b) Geben Sie die Delaunay-Triangulierung \Ran.

c) Geben Sie den Gabriel-Graphen und einen minimalen spannenden BaBm f{r
an.

d) Geben Sie eine doubly connected edge list an, beschrankt auf alle Kanten ¢
Voronoi-Regionen der Punk#g B undC.

e) Zeigen Sie graphisch, wie man aus den Voronoi-Diagrammen fir die Menge
{A,B,C} und{D,E,F,G} das Voronoi-Diagramm flr die gesamte Punktmenge
konstruieren kann (Merge-Schritt des Divide-and-conquer-Algorithmus).

Aufgabe 7.21

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der fiir einen gegebenen Punkt und ein konvex
Polygon testet, ob der Punkt innerhalb oder auRerhalb dieses Polygons liegt. Nehn
Sie an, dal die Eckpunkte des Polygons als ein nach Winkeln sortiertes Array vorliege
Bestimmen Sie den Aufwand ihres Verfahrens. (Hinweis: Das Verfahren sollte nict
mehr alsO(logn) Schritte bendtigen, falls die Anzahl der Kanten des Polygons ist.)
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