Kapitel 6

Manipulation von Mengen

Datenstrukturen zur Reprasentation einer Kollektion von Datenmengen, auf der gewis
Operationen ausgefihrt werden sollen, wurden erstmals von Aho, Hopcroft und Ullme
#ystematisch behandelt. Die abstrakte Behandlung solcher Mengenmanipulatiol

leme erleichtertin vielen Féallen den Entwurf und die Analyse von Algorithmen au:
verschiedenen Anwendungsgebieten. Man formuliert Algorithmen zunachst auf hohe
Niveau unter Rickgriff auf Strukturen und Operationen zur Manipulation von Menger
die in herkdmmlichen Programmiersprachen tblicherweise nicht vorkommen. In eine
zweiten Schritt Uberlegt man sich dann, wie die Kollektion von Datenmengen und di
benotigten Operationen implementiert, also programmtechnisch realisiert werden k¢
nen. Besonders erfolgreich war dieser Ansatz bei der Verbesserung und Neuentwis
lung von Algorithmen auf Graphen. Beispiele sind Verfahren zur Berechnung spanne
der Baume, kirzester Pfade und maximaler Flusse, vgl. hierzu auch das Kapitel 8 u
die Monographie von Tarja!O].

Einen wichtigen Spezialf ines Mengenmanipulationsproblems, das sogenant
Worterbuchproblem, haben wir im Kapitel 1 und besonders im Kapitel 5 bereits au:
fuhrlich behandelt. Dort ging es um die Frage, wie eine Menge von Schliisseln abg
speichert werden soll, damit die Operationen Suchen (Zugriff), Einfligen und Entferne
von Schlisseln moglichst effizient ausfiihrbar sind. Wir werden sehen, daf3 die im K
pitel 5 zur Losung des Worterbuchproblems benutzten Baume auch fir viele ande
Mengenmanipulationsprobleme benutzt werden kénnen.

Wir gehen in diesem Kapitel davon aus, dal3 die Datenmengen stets Mengen ga
zahliger Schlussel sind, obwohl die Schlissel in den meisten Anwendungen ledigli
zur eindeutigen ldentifizierung der ,eigentlichen” Information dienen.

Neben dem bereits genannten Worterbuchproblem sind zwei Spezialfalle des Me
genmanipulationsproblems in der Literatur besonders ausfiuihrlich behandelt worde
Vorrangswarteschlangen (Priority Queues), die im Abschnitt 6.1 behandelt werden, u
Union-Find-Strukturen, die im Abschnitt 6.2 diskutiert werden. Im Abschnitt 6.3 geber
wir einen allgemeinen Rahmen zur Behandlung von Mengenmanipulationsproblem
an und zeigen Moglichkeiten zur Lésung solcher Probleme mit Hilfe verschiedene
Klassen von Baumen auf.
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6.1 Morrangswarteschlangen

Als Vorrangswarteschlang@nglischpriority queug bezeichnet man eine Datenstruk-
tur zur Speicherung einer Menge von Elementen, fir die eine Ordnung (Prioritatsor
nung) definiert ist, so dal3 folgende Operationen ausfiihrbarlsitidiisieren (der lee-

ren Struktur) Einfigeneines Elementes (Inserilinimum SuchefAccess Min) Mini-
mum EntferneiiDelete Min). Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf? die Element:
ganzzahlige Schlussel sind und die Prioritdtsordnung die tbliche Anordnung ganz
Zahlen ist.

Der Begriff Vorrangswarteschlange erinnert an offensichtliche Anwendungen fiir so
che Strukturen. Man denke an Kunden, die vor Kassen warten, an Auftrage, die auf it
Ausfiihrung warten, an Akten, die im Bearbeitungsstapel eines Sachbearbeiters auf
re Erledigung warten. Die Prioritdtsordnung ist hier durch den Ankunftszeitpunkt ode
die Dringlichkeit festgelegt; die zeitlich ersten (frihesten) oder dringendsten Ereignis
haben Vorrang vor anderen.

Der Bﬁ Priority Queue wurde von KnuHQ] eingeflihrt. Andere Autoren, z.B.
e

nd [ , benutzen den Begrifleap (Halde), den wir in Abschnitt 2.3 flr eine
Ziell tenstruktur reserviert haben, die im Sortierverfahren Heapsort verwen:
wurde. Selbstverstandlich sind Heaps eine mdgliche Implementation fiir Priority Que
es. Ein Heap miflN Schlisseln erlaubt ddsinfiigeneines neuen Elementes und das
Entfernen des Minimumnia O(logN) Schritten; da das Minimum stets am Anfang des
Heaps steht, kann die Operatiéacess Minn konstanter Zeit ausgefiihrt werden. In
Abschnitt 2.3 haben wir nicht das Minimum, sondern das Maximum aller Schliissel a
Anfang des Heaps gespeichert. Dies gibt einfach eine andere Prioritdtsordnung tiber
Schliisseln¥ statt<) wieder und kann offensichtlich ebenso leicht im Heap realisiert
werden.

Neben den genannten Operationen wird haufig verlangt, dal fir Priority Queues w
tere Operationen ausfihrbar sind und zwar: Batfernen beliebiger Elementalso
nicht nur des Minimums, und dd$erabsetzerines Schllissels um einen vorgegebe-
nen Wert Decrease-KeyDperation). Hierbei wird allerdings in der Regel vorausgesetzt,
daf die Position des Schlussels, den man entfernen méchte oder dessen Wert mal
niedrigen méchte, bekannt ist; d.h. den Aufwand, den betreffenden Schliissel in ¢
Priority Queue zu finden, a3t man bei diesen Operationen aul3er Betracht. Schlief3|
verlangt man haufig, da? dZsisammenfligeferschmelzerzweier elementfremder
Priority Queues (Operatiodeld oderMergd mdoglich ist.

Zwar lassen sich alle diese Operationen auch fur die im Abschnitt 2.3 eingefihrts
Heaps ausfiihren. Weil Heaps aber eine sehr starre Struktur haben, ist es beson
schwierig, zwei Heaps schnell zu einem neuen zusammenzufliigen. Zwei offensichi
che Mdglichkeiten sind jedoch die folgenden. Erstens kann man samtliche Elemer
des kleineren Heaps in den groRReren einfugen. Das i€(kiog(N + k)) Schritten
ausfuhrbar, wobéi die Anzahl der Elemente des kleineren Heapshmiie des grol3e-
ren Heaps ist. Die zweite Mdglichkeit ist, die vorhandenen Strukturen aufzulésen ur
einen neuen Heap mit alléh+ k Elementen aufzubauen. Der Aufbau istO(N + k)
Schritten durchfihrbar.
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In Abschnitt 6.1.1 geben wir zunachst ein Beispiel fir die Verwendung von Priori-
ty Queues an. In Abschnitt 6.1.2 zeigen wir dann, wie man Priority Queues mit Hilfe
bereits bekannter Strukturen implementieren kann. Schlief3lich fihren wir in den fo
genden Abschnitten eine Reihe neuer Strukturen ein, die zeigen, dal’ Priority Quet
sehr einfach und effizient implementiert werden kénnen.

Man beachte, daf in keinem Fall die Operation des Suchens eines Schlissels be:
ders unterstutzt wird.

6.1.1 Dijkstras Algorithmus zur Berechnung kiirzester We

Als einziges Beispiel eines Algorithmus, der mit Hilfe von Operationen fiir Priority
Queues bequem formuliert werden kann, wollen wir ein Verfahren zur Berechnung ki
zester Wege in gerichteten Graphen diskutieren. Eine ausfiihrlichere Behandlung v
Algorithmen fur Graphen erfolgt im Kapitel 8.

Gegeben sei ein gerichteter Graphmit Knotenmeng®/ und Kantenmengg. Wir
verzichten hier auf eine formale Definition von Graphen und von Begriffen im Zusam
menhang mit Graphen; der interessierte Leser sei auf Kapitel 8 verwiesen. Man ste
sich einfach ein Netz von EinbahnstraRen zwischen Orten vor. Die Orte bilden die Kne
tenmengé®/, und die EinbahnstralRen sind die gerichteten Kanten zwischen den Orte
Jede Kante hat eine nichtnegative Langée).

Wir wollen ein Problem Iésen, das in der Literatur unter dem NaBiagle-source-
shortest-paths-Problefoderone-to-all shortest pathsgl. [ ) bekanntist. Gegeben
sei ein Knoten (ein Startorf. Die Aufgabe besteht dafit,fur jeden Knotere V
des Graphers den kirzesten Weg vos nachv zu bestimmen. Wir begniigen uns
damit, nicht den Weg selbst, sondern nur seine Lange zu bestimmen. Wir setzen ¢
Einfachheit halber voraus, dal3 jeder Knotea VV auch durch wenigstens einen Weg
von s aus erreichbar ist. Abbildung 6.1 zeigt ein Beispiel fir einen solchen Grapher
die Langd (e) einer Kantee ist jeweils als Beschriftung der Kanésangegeben.

Seien also ein Grap® mit Knotenmenge&/ und ein Knotens € V gegeben. Um
zu jedem Knoterv € V die Lange eines kirzesten Weges wmachv zu bestimmen,
kénnte man natirlich sdmtliche Wege vemachv betrachten und unter diesen den
mit kiirzester Lange auswahlen. Das ist aber hdchstens fur Graphen mit sehr wenig
Knoten und Kanten noch praktikabel.

Bereits 1959 hat Dijkst;!i] ein wesentlich effizienteres Verfahren vorgeschlagel
Wir skizzieren das Verfa jetzt, ohne auf alle Implementationsdetails einzugehe
und ohne die Korrektheit des Verfahrens zu begriinden.

Das Verfahren besteht darin, sukzessive fiir jeden Knotelv den kiirzesten Weg
vonsnachv zu bestimmen. Dazu wird eine Men§&on Knoten betrachtet und schritt-
weise vergroRert, fur die der kiirzeste Weg g@us bereits bekannt ist. Jedem Knoten
v €V wird eine vorlaufigdDistanz dv) zugeordnet. Falls € Sist, istd(v) auch bereits
die Lange des kurzesten Weges wrachv. Fallsv ¢ Sist, so istd(v) die Léange eines
kiirzesten Weges der Forsn..wv, mitw € S, d.h.d(v) = min({d(w) + I (wv);w € S})
bzw.d(v) = o, falls ein solcher Weg nicht existiert.
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Abbildung 6.1

Anfangs istd(s) = 0, und fir alle vors verschiedenen Knotane V istd(v) = o, und
Sist leer. Dann wirdS nach dem Prinzip ,Knoten mit kiirzester Distanz \v@ruerst*
schrittweise wie folgt vergréert, b&alle KnotenV des Graphen enthélt:

1. Wéhle Knoten € V\S mit minimaler Distanz @).
2. Nimm v zu S hinzu.

3. Fur jede Kante vw von v zu einem Knotengv® ersetze @v) durch
min({d(w),d(v) + [(vw)}).

Wir implementiererV\S als Priority Queue und wéhlen als Prioritaten (Schlissel)
die Distanzerd(v). Wir denken uns ferner fiir jeden Knotere V die Menge aller
Knotenw € V mit vwe E in einerNachfolgermenge ¥) zusammengefaf3t. Dann kann
man das soeben informell beschriebene Verfahren von Dijkstra etwas genauer wie fc
formulieren:

procedure shortestpati{(V,E) : Graph s: Knoten);
{berechnet zum Graphen mit Knotenmenge V und Kantenmenge E
und zu s V fiir jeden Knoten ¢ V die
Lange dv) des kiurrzesten Weges von s nagh v
begin
{Initialisierung}
forall ve V\{s} dod(v) := o;

d(s):=0; S:=0;
Initialisiere V\S:=V als Priority Queue, geordnet nach Distanzen
d(v),veV;

{anfangs ist also s minimales Element iR$/, es folgen alle
Ubrigen Elemente von V in beliebiger Reihenfdlge
{vergréRern von S nach dem Prinzitnoten mit kiirzester Distanz
von s zuerst
while V\S# 0 do
begin
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(%) v:=min(V\S); deletemiiiv\S);
S:=SU{v};
for all we N(v)\Sdo
if d(v)+I(vw) < d(w)
(xx) then decreasekeyv, d(v) + [ (vw))
end
end

Wir verfolgen diesen Algorithmus am Beispiel des Graphen aus Abbildung 6.1 un
Startknotera. Dazu geben wir die Menge8undV\ S, durch einen Strich getrennt, nach
der Initialisierungsphase und nach jedem Durchlaufvegle-Schleife anV\Sist von
links nach rechts nach aufsteigenden Distanzen geordnet. Ferner geben wir jeweils
die Knoten der Nachfolgermengkv) des minimalen Elementes V\ Sdie Distanzen
vonsan. Der Ablauf des Verfahrens ist in Tabelle 6.1 zusammengefal3t. Das Ergebr
kann man in der letzten Zeile ablesen.

(v,d(v)) firve S| (v,d(v)) firve V\ S furv=min(V\ S) und
we N(V)\ (SU{v}):

(w1 (vw))

min(d(w), d(v) + 1 (vw))
0| (a,0),(b,),(c,), (d, ), (e ),(f,) | (b,7),(c,2),(d,5)

(b, 7),(c,2),(d,5)
(a,0) | (c,2),(d,5),(b,7), (e ), (f,) (e4)

(e,6)
(a,0),(c,2) | (d,5),(&,6),(0,7),(f,) (b,1),(f,12)

(b,6),(f,17)
(a,0),(c,2),(d,5) | (¢,6),(b,6),(f,17) (f,17)

(f,17)
(a,0),(c,2),(d,5),(e,6) | (b,6),(f,17) (f,9)

(,15)

(8,0),(c,2),(d,5),(&6),(b,6) | (f,15) 0

(a,0),(c,2),(d,5),(e,6),(b,6),(f,15) | 0

Tabelle 6.1

Die Zeit, die das Verfahren fur einen Graphen mKnoten undm Kanten benétigt,
hangt offenbar ganz entscheidend davon ab, welche Zeit fir die Bestimmung und c
Entfernen des Minimums in Zeiléx) und das Herabsetzen eines Schliissels in Zeile
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(xx) benotigt wird. Es ist klar, daR die Zeile) hochstens-mal ausgefihrt wird. Weil
die Anzahl aller Elemente in allen Nachfolgermengkm) von Knotenv € V natirlich
genau gleich der Anzalnh der Kanten des gegebenen Graphen ist, wird die Zedg
insgesamt hdchstemsmal ausgefuhrt.

Bei geeigneter programmtechnischer Realisierung des Graphen ergibt sich dann
Laufzeit fir den Algorithmus von Dijkstra die GroRenordn@@nit + N - (tm + tam) +
m-tgx). Dabei isttini die zur Initialisierung, also insbesondere zum Aufbau einer Prio-
rity Queue mitn Elementen erforderliche Schrittzaty;, tym undtgk bezeichnen jeweils
die Zeit zur Ausfiuihrung einer Operatidwcess MinDelete MinundDecrease Kegpuf
der Priority Queu&/\S, die hdchstena Elemente enthdlt. Statt eine Abschétzung der
Laufzeit Gber die im schlechtesten Fall zur Ausfiihrung einer einzelnen Operation b
nétigten Zeit vorzunehmen, kénnte man natirlich auch eine globalere, aber amortisie
Worst-case-Abschétzung fir die Laufzeit des Verfahrens von Dijkstra vornehmen.

Nehmen wir einmal an, daf die Initialisierung auf jeden Fall in @¢rt+ m) moglich
ist. Dann bendtigt das Verfahren von Dijkstra hdochstens soviele Schritte, wie erforde
lich sind, um insgesamt Operationemccess Mirund Delete Minauszufiihren, plus
die Gesamtanzahl von Schritten zur Ausfiihrung roBecrease Ke@perationen; die
Operationen betreffen dabei jeweils Priority Queues mit hochst&hsmenten.

Verschiedene Implementationen von Priority Queues liefern damit unmittelbar ve
schiedene Implementationen fir das Verfahren von Dijkstra zur Berechnung kiirzes
Wege.

6.1.2 Implementation von Priority Queues mit verkettetel
Listen und balancierten Baumen

Verkettet gespeicherte, nicht sortierte Listen bilden eine erste offensichtliche Méglicl
keit zur Implementation von Priority Queues. Wir kbnnen wie im Abschnitt 1.5 willkiir-
lich voraussetzen, dal die Liste stets je ein unechtes Dummy-Element am Anfang u
am Ende hat und detextZeiger des letzten Elements auf dieses selbst zurlickweis
Die Liste ist durch den Zeigdreadauf das Dummy-Element am Anfang gegeben. Die
Verwendung von Dummy-Elementen ist ein Implementationstrick, der sichert, daRd si
das Einfligen in die leere Liste algorithmisch nicht vom Einfiigen in die nichtleere List
unterscheidet. Ein neues Element wird immer nach dem Dummy-Element des Listen:
fangs eingefligt. Daher ist d&infligenn konstanter Zeit ausfiihrbar. Um ddimum
sucherzu kénnen, durchlauft man die Liste vom Anfang an mit zwei Hilfszeig&rn
undZ,. Wahrendz; die Liste durchlauft, markie, das bis dahin kleinste gefunde-
ne Element. Offenbar bendtigt diese Operation im schlechtesterQRsll Schritte.
Der minimale Schlissel wird entfernt, indem der Zeiger des Vorgéngers auf das de
Minimum nachfolgende Element gerichtet wird. CEstfernendes bereits gefundenen
minimalen Elements ist in konstanter Zeit durchfuhrbar. Zwei unsortierte, verkette:
Listen kann man einfach aneinanderh&ngen. Dazu durchlauft man eine der Listen |
einem Zeiger, um den Zeiger des letzten Elements auf das erste Element der ande
Liste zu richten. Dieser Vorgang benétigt im schlechtesten®all) Schritte, wenrN

die Lange der durchsuchten Liste ist. Falls die Operatiorddeammenfligernsufig
benotigt wird, ist es besser, Priority Queues als Listen mit Anfangs- und Endzeiger :
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implementieren. Dann muf3 man beim Zusammenfiigen keine Liste mehr durchlaufe
und die Operation wird in konstanter Zeit ausfihrbar.

Naturlich kann man Priority Queues auch mit Hilfe verkettet gespeicherter, sortierte
linearer Listen implementieren. Wir kdnnen wieder eine Implementation mit Dummy
Elementen verwenden. Wir achten aber darauf, daR die Schliissel aufsteigend sort
sind. BeimEinfiigenist jetzt darauf zu achten, dal3 das neue Element die aufsteigenc
Ordnung der Schlissel nicht zerstort. Das Suchen der richtigen Einfligeposition ul
das anschlieRende Einfiigen bendtigen im schlechteste®Rd) Schritte. Bei die-
ser Implementation steht der kleinste Schliissel immer am Anfang der Liste (nach de
Dummy-Element). Daher ist die Operatidfinimum suchenn konstanter Zeit aus-
fuhrbar. ZumEntfernendes Minimums gentigt es, deextZeiger desheadElements
umzuhangen. Um zwei Listen zusammenzufligen, durchlauft man mit einem Zeiger c
eine Liste und fugt die Elemente in die andere Liste an der jeweils richtigen Stell
ein. Die dazu erforderliche Schrittzahl ist proportional zur Gesamtanzahl der Elemen
in beiden Listen. Es ist nicht schwer, sich zu Uberlegen, wie die Ubrigen Operatione
(Entfernen eines beliebigen Elements, Herabsetzen eines Schliissels) bei dieser Im
mentation von Priority Queues mit linearen Listen ausgefiihrt werden kénnen.

Um fiir alle Operationen Laufzeiten von der GroRenordn@ogN) zu erhalten,
kann man Implementationen mit Baumstrukturen verwenden. Grundsétzlich eignet si
dazu jede Klasse balancierter Baume. Wir skizzieren hier, wie eine Implementation rr
Bruder-Baumen, vgl. Abschnitt 5.2.2, aussehen kénnte. Fir die Implementation ve
wenden wir eine Variante von Bruder-Baumen, bei der die Schlissel in den Blattel
der Baume gespeichert werden; die inneren Knoten enthalten jeweils das Minimum i
Teilbaum unterhalb des Knotens. Die in den Blattern gespeicherten Schliissel miss
anders als bei Suchbaumen, nicht sortiert vorliegen. Naturlich ist es uberflissig, in d
unaren Knoten eines Bruder-Baumes Schlissel zu speichern; denn nach der gerade
troffenen Festlegung missen die Werte unarer Knoten mit denen ihrer einzigen Sét
identisch sein.

Abbildung 6.2 zeigt eine als Bruder-Baum gespeicherte Priority Queue mit act
Schlusseln.

Einen neuen Schliissel kann man an beliebiger Stelle unter den BEitiGigenz.B.
immer ganz rechts. Im allgemeinen ist es dann erforderlich, den Baum umzustrukturi
ren, damit nach dem Einfiigen wieder ein Bruder-Baum entsteht. Auf die fiir Brude!
Baume typischen Umstrukturierungsoperationen nach einer Einfiigung sind wir in Al
schnitt 5.2.2 eingegangen; im Unterschied zur dort angegebenen Beschreibung n
man in der Umstrukturierungsinvariante aber jetzt die Sortierung von Schliisselwert
ignorieren. Wichtig ist hier auBerdem, dal3 im unginstigsten Fall der Baum langs ein
Pfades vom neuen Blatt bis zur Wurzel umstrukturiert werden muf3. Zugleich musst
die Minima langs dieses Pfades adjustiert werden. Man weif3, dal’ das Einfiigenin eir
Bruder-Baum inO(logN) Schritten ausfuhrbar ist. Das Minimum kann stets an der
Wurzel abgelesen werden. Die Operatirtess Minst deshalb irO(1) Schritten aus-
fuhrbar. Um das Minimum zentfernenmuf3 man das Blatt mit dem minimalen Wert
entfernen. Dazu folgt man auf dem Weg von der Wurzel zu den Blattern immer del
Knoten mit dem kleineren Wert. Nach dem Entfernen des Blattes, das das Minimu
enthalt, sind im allgemeinen Umstrukturierungen nétig, um wieder einen Bruder-Baul
zu erhalten. Ferner missen auch die Werte der inneren Knoten auf dem Pfad von d
Vater des entfernten Schllissels bis zur Wurzel geandert werden. Das Entfernen ei
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Abbildung 6.2

beliebigen Elementes ist ebenfalls in insges&tibgN) Schritten ausfihrbar, wenn
man die Position des zu entfernenden Elements kennt. Dasselbe gilt fir das Herab:
zen eines Schlissels, das man als Entfernen des alten und Wiedereinfiigen des n
Schlusselwertes realisieren kann.

DasZusammenfligerweier als balancierte Baume implementierter Priority Queues
lauft auf das Vereinigen zweier Baume unterschiedlicher Hohe hinaus. Dazu suchen
im BaumA den rechtesten Teilbaum mit gleicher Héhe wie BaBirfOhne Einschrén-
kung nehmen wir an, daR der héhere Baum ist.) Hat dieser Teilbaum einen unérer
Vater, kdnnen wir BaunB zum zweiten Teilbaum dieses Vaterknotens machen. Hat de
Vater p des Teilbaums bereits zwei S6hne, so fiigt man die WurzeBrals dritten
Sohn vonp ein und strukturiert den Baum vgnaufwérts so um, dal® insgesamt wieder
ein Bruder-Baum entsteht. Zum Schluf3 missen noch die Werte innerer Knoten auf di
Pfad von der Stelle, an der der Baum eingefligt wurde, bis zur Wurzel Gberprift ur
gegebenenfalls verandert werden. Diese Operation ist insges&(ibimN) Schritten
ausfihrbar.

6.1.3 Linksbaume

Balancierte Baume haben die Eigenschaft, galer Pfad von der Wurzel zu einem
Blatt des Baumes mN + 1 Blattern undN inneren Knoten eine Lénge der Gré3enord-
nungO(logN) hat. Fir die Implementation von Priority Queues reicht eine wesentlict
schwachere Forderung aus, um zu sichern, daf3 die fir Priority Queues typischen O
rationen Access Min in Zef®(1) und das Einfligen, Entfernen des Minimums und das
Verschmelzen zweier Priority Queues séamtlich in Z¥iogN) ausfiihrbar sind. Es ge-
nugt, dafiir zu sorgen, dafl Ba&ume verwendet werden, die zwei Bedingungen erfll
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Die Schliisselwerte der S6hne miissen (wie bei Heaps) stets gréfRer sein als der Sck
sel des Vaters. Ferner muf? es wenigstens einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt
LangeO(logN) geben. Wenn man dann Einfiige- und Verschmelze-Vorgange langs e
nes solchen kurzen Pfades vornimmt, kann man ein Verhalten garantieren, das gena
gut ist wie bei der Verwendung einer Klasse balancierter Baume. Diese Idee fiihrt z
Definition von Linksb&aumen. Ein binarer Baum heif3t einksbaumwenn gilt: Jeder
innere Knoten enthalt neben dem Schlissel und den zwei Zeigern auf die beiden Sot
noch ein sogenanntes Distanzfeld, in dem die Entfernung des Knotens zum néchst
legenen Blatt festgehalten wird. Blatter haben die Distanz 0. Das Knotenformat kar
also durch folgende Typvereinbarung beschrieben werden.

type Linksbaum= tKnoten
Knoten =record
Schliissel integer,
Dist: integer,
links, rechts Linksbaum
info : {infotype}
end

Fur einen Linksbaum wird nun zunachst gefordert, daB fiir jeden inneren Knote
p gilt: p.Schlissek p.linkst.Schliisselnd p.Schlissek p.rechtg.SchlisselFerner
verlangt man, daf fur jeden inneren Knotemwilt: p.Dist = 1+ min (p.linkst.Dist,
p.rechtg.Dist), p.linkst.Dist > p.rechtg.Dist. Also mul’ stetp.Dist = 1+ p.rechts.Dist
gelten.

Aufgrund der letzten Bedingung ist ein kiirzester Pfad von der Wurzel zu einem Bla
immer der Pfad zum rechtesten Blatt. Die Abbildung 6.3 zeigt das Beispiel eines Link:
baumes, der die Schlissel {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9} speichert; Schlissel sind links oben, C
stanzen jeweils rechts oben in den Knoten eingetragen. Bléatter sindmiliziger in
den Vatern reprasentiert.

Wie bei Heaps kann man das Minimum in konstanter Zeit an der Wurzel ablesen. We
offenbar jeder Teilbaum eines Linksbaumes wieder ein Linksbaum sein muf3, kann m
alle anderen Operationen an Linksbaumen auf das Verschmelzen zweier Linksbau
zu einem neuen zurickfihren. DB fiigeneines Schlissels in den LinksbaumA
kann man auffassen als Verschmelzen anit dem LinksbaunB, der einen einzigen
inneren Knoten mit Schliss&lund Distanz 1 enthalt. Dd&ntfernen des Minimums
aus einem Linksbaum bedeutet das Entfernen der Wurzel und Verschmelzen der bei
Teilbdume der Wurzel. Dasntfernen eines beliebigémneren Knoteng eines Links-
baumes kann man wie folgt durchfuhren. Der Linksbaum zerfallt beim Wegnehmen vc
p in einen oberhalb vop liegenden TeilbaunA, den linken TeilbaunB und den rech-
ten TeilbauntC von p. In A ersetzt marp durch ein Blatt, das man gegebenenfalls mit
seinem Bruder vertauscht, um links den Teilbaum mit gréerer Distanz anzubringe
Dann adjustiert man die Distanz des Vaters wmies setzt man fur die Knoten von
A auf dem Pfad zur Wurzel fort. SchlieR3lich verschmilzt man die drei Linksbayme
B undC zu einem neuen. Schlie3lich kann man #sabsetzerines Schlissels als
Entfernen des Schlissels und anschlieBendes Wiedereinfligen des neuen, herabge
ten Schliisselwertes auffassen. Man beachte aber, dal3 das Adjustieren der Distar
und gegebenenfalls das erforderliche Vertauschen von TeilbAumen auf dem Pfad vol
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Abbildung 6.3

zur Wurzel vorA eine Anzahl von Schritten erfordert, die proportional zur HoheAon
sein kann, weil der Pfad vop zur Wurzel im allgemeinen nicht der rechteste Pfad in
Aist. Daher kann der Aufwand zur Ausfiihrung der Operationen Entfernen eines beli
bigen Knotens und Herabsetzen eines Schllssels im schlechtest€X(IRalBchritte
erfordern.

Dagegen kénnen die Operationen des Einfligens und Entfernens des Minimumsin
garithmischer Schrittzahl ausgefuhrt werden, wenn es gelingiyelashmelze(Mer-
ge) zweier Linksbaume entsprechend effizient durchzufuihren. Wir sorgen dafir, di
der dazu erforderliche Aufwand von der GréRenordnung der Summe der Langen c
Pfade von den Wurzeln der beteiligten Baume zum jeweils rechtesten Blatt ist. Weil d
kiurzestdfad in einem beliebigen Bindrbaum miiinneren Knoten natirlich héchstens
die Lange[log,(N + 1) haben kann, folgt dann sofort, daf? die Operationen Einfligen
Entfernen des Minimums und Verschmelzen in logarithmischer Zeit ausfihrbar sind.

Die OperationMergekann auf einfache Weise rekursiv erklart werden. Betrachter
wir das Problem, zwei LinksbaunfeundB zu verschmelzen. Wir kdnnen ohne Ein-
schrankung annehmen, dalR der Schlussel in der Wurzel von Bakiginer als der
Schliissel in der Wurzel von BauB ist. BaumA und B werden zusammengefiigt,
indem zundachst der rechte Teilbaum vdmit BaumB zu einem neuen Linksbau@
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verschmolzen wird. Dann wird zum neuen rechten Teilbaum vArgemacht. Falls die
Distanz der Wurzel des entstandenen Baumes im rechten Teilbaum, also die Distanz
Wurzel vonC, gréRer ist als im linken, werden die beiden Teilbdaume vertauscht. Die
Distanz der Wurzel des neuen Baumes ist gleich der ihres rechten Sohnes plus 1. [
Zusammenfligen des rechten Teilbaums »amit BaumB geschieht (rekursiv) nach
derselben Vorschrift. Die Rekursion endet, wenn die Wurzel des Baumes mit dem kle
neren Schliissel keinen rechten Sohn mehr hat. Dann wird der andere Baum einfach
neuer rechter Teilbaum angehéngt, und gegebenenfalls werden die beiden Teilbau
anschlieend vertauscht.
Das Verfahren kann in Pascal wie folgt formuliert werden:

function Verschmelze(A, B : Linksbaum : Linksbaum
begin
if A= nil then Verschmelzen=B
else ifB = nil then Verschmelzen= A
else begin
if At.Schliissep Bf.Schliissel
then Vertausche A mit B
{jetzt gilt At.Schllissek Bt.Schlissél
Af.rechts:= Verschmelzgi\t.rechts, B;
if At.rechtg.Dist> Af.linkst.Dist
then vertausche Arechts mit A.links in A
At.Dist:= Af.rechtg.Dist +1;
Verschmelzen= A
end
end

Man kann aus dieser rekursiven Formulierung unmittelbar ablesen, daf3 die Laufz
des Verfahrens proportional zur Summe der Langen des rechtesten Pfadasdrin
Bist. Linksbaume wurden von Crane 1972 erfunden, vgl. C.I [89].

6.1.4 Binomial Queues

Wir definieren fur jedes > 0 die Struktur eineBinomialbaumes Bwie folgt:

(i) Bpist ein aus genau einem Knoten bestehender Baum.

(i) Bpny1 entsteht aus zwei Exemplaren vBx indem man die Wurzel eines Exem-
plars vonB, zum weiteren Sohn der Wurzel des anderen macht.

Graphisch kann man diese Definition auch kurz so mitteilen, wie es Abbildung 6.
zeigt.

Die Abbildung 6.5 zeigt die Struktur der BinomialbauBg. .., Bs. Binomialbdume
sind also keine Bindrbaume. Wir haben in der Abbildung 6.5 alle Knoten, die denselbe
Abstand zur Wurzel haben, also alle Knoten gleicher Tiefe, nebeneinander gezeichr
Aus der Definition kann man leicht die folgenden strukturellen Eigenschaften von Bi
nomialbdumen ableiten:


Literaturverweis [89]
[89] D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, Vol.3: Sorting and Searching. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.
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Abbildung 6.4

(1) Bpbesteht aus genatl Knoten.

(2) By hat die Hohen.

(3) Die Wurzel vonB,, hat die Ordnuna, d.h. sie hat genamSdhne.

(4) Dien TeilbAume der Wurzel voB,, sind genauBy,_1, By_2, ..., Bi, Bo.

(5) By hat (') Knoten mit Tiefei.

3§§§ﬁ§§m%ﬁ§

Abbildung 6.5

Wir wollen Binomialbaume zur Speicherung von Schliisselmengen verwenden,
daf eine schwache Ordnungsbeziehung fur die gespeicherten Schliissel gilt, wie wir
von Heaps kennen: Fir jeden Knoten gilt, da’ der in ihm gespeicherte Schlussel kI
ner ist als die Schlissel seiner Séhne. Wir nennen einen Baum mit dieser Eigensct
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heapgeordnetAulBerdem mdchten wir nicht nur Mengen vidnSchliisseln speichern
kénnen, weniN = 2", also eine Zweierpotenz ist. Dazu stellen Wials Dualzahl dar:
N = (dh-10nh—2...do),. Dann wahlen wir fiir jede$ mit dj = 1 einen Binomialbaum
Bj; die Schlisselmenge wird nun durch d&ald dieser Binomialbaume reprasentiert.
Jeder Binomialbaum fur sich muf heapgeordnet sein.

Beispiel: Gegeben sei die folgende Menge von elf Schliisseln {2, 4, 6, 8, 14, 15, 1°
19, 23, 43, 47}. Weil 11= (1011); ist, kdnnen die Schlussel in einem Waid von

drei BinomialbdumeiBs, B1, By mit jeweils acht, zwei und einem Knoten gespeichert
werden. Eine zulassige Speicherung, bei der die Werte der S6hne stets gréfer sind
die in den Vatern gespeicherten Schlussel, zeigt Abbildung 6.6.

@ @ @
5 @ @
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Abbildung 6.6

Man bendtigt also zur Speicherung einer Menge MoBchlisseln gerade so viele
heapgeordnete Binomialbdume, wie Einsen in der Dualdarstelluniy\aritreten B;
wird genau dann benutzt, wenn an gig¢en Stelle in der Dualdarstellung vohdie Zif-
fer 1 auftritt. Eine derartige Reprasentation einer MengeN@cthlisseln nennen wir
eineBinomial QueueDenn wir werden jetzt zeigen, da? man alle fir Priority Queues
Ublichen Operationen mit solchen Waldern von Binomialb&dumen durchfiihren kann.

Zunachst ist klar, wie man das Minimum einer in einer Binomial Quaugespei-
cherten Menge volN Schliisseln bestimmt. Man inspiziert die Wurzeln aller Binomi-
albdume des Waldds,, die die Queue bilden, und nimmt davon das Minimum. Da es
natiirlich héchstenHog, N + 1 Baume in diesem Wald geben kann, ist klar, dal man
das Minimum inO(logN) Schritten bestimmen kann.

Wir erklaren jetzt, wie man zwei Binomial Queues zu einer nageschmelzekann.
(Dabeiwerden allerdings einige durchaus wesentliche Implementationsdetails zunac
offengelassen, die wir erst spéater angeben.) Das Verschmelzen zweier Binomialbau
Bn, gleicher GroRe mit jeweils genatll Elementen ist ganz einfach. Die Struktur des
durch Verschmelzen entstehenden Baumes ist ja bereits in der Definition festgelegt; \
mussen nur noch darauf achten, daf3 beim Zusammenfligen von zwei ExerBglanen
Bn1 dasjenige Exemplar zur Wurzel v@a 1 wird, das den kleineren Schlissel in der
Wurzel hat.
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Abbildung 6.7

Das Zusammenfiigen zweier Binomial Queues, die nicht genau aus zwei gleic
grof3en Binomialbaumen bestehen, orientiert sich am bekannten Schulverfahren zur /
dition zweier Dualzahlen. Seien also zwei Binomial QuetigsundFy, mit Ny undN>
Elementen gegeben; sie bestehen jeweils aus Waldern von hocHetgiié | + 1 und
[log, N2] + 1 Binomialbdumen. Das Verfahren zum Verschmelzen der zwei Binomia
Queues betrachtet die Binomialbdume der Wakigrund Fy, der Reihe nach in auf-
steigender GréRRe. Wie bei der Addition von Dualzahlen betrachtet man in jedem Schi
zwei Binomialbaume der gegebenen Queues und eventuell einEibaisag erhalte-
nen Binomialbaum. Anfangs hat man keinen Ubertrag.id@n Schritt hat man als
Operanden einen BinomialbauBnder ersten Queue, wenn in der Dualdarstellung von
Nz an deri-ten Stelle eine 1 auftritt, ferner einen BinomialbaBnder zweiten Queue,
wenn in der Dualdarstellung vag, an deri-ten Stelle eine 1 auftritt, und eventuell
einen Binomialbaurng; als Ubertrag.

Ist keiner der drei Operanden vorhanden, ist aucli-tieKomponente des Ergebnis-
ses nicht vorhanden; tritt genau einer der drei genannten Operanden auf, bildet er
i-te Komponente des Ergebnisses, und es wird kein Ubertrag firr die nachsthohere St
erzeugt. Treten genau zwei Operanden auf, werden sie zu einem Binomigihaum
wie oben angegeben zusammengefaRt und als Ubertrag an die nachsthéhere Stelle
tergegeben; diete Komponente des Ergebnisses ist nicht vorhanden. Sind schlief3lic
alle drei Operanden vorhanden, wird einer ztegn Komponente des Ergebnisses; die
beiden anderen werden zu einem Binomialb&im zusammengefalt und als Uber-
trag an die nachsthdhere Stelle tGbertragen.
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Wir erlautern das Verfahren an folgendem Beispiel. Gegeben seien die Binomi
Queues und F7 mit Ny =5 undN; = 7 Elementen, vgl. Abbildung 6.7. Addition
von Nz undN; im Dualsystem ergibt:

Ny 1 0 1
N2 1 1 1
Ubertrag 1 1 1 0
Ergebnis 1 1 0 O

Das Verschmelzen vaRs undF7 zu ;2 zeigt Abbildung 6.8.

:

@&—®

Ubertrag 2 (8) (8)
y
Ergebnis

F12 G@ @

Abbildung 6.8
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Es sollte klar sein, daf3 das Verschmelzen zweier Binomial QuemdFy, mit Ny
undN; Elementen irO(logN; + logNy) Schritten ausfuhrbar ist, wenn man voraussetzt,
dal3 das Anhangen eines weiteren Sohnes an die Wurzel eines Binomialbaumes in k
stanter Zeit moglich ist. Bevor wir auf diese Voraussetzung genauer eingehen, woll
wir uns zunéchst tiberlegen, dalR man die Operati&nsftigeneines neuen Elementes,
Entfernen des MinimumEntfernereines beliebigen Elementes uHdrabsetzerines
Schliissels samtlich auf das Verschmelzen von Binomial Queues zurtckfihren kann

Fur das Einflgen eines neuen Elementes ist dies offensichtlich.

Der minimale Schliissel einer Binomial Quekigist Schliissel der Wurzel eines Bi-
nomialbaumedB; im Wald von Binomialbdumen, diéy bilden. Entfernt man diese
Wurzel, zerfalltB; in TeilbdumeB;_1, Bi_2, ..., Bo; sie bilden einen Wald,i_,. L&Rt
manB; aus dem Waldry weg, bleibt ein Wald,_»i Ubrig. Verschmelzen dieser beiden
Walder liefert das gewiinschte Ergebnis.

Das Entfernen eines Schllssk]ger nicht in der Wurzel eines Binomialbaunigs
im die Binomial Queue bildenden Walg auftritt, ist schwieriger. Wir kdnnen aber
annehmen, dak in B; auftritt (allerdings nicht an der Wurzellg; Binomialbaum im
Wald Fy. Wir entfernerB; ausky und erhalten einen Walgy, mit Ny =N — 2

Bi besteht aus zwei ExemplarBn 1, einem linken TeilbaurB!_, und einem rechten
TeilbaumB[_,, vgl. Abbildung 6.9.

()

Abbildung 6.9

KommtKk in B}_l vor, bilden wir einen neuen WalB,, in den wir zunéchsB]_;
aufnehmen; kommk in B, vor, nehmen wir irfy, zunéchsB| , auf. Dann zerlegen
wir Bi_; auf dieselbe Weise und nehmen immer wieder kleinere Binomialb&auifg zu
hinzu, bis wir bei einem Binomialbaul; angekommen sind, dérals Schilssel der
Wurzel hat. Dann entfernen wir diese Wurzel und nehmen die Teilb@jme...,Bg
der Wurzel noch ziy, hinzu. Insgesamt erhalten wir so zwei Walégyr undFy,, die
nach dem oben angegebenen Verfahren verschmolzen werden kénnen.
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Entfernt man z.B. aus dem in Abbildung 6.6 gezeigten Waldden Schlissel 14, so
zerfalltF11 zunachst in die in Abbildung 6.10 gezeigten BaumendF, die anschlie-
Rend verschmolzen werden missen.
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Abbildung 6.10

Das Herabsetzen eines Schlissels kann man, wie bisher stets, auf das Entfernen
Schliissels und das anschlieBende Wiedereinfligen des herabgesetzten Schliissel
rickfihren. Alternativ kann man auch den erniedrigten Schliissel so oft mit seinel
Vater vertauschen, bis die Heapordung wiederhergestellt ist.

Eine Implementatiordieser Verfahren verlangt es, Bd&ume mit unbeschrankter Ord
nung programmtechnisch zu realisieren. Denn Binomialb&send Baume der Ord-
nungn, weil die Wurzeln S6hne hat. Man kénnte natirlich einen maximalen Knoten-
grad als Obergrenze vorsehen und jedem Knoten erlauben, soviele Séhne zu haben,
dieser Knotengrad angibt. Das hétte aber eine enorme Verschwendung von Speict
platz zur Folge, die weder sinnvoll noch nétig ist.

Vuillemin [h schlagt vor, Binomialbdaume, und damit Binomial Queues, als Binar-
baume wie fOIT zu reprasentieren: Jeder Knoten eines Binomialbaumes enthélt ger
zwei Zeiger, einen Zeigdiink auf den linkesten Sohn und einen Zeidatk auf seinen
rechten Nachbarn. Hat ein Knoten keinen rechten Nachbarn, kann man denrieiger
auf den Vater des Knotens zuriickweisen lassen. Nach diesem Prinzip kann man be
bige Vielwegbadume als Binarbaume reprasentieren, also nicht nur Binomialbaume.

Abbildung 6.11 zeigt als Beispiel eine Bindrbaum-Reprasentation des Binomialbal
mesB3 aus dem WaldF;1 von Abbildung 6.6.

Sollen zwei als Binarbdume reprasentierte Binomialbdume zu einem neuen ve
schmolzen werden, mul3 man diéink-Zeiger der Wurzel des einen Baumes auf die
Wurzel des anderen umlegen und diémk-Zeiger der Wurzel des zweiten Baumes auf
den linkesten Sohn der Wurzel des ersten Baumes zeigen lassen, falls dieser einen S
hatte; sonst l&aRt man delink-Zeiger auf die Wurzel des neuen Baumes zuriickwei-
sen. Es ist klar, daf? diese Operationen in konstanter Zeit ausfiihrbar sind. Diese O


Literaturverweis [190]
[190] J. Vuillemin. A data structure for manipulating priority queues. Comm. ACM, 21:309-315, 1978.
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Abbildung 6.11

rationen bilden die Grundlage fur eine Prozedur zum Verschmelzen zweier Binomi
Queues. Fur weitere Einzelheiten der programmtechnischen Realisierung der Algori
men dieses Abschnitts konsultiere m&QO]. Insgesamt ergibt sich, daf? alle genanr
Operationen Access Min, Einfligen, , Minimum Entfernen, Decrease Key, Delef
in Zeit O(logN) ausfuhrbar sind fiir eine Binomial Queue mNiElementen.

6.1.5 Fibonacci-Heaps

Die Struktur von Binomialbaumen und Binomial Queues ist ebenso starr wie die vc
Heaps. Fir eine gegebene Zahgibt es jeweils nur eine einzige Struktur ritkno-

ten. Lediglich die Verteilung der Schlissel ist nicht eindeutig bestimmt, weil nur ver
langt wird, daf? die Baume heapgeordnet sein missen. Fibonacci-Heaps sind wesen!
weniger starr. EirFibonacci-Heap(kurz: F-Heap) ist eine Kollektion heapgeordne-
ter Baume mit jeweils disjunkten Schlisselmengen. Es wird keine weitere Forderul
an die Struktur von F-Heaps gestellt. Dennoch haben F-Heaps eine implizit durch ¢
fur F-Heaps erklarten Operationen festgelegte Struktur. Die Klasse der F-Heaps ist
kleinste Klasse von heapgeordneten Baumen, die gegen die spater erklarten Oper:
nenlnitialisieren (des leeren F-Heapd}infugeneines Schliisselg\ccess MinDelete
Min, Decrease KeyDeleteundMeld abgeschlossen ist. Wir werden sehen, dal3 F-Heap
eng mit den im Abschnitt 6.1.4 behandelten Binomial Queues zusammenhangen.


Literaturverweis [190]
[190] J. Vuillemin. A data structure for manipulating priority queues. Comm. ACM, 21:309-315, 1978.
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Die genannten Operationen fiir F-Heaps verandern die Kollektion heapgeordne
Baume. Es kdnnen neue heapgeordnete Baume in die Kollektion aufgenommen werc
oder zwei (oder mehrere) heapgeordnete Baume zu einem neuen heapgeordneten B
verschmolzen werden. Diese Operation des Verschmelzens von zwei heapgeordne
Baumen ist genau die von Binomialbdumen bekannte Operation. Zwei heapgeordt
te Baume, deren Wurzeln denselben Rargben, kdnnen zu einem heapgeordneten
Baum mit Rang + 1 verschmolzen werden, indem man die Wurzel des Baumes mi
dem gréReren Schliissel zum weiter@ni; 1)-ten Sohn der Wurzel des Baumes macht,
der den kleineren Schlissel in der Wurzel hat. Anders als bei Binomialbaumen ur
Binomial Queues kann es bei F-Heaps jedoch vorkommen, daf3 Baume verschmol:
werden, die nicht dieselbe Knotenzahl haben. (Das gilt aber héchstens dann, wenn
Operationen Decrease Key und Delete in einer Operationsfolge fiir F-Heaps vorkor
men.) Bevor wir jetzt der Reihe nach die oben genannten Operationen fir F-Hea
erklaren, wollen wir angeben, wie F-Heaps implementiert werden, damit wir die Zei
zur Ausfiihrung der Operationen abschéatzen kénnen.

Ein F-Heap besteht aus einer Kollektion heapgeordneter Baume; die Wurzeln dies
Baume sind Elemente einer doppelt verketteten, zyklisch geschlossenen Liste. Die
Liste heil3t dieNurzellistedes F-Heaps. Der F-Heap ist gegeben durch einen Zeiger aL
das Element mit minimalem Schliissel in der Liste. Dieses Element heiftidasal-
elementes F-Heaps. Jeder Knoten eines heapgeordneten Baumes hat einen Zeiger
seinen Vater (wenn er einen Vater hat, und sonst aiilefeiger) und einen Zeiger auf
einen seiner Séhne. Ferner sind alle S6hne eines Knotens untereinander doppelt,
klisch verkettet. AuRerdem hat jeder Knoten ein Rangfeld, das die Anzahl seiner Séh
angibt, und ein Markierungsfeld, dessen Bedeutung spater erklart wird. Das Knotenfc
mat eines in einem F-Heap auftretenden Baumes kann also durch folgende Typvere
barung beschrieben werden:

type heap-ordered-tree- tKnoten
Knoten= record
links, rechts tKnoten
vater, sohn tKnoten
key: integer,
rank: integer,
marker: boolean
end

Naturlich kann man jede Binomial Queue auch als F-Heap auffassen und wie soek
angegebenimplementieren. Abbildung 6.12 zEjgaus Abbildung 6.7 als F-Heap; wir
haben allerdings die Rang- und Markierungsfelder weggelassen.

Wir erklaren jetzt die Operationen fiir F-Heaps. Die Operationen Initialisieren, Ein
fugen, Access Min und Verschmelzen (Meld) andern weder die Rang- noch die Ma
kierungsfelder von bereits existierenden Knoten; sie sind wie folgt erklart.

Initialisierendes leeren F-Heaps: Liefert eineih-Zeiger.

Einflgereines Schlusselsin einen F-Heap: Bilde einen F-Heap' aus einem einzi-
gen Knoten, dek speichert. (Dieser Knoten ist unmarkiert und hat Rang 0.) Verschmilz
hundh’ zu einem neuen F-Heap, vgl. unten.

Access MinDas Minimum eines F-Heapsist im Minimalknoten vorh gespeichert.
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Abbildung 6.12

DasVerschmelze(Meld) zweier F-Heaph; undh, mit disjunkten Schliisselmengen
geschieht durch Aneinanderhédngen der beiden Wurzellistethyand h,. Minimal-
element des resultierenden F-Heaps ist das kleinere der beiden Minimalelemente \
h; undhy; als Ergebnis der Verschmelze-Operation wird ein Zeiger auf dieses Eleme
abgeliefert.

Offenbar sind alle diese Operationen in Z&itl) ausfiihrbar, wenn man F-Heaps
wie oben angegeben implementiert. Man beachte den Unterschied zwischen
Verschmelze-Operation (Meld-Operation) fir F-Heaps und der entsprechenden Oj
ration fr Binomial Queues: Die Verschmelze-Operation fir F-Heaps sammelt nur d
den F-Heap bildenden heapgeordneten Baume in der Wurzelliste, ohne diese Baume
groReren zu verschmelzen; die entsprechende Operation fir Binomial Queues fugt
Baume analog zur Addition zweier Dualzahlen zusammen. Dies einer Dualzahlad
tion entsprechende Zusammenfligen von heapgeordneten Baumen erfolgt bei F-He
immer dann, wenn eine Delete-Min-Operation ausgefihrt wird.

DasEntfernendes Minimalknotens§elete Min) eines F-Heaph geschieht folgen-
dermalRen: Entferne den Minimalknoten aus der Wurzellistenvamd bilde eine neue
Waurzelliste durch Einhdngen der Liste der S6hne des Minimalknotens an Stelle des N
nimalknotens in die Wurzelliste. (Das ist in konstanter Zeit mdglich, wenn man die Va
terzeiger der in die Wurzelliste neu aufgenommenen Knoten erst beim anschliel3enc
Durchlaufen der Wurzelliste adjustiert.) AnschlieBend werden so lange je zwei heapc
ordnete B&aume, deren Wurzeln denselben Rang haben, zu einem neuen heapgeordi
Baum verschmolzen, bis eine Wurzelliste entstanden ist, deren sémtliche heapgeorc
ten Baume verschiedenen Rang haben. Beim Verschmelzen zweier Baume entsteht
heapgeordneter Baum, dessen Wurzel einen um eins erhdhten Rang hat und de:
Markierungsfeld auf ,unmarkiert” gesetzt wird. Beim Durchlaufen der Wurzelliste unc
Verschmelzen von Baumen merkt man sich zugleich die Wurzel des Baumes mit de
bislang minimalen Schlussel. Am Ende wird dieser der Minimalknoten des resultiere
den F-Heaps; man liefert als Ergebnis einen Zeiger auf diesen Knoten ab.



6.1 Vorrangswarteschlangen 397

Die Operation Delete Min verlangt, da3 man in einer Liste von Wurzeln von heapge
ordneten Baumen immer wieder Knoten vom selben Rang findet, die dann verschm
zen werden. Das kann man mit Hilfe eines Rang-Arrays erreichen, d.h. eines line
ren Feldes, das mit den Rangen von O bis zum maximal mdglichen Rang indiziert i
und Zeiger auf die Wurzeln heapgeordneter Baume enthalt. Zu jedem Rang enthalt ¢
Rang-Array hochstens einen Zeiger; anfangs ist das Rang-Array leer, d.h. es entt
noch keinen Zeiger. Dann durchlauft man die Wurzelliste, also die Liste der heapg
ordneten Baume, die verschmolzen werden sollen. Trifft man in dieser Liste auf eine
BaumB mit Wurzel vom Rang, versucht man, im Rang-Array einen Zeiger auf die-
sen BaunB an Positionr einzutragen. Ist dort bereits ein Zeiger auf einen B&im
(mit Wurzel vom gleichen Rang) eingetragen, fiigt maB und B’ zu einem Baum
mit Wurzel vom Rang + 1 zusammen und versucht, einen Zeiger auf diesen Baun
an Positiorr + 1 im Rang-Array einzutragen; der Eintrag an Positiam Rang-Array
wird geldscht. Jedes Element der Wurzelliste wird so genau einmal betrachtet, und
Ende enthélt das Rang-Array flr jeden Rang hdchstens einen Zeiger auf eine Wur.
eines heapgeordneten Baumes. (Das Rang-Array kann dann wieder geldscht werd
Jetzt sollte auch der Zusammenhang mit den im Abschnitt 6.1.4 behandelten Binom
Queues klar sein. Man verschiebt einfach die der Addition von Dualzahlen entspr
chenden Operationen an heapgeordneten Baumen von der Verschmelze-Operation
Delete-Min-Operation. Das hat den grofl3en Vorteil, dalR man zugleich mit der Ausfil
rung der notwendigen Verschmelze-Operationen an heapgeordneten Baumen auch
neue Minimalelement bestimmen kann.

Genauer gilt offenbar folgendes: Beginnt man mit einem anfangs leeren F-Hee
und fahrt eine beliebige Folge von Einflige-, Access-Min-, Meld- und Delete-Min-
Operationen aus, so sind die Baume in den Wurzellisten samtlicher durch die Op
rationsfolge erzeugten F-Heaps stets Binomialbdume. Am Ende einer Delete-Mi
Operation bilden die Baume in der Wurzelliste des F-Heaps sogar eine Binomial Quel

Bevor wir die Anzahl der zur Ausfiihrung einer Delete-Min-Operation erforderlicher
Schritte bestimmen, geben wir noch an, wie der Schliissel eines Elerherdbgesetzt
und wie ein Element aus einem F-Heaqtferntwerden kann, das nicht das Minimal-
elementist.

Um einen Schlussel eines Knotepgines F-Heaph herabzusetzeitrennen wirp
von seinem Vatep p ab und nehmep mit dem herabgesetzen Schliissel in die Wurzel-
liste des F-Heaps auf. Nattrlich missen wir auch den Randg parm 1 erniedrigen. Ist
der herabgesetzte Schliissel ywkieiner als der des Minimalelementes vmarmachen
wir p zum neuen Minimalelement.

Diese Veranderungen sind samtlich in konstanter Zeit ausfiihrbar. Im allgemeinen
damit die Operation des Herabsetzens oder Entfernens eines Schliissels aber noch i
zu Ende. Wir wollen namlich verhindern, daf3 ein Knoten mehr als zwei Séhne verlier
wenn auf diese Weise ein Knoten abgetrennt wird. (Denn dann kénnte der heapgeo
nete Baum zu ,dinn“ werden.) Um das zu erreichen, benutzen wir die Markierun
Wir hatten einen Knoten als unmarkiert gekennzeichnet, wenn er Wurzel eines heap
ordneten Baumes geworden war, der durch Verschmelzen zweier Baume mit Wurze
vom gleichen Rang entstand. Wird nun im Verlauf einer Decrease-key- oder Delet
Operationp von seinem Vate¢ p abgetrennt und isp p unmarkiert, so setzen wirp
auf markiert. Ist abeg p bereits markiert, so bedeutet dgg hat bereits einen seiner
Sohne verloren. In diesem Fall trennen wir nicht pwon ¢ p ab, sondern trennen auch
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¢ p von dessen Vatepd p ab, usw., bis wir auf einen unmarkierten Knoten stof3en, det
dann markiert wird, falls er nicht in der Wurzelliste auftritt. Alle abgetrennten Knoten
werden in die Wurzelliste des F-Heaps aufgenommen. Obwohl wir, um den Schlis:
eines Knotenp herabzusetzen oderzu entfernen, eigentlich nyrvon seinem Vater
abtrennen wollten, weil an dieser Stelle ein Verstol3 gegen die Heap-Ordnung vorlieg
kénnte, kann das Abtrennen v@rvon ¢ p eine ganze Kaskade von weiteren Abtren-
nungen auslésen. Bevor wir uns lberlegen, wieviele solcher indirekter Abtrennung
von Knoten ¢€ascading cufsvorkommen kdénnen, betrachten wir ein Beispiel. Nehmen
wir an, daf3 in dem heapgeordneten Baum von Abbildung 6.13 der Schliissel 31 au
herabgesetzt werden soll und daf3 in dem Baum die Knoten 17, 13 und 7 (durch eir
x) markiert sind, also bereits einen Sohn verloren haben. Dann fiihrt das Abtrennen ¢
Knotens 31 von seinem Vater dazu, dafd auch 17, 13 und 7 abgetrennt werden, und 1
erhalt die in Abbildung 6.14 gezeigte Liste von Baumen.

Abbildung 6.13

@ @ ® ® ® @ ®
Abbildung 6.14

DasEntferneneines Knoteng, der nicht das Minimalelement vdmist, kann wie
folgt durchgefiihrt werden: Zunachst wird der Schliissel woauf einen Wert her-
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abgesetzt, der kleiner als alle tbrigen Schlisselwerteigh. AnschlieBend wird die
Operation Delete Min ausgefuhrt.

Dal’ die Uber die Markierung von Knoten gesteuerte Regel ,Mache Knoten, die zw
Sohne verloren haben, zu Wurzeln* wirklich verhindert, daf3 die in Wurzellisten vor
F-Heaps auftretenden Baume zu ,dinn“ werden, zeigen die folgenden Satze.

Lemma 6.1 Sei p ein Knoten eines F-Heaps h. Ordnet man die S6hne von p in de
zeitlichen Reihenfolge, in der sie an p (durch Zusammenfligen) angehangt wurden,
gilt: Der i-te Sohn von p hat mindestens Ranrga.

Zum Beweis nehmen wir amp, haber Séhne. Es ist mdglich, dgschon mehr als
Sohne gehabt hat und davon einige wieder durch Abtrennen verloren hat. Ordnet m
die noch vorhandenenSéhne vorp der zeitlichen Reihenfolge nach, in der sie@n
angehangt wurden, so muf3 gelten: Als der Sohn arp angehangt wurde (durch Ver-
schmelzen zweier Wurzeln vom gleichen Rang), missen sopvald auch seir-ter
Sohn wenigstens Rarng- 1 gehabt haben, und beide nattirlich denselben Rang-teer
Sohn kann spéter hdchstens einen Sohn verloren haben, denn andernfalls wérne er v
nach der oben angegebenen Regel abgetrennt worden. O

Lemma 6.2 Jeder Knoten p vom Rang k eines F-Heaps h ist Wurzel eines Teilbaum
mit wenigstens i 2 Knoten.

Zum Beweis definieren wir

S = Minimalzahl von Nachfolgern eines Knotepsvom Rangk
in einem F-Heap (einschlieRligh).

Ein Knoten mit Rang 0 hat keinen Sohn, ein Knoten mit Rang 1 hat mindestens ein
Sohn, alsd&g = 1, S = 2. Betrachten wir jetzt also einen Knotenvom Rangk. Wir
kénnen diek S6hne vorp in der Reihenfolge ordnen, in der sie pangehangt wurden.
Der erste Sohn vop kann Rang 0 haben; fur alle anderen gilt Lemma 6.1; z&hlt mar
nochp selbst hinzu, so folgt:

k—2
S >2+ Z)S,ﬂjrkzz. (6.1)

i=
Aus der Definition der Fibonacci-ZahléRy = 0, F1 = 1, Ry 2 = 1 + F) folgt sofort:

k
Feio =2+ %F., fiirk > 2. (6.2)
i=

Aus (6.1) und (6.2) leitet man durch vollstandige Induktion Ubker:

S > Fisa, firk> 0.
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Aufgrund von Lemma 6.2 haben Fredman und Ta [60] den Namen Fibonacc
Heap eingeflhrt. Wir wissen bereits, vgl. Abschnitt 3723, dal3 die Fibonacci-Zahle
exponentiell (mit dem Faktor.@18...) wachsen. Vergleichen wir nun F-Heaps und
Binomial Queues: Binomial Queues bestehen aus Binomialbdumen; jeder Binomi
baumB; mit Wurzel vom Rang hat 2 Knoten. Ein in der Wurzelliste eines F-Heaps
auftretender Baum muf3 ebenfalls eine Anzahl von Knoten haben, die exponentiell r
dem Rang, d.h. mit der Anzahl der Séhne der Wurzel wachst. Genauer kann man «
Lemma 6.2 folgern, dal3 F-Heaps mit Wurzeln vom Rang 0, 1, 2, 3,4 ... und min
maler Knotenzahl die in Abbildung 6.15 gezeigte Struktur haben mussen. (Der in Al
bildung 6.13 gezeigte heapgeordnete Baum kann also in der Wurzelliste eines F-He;
nicht auftreten!)

Wurzelrang 0 1 2 3 4

Struktur von

F-Heaps mit O g A /O\ h
minimaler g O
Knotenzahl © O

Knotenzahl 1 2 3 5 8

Abbildung 6.15

Umgekehrt folgt aus Lemma 6.2 natiirlich auch, dal3 jeder Knoten eines F-Heaps r
insgesamN Knoten einen Rang< 1.44...log, N hat. Das hat insbesondere zur Folge,
dafd durch Entfernen des Minimalknotens eines F-Heapblrditoten die Wurzelliste
héchstens u®(logN) Wurzeln heapgeordneter Baume verlangert wird.

Wir wollen jetzt die Anzahl der Schritte (die Zeit oder die Kosten) nach oben hir
abschatzen, die zur Ausfiihrung der Operationen an F-Heaps erforderlich sind. Da
interessieren wir uns fir die Kosten pro Operation, gemittelt iber eine beliebige Oper
tionenfolge, beginnend mit einem anfangs leeren F-Heap. Schwierig ist allein die Al
schatzung der Zahl der Verschmelze-Operationen nach Entfernen des Minimalknote
bei einer Delete-Min-Operation und der Zahl der indirekten Abtrennungen (cascadir
cuts) von Knoten nach einer Decrease-Key- oder Delete-Operation.

Es ist intuitiv klar, daf3 die Zahl der Verschmelze-Operationen mit der Zahl der Knc
ten in der Wurzelliste eines F-Heaps zusammenhéangt. Jede Verschmelze-Operation
kirzt die Wurzelliste. Ebenso ist klar, daf3 die Zahl der markierten Knoten und dam
die Zahl der indirekten Abtrennungen mit der Zahl der Decrease-Key- und Delett
Operationen zusammenhangen muf3. Eine Markierung ist stets Folge einer solchen C
ration.

Zur Abschéatzung der wirklichen Gesamtkosten fir eine Folge von Operationen ¢
F-Heaps fuhren wir eine amortisierte Worst-case-Analyse durch und benutzen ¢
Bankkonto-Paradigma aus Abschnitt 3.3. Wir ordnen jedem Bearbeitungszustand,


Literaturverweis [60]
[60] M. L. Fredman und R. E. Tarjan. Fibonacci heaps and their uses in improved network optimization algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 34:596-615, 1987.
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nach Ausfiihrung eines Anfangsstiicks einer gegebenen Folge von Operationen
reicht wird, einen nichtnegativellontostandund deri-ten Operation der Folge eine
amortisierte Zeit azu: g ist die wirkliche Zeitt; zur Ausfiihrung dei-ten Operation
zuziglich dem Kontostand nach Ausfiihrung déen Operation minus dem Konto-
stand vor Ausfuihrung deften Operation. Die zur Durchfiihrung einer Folge von Ope-
rationen erforderliche Gesamtzeit kann dann durch die gesamte amortisierte Zeit mir
Nettozuwachs des Kontos abgeschatzt werden (vgl. dazu Abschnitt 3.3). Man kann ¢
Kontostand als eine Menge von Zahlungseinheiten auffassen, mit denen man die
Ausfiihrung von Operationen anfallenden Kosten begleichen kann.

Wir ordnen einem aus dem anfangs leeren F-Heap durch eine Folge von Operatior
erzeugten F-Heap einen Kontostantal(h) wie folgt zu:

bal(h) = Anzahl Baume in der Wurzelliste vdn
+ 2-(Anzahl markierter Knoten ih, die
nicht in der Wurzelliste auftreten)

Die amortisierte Zeit zur Ausfiuihrung einer Einflige-, Access-Min- und Meld-
Operation istO(1). Denn die Einflige-Operation erhoht lediglich die Zahl der Baume
in der Wurzelliste um 1; Access Min und Meld lassen die Gesamtzahl der Baume ur
der markierten Knoten unveréandert.

Um die amortisierten Kosten einer Delete-Min-Operation zu bestimmen, setzen w
zunéchstvoraus, dal3 jedes Verschmelzen zweier Baume der Wurzelliste zu einem Ba
genau eine Kosteneinheit verursacht, also durch das Verschwinden eines Baumes
der Wurzelliste aufgewogen wird. Wir berticksichtigen daher bei der weiteren Analys
die Kosten des Verschmelzens nicht mehr. Die Anzahl der nicht in der Wurzelliste au
tretenden markierten Knoten bleibt bei einer Delete-Min-Operation unverandert od
nimmt sogar ab, ndmlich dann, wenn markierte Knoten in die Wurzelliste aufgenommie
werden. Wir kénnen uns daher bei der Untersuchung der Kontostandsénderung auf
Anderung der Anzahl Baume in der Wurzelliste \obeschranken. Sei(h) diese An-
zahl vor Entfernen des Minimums. Dann betragen die tatsachlichen Kosten der Dele
Min-Operation (ohne Beriicksichtigung des Verschmelzens) g€&ddgN +w(h)), da
die — um maximalO(logN) Knoten vergroRerte — Wurzelliste vdneinmal durch-
laufen wird, um Baume gleichen Ranges zu verschmelzen. Nach dem Verschmelz
enthalt die Wurzelliste voh hdochstens noc®(logN) Knoten. (Nach Ausfiihren ei-
ner Delete-Min-Operation ist eine Binomial Queue; da N Knoten enthalt, besteht
aus héchsten®(logN) Baumen.) Also sinkt der Kontostand va@iw(h)) + 2-Anzahl
markierter Knoten au®(logN) + 2-Anzahl markierter Knoten. Damit sind die amor-
tisierten Kosten einer Delete-Min-Operation, also die tatséchlichen Kosten plus d
Kontostandsanderung, geraddogN + w(h)) + O(logN) — O(w(h)) = O(logN).

Um die amortisierten Kosten einer Decrease-Key-Operation zu bestimmen, setz
wir voraus, dald jedes direkte und indirekte Abtrennen eines Knotens eine Kosteneinh
verursacht. Wird ein Knoten von seinem unmarkierten Vater abgetrennt, in die Wu
zelliste aufgenommen und der Vater markiert, so verursacht dies eine Kosteneinhe
Zugleich nimmt der Kontostand um drei Einheiten zu. Die amortisierten Kosten die
ser Operation sind also i@(1). Nehmen wir nun an, ein Knotep wird von einem
markierten Vatep p abgetrennt; dann mul3 au¢ip von dessen Vatepp p abgetrennt
werden usw., bis schlie3lich ein markierter Knoten von einem unmarkierten abgetren
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wird. Jede Abtrennoperation, aul3er der letzten, verursacht eine Kosteneinheit, erh
die Zahl der Baume in der Wurzelliste um 1 und vermindert die Zahl der markierte
Knoten, die zwal(h) beitragen, um 1; die amortisierten Kosten dafir sind also 0. Die
letzte Abtrennoperation erhdht die Zahl der markierten Knoten um 1 und die Zahl d
Baume in der Wurzelliste um 1; sie verursacht ebenfalls eine Kosteneinheit. Insgesz
sind auch in diesem Fall die amortisierten Koste@(1).

Weil eine Delete-Operation eine Decrease-Key-Operation mit anschlieRender Dele
Min-Operation ist, folgt sofort, da auch die amortisierten Kosten einer Delete
Operation inO(logN) sind. Wir konnen unsere Uberlegungen damit in folgendem Sat:
zusammenfassen.

Satz 6.1 Fuhrt man, beginnend mit dem anfangs leeren F-Heap, eine beliebige Folg
von Operationen an Priority Queues aus, dann ist die daflir insgesamt bendétigte Z
beschrankt durch die gesamte amortisierte Zeit; die amortisierte Zeit einer einzelne
Delete-Min- und Delete-Operation ist in(fogN), die amortisierte Zeit aller anderen
Operationen in @1).

Wir kénnen F-Heaps verwenden zur Implementation von Dijkstras Algorithmus zu
Losung des Single-source-shortest-paths-Problems fir einen Grapheifmoten und
m Kanten. Der Algorithmus hat dann die Laufz&tnlogn+ m). Auch zur Implemen-
tation vieler anderer Algorithmen kann man F-Heaps verwenden.

Kirzlich wurden Relaxed Heaps (!9] als Alternative zu F-Heaps angegeben. F
sie gelten dieselben Schranken fiir mortisierten Worst-case-Kosten zur Ausfihrt
der Operationen an Priority Queues wie fur F-Heaps. Fir eine Variante von Relax
Heaps erhalt man aber dieselben Zeitschranken sogar fiir jeweils eine einzelne Op
tion im schlechtesten Fall. Die Struktur von Relaxed Heaps und die fiir sie erklarte
Algorithmen zur Ausfiihrung der Operationen an Priority Queues sind jedoch erhebilic
komplexer als fur F-Heaps und tbersteigen den Rahmen dieses Buches.

6.2 Union-Find-Strukturen

In einer ganzen Reihe von Algorithmen inshesondere aus dem Bereich der Algorit
men auf Graphen tritt als Teilaufgabe das Problem auf, fiir eine Menge von Objekte
z.B. fur die Knoten oder Kanten eines Graphen, eine Einteilung in Aquivalenzklasse
vorzunehmen. Man beginnt mit einer sehr feinen Einteilung, die sukzessive durch Ve
einigen der Mengen vergrobert wird. Man kann diese Teilaufgabe als einen Spezialf
des Mengenmanipulationsproblems auffassen, der dadurch charakterisiert ist, daf
einer Kollektion von Mengen die folgenden Operationen ausfiihrbar sind.

Make-sefe,i) schafft eine neue Mengemit e als einzigem Element;ist also der
Name der Menge; es wird vorausgesetzt, dal’ das Eleeneet ist, also in keiner
anderen Menge der Kollektion vorkommt.

Find(x) liefert den Namen der Menge, die das Elemeeanthélt.


Literaturverweis [39]
[39] J. R. Driscoll, H. N. Gabow, R. Shrairman und R. E. Tarjan. Relaxed heaps: An alternative to Fibonacci heaps with applications to parallel computation. Comm. ACM, 31:1343-1354, 1988.
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Union(i, j,k) vereinigt die Mengen und j zu einer neuen Menge mit Naméni
und j werden aus der Kollektion von Mengen entfernt dndufgenommen; es wird
angenommen, daflund j verschieden sind.

Wegen der bei der Operation Make-set gemachten Voraussetzung besteht die du
eine beliebige Folge dieser Operationen erzeugte Kollektion von Mengen stets aus pe
weise disjunkten Mengen. Da es auf die Namen der Mengen nicht ankommt, kann m
sie auch ganz unterdriicken und jeder Menge einen eindeutig bestimmten Repras
tanten, ein sogenanntkanonisches Elemertuordnen. Das kanonische Element der
durchMake-sete, i) geschaffenen Menge ist natiirliehDie Find(x)-Operation liefert
das kanonische Element der Menge, in ”Bdiegt. Der durch Vereinigung von zwei
Mengeni und j entstehenden Menge kann man willkiirlich ein neues kanonisches Ele
ment zuordnen, z.B. immer das kanonische Elemenivdfir verwenden daher in der
Regel einfach die Operationdmake-sete), Find(x), Union(e, f) statt der oben ange-
gebenen mit der offensichtlichen Bedeutung.

Das Problem, eine Datenstruktur zur Reprasentation einer Kollektion von paarwei
disjunkten Mengen und Algorithmen zur Ausfitihrung der Operatidviake-setFind
undUnion auf dieser Kollektion zu finden, heif3t ddsiion-Find-Problem

Bevor wir magliche Lésungen des Union-Find-Problems diskutieren, wollen wir eir
einziges Beispiel fur einen Algorithmus angeben, bei dessen Implementation man L
sungen des Union-Find-Problems verwenden kann.

6.2.1 Kruskals Verfahren zur Berechnung minimaler spar
nender Baume

Wir I6sen das Problem der Berechnumgnimaler spannender Baunfiér zusammen-
hangende, ungerichtete, gewichtete Graphen. Fir eine ausfuhrliche Behandlung die
Problems verweisen wir auf das Kapitel 8.

Gegeben sei ein Grajmit Knotenmeng¥® und Kantenmengg. Jeder Kantec E
sei eine reelle Zald(e) als Kosten (engl.: cost) zugeordnet. Der Graph sei ungerichte
und zusammenhangend, d.h. je zwei Knoten des Graphen seien durch mindestens e
(ungerichteten) Kantenzug miteinander verbunden. Wir verzichten wieder auf eine g
naue, formale Definition. Man stelle sich den Grapfeeinfach als Menge von Orten
vor, die durch in beide Richtungen befahrbare StralRen miteinander verbunden sind. [
Kosten einer Kante = (v,w) ist dann die Lange der Strafedie die Ortev undw
miteinander verbindet.

Ein minimaler spannender Baumm (minimum spanning tre&urz: MST) fur G be-
steht aus allen Knotevi von G, enthalt aber nur eine Teilmenge der Kantenmenge
E von G, die alle Knoten des Graphen miteinander verbindet und die Eigenschaft he
dal die Summe aller Kantengewichte den minimal méglichen Wert hat unter allen Tei
mengen vork, die alle Knoten des Graph&miteinander verbinden.

Im Bild der Orte und Straf3en bedeutet die Konstruktion eM83 das Herausfinden
eines TeilstralRennetzes kirzester Gesamtlange, das noch alle Orte miteinander ver
det.
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Abbildung 6.16

Als Beispiel betrachten wir den Graphen in Abbildung 6.16; das ist derselbe Grag
wie in Abbildung 6.1, jedoch sind jetzt alle Kanten ungerichtet.
Abbildung 6.17 zeigt eineMST flir diesen Graphen.

Abbildung 6.17

Es gibt zahlreiche Verfahren zur Konstruktion eifdST. Wir skizzieren ein Verfah-
ren, das auf J. Kruskal zuriickg 6]. Die Idee des Verfahrens von Kruskal beste
darin, einen Wald von Teilbdume T sukzessive zurM ST zusammenwachsen
zu lassen. Man beginnt mit Teilbaumen, die samtlich nur aus je genau einem Knot
des gegebenen Graphén= (V,E) bestehen. Dann werden immer wieder je zwei ver-
schiedene Teilbaume durch Hinzunahme einer Kante minimalen Gewichts zu eine
verbunden, bis schlie3lich nur noch ein einziger Baum, ebeM&ar, tibrigbleibt. Wir
wollen hier wieder nicht die Frage der Korrektheit des Verfahrens diskutieren (siet


Literaturverweis [96]
[96] J. B. Kruskal. On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling salesman problem. In Proc. AMS 7, S. 48-50, 1956.
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dazu Abschnitt 8.6), sondern nur zeigen, wie Losungen des Union-Find-Problems z
Implementation des Verfahrens verwendet werden kdnnen.

Das Verfahren von Kruskal geht aus von einer Kollektiowon einelementigen Kno-
tenmengen. Die Knotenmengen werden sukzessive vergrof3ert, indem je zwei Menc
der Kollektion vereinigt werden, wenn sie durch eine Kante minimalen Gewichts mit
einander verbundenwerden kdnnen. Das Verfahren endet, wenn die Kollektion nur no
aus einer einzigen Menge (der KnotenmeXigies gegebenen Graphen) besteht. Etwas
genauer kann das Verfahren wie folgt beschrieben werden:

procedure MST((V,E) : Graph);
{berechnet zu einem zusammenhangenden, ungerichteten, gewichteten
Graphen G= (V, E) einen minimalen spannenden Baure=TV,E’)}

begin
E' =0
K:=0;

bilde Priority Queue Q aller Kanten in E mit den Kantengewichten
als Prioritatsordnung
for all veV do Make-se{v);
{jetzt besteht K aus allen Mengén}, ve V}
while K enthélt mehr als eine Mengi®
begin
(v,w) :=min(Q); deletemifQ);
if Find(v) # Find(w) then
begin
Union(vp,Wp), mit vo = Find(v), wo = Find(w);
E':=E'U{(vw)}
end
end
end

Wir verfolgen den Ablauf des Verfahrens am Beispiel des Graphen aus Abbil
dung 6.16. Anfangs besteht die Kollektiéh aus den einelementigen Mengéa},
{b}, {c}, {d}, {e}, {f}. Die Kante mit kleinstem Gewicht igb,d). Also wird diese
Kante zum Baunil hinzugenommen, und die zwei Mengen, dieind d enthalten,
werden zw{b,d} vereinigt. Dann wird die Kantéa, c) gewahlt,{a} und{c} werden
zu {a,c} vereinigt und(a,c) wird zu T hinzugenommen. Als néchste wird die Kante
(d,e) gewahlt; weild und e in verschiedenen Mengen der Kollektighsind, werden
die Mengen zu{b,d, e} vereinigt und(d,e) in T aufgenommen. Dann wird die Kan-
te (c,e) ausgewahlt; wieder sindunde in verschiedenen Mengen der Kollektion, so
daR durch Vereinigung dieser Menggm b, c,d, e} entsteht undc,e) in T aufgenom-
men wird. Die noch nicht betrachtete Kante mit kleinstem Gewichtaisd); a undd
liegen aber bereits in derselben Menge der Kollektion, so(daf nicht in T aufge-
nommen wird und keine Mengen vdhvereinigt werden. Das entsprechende gilt fur
(c,d) und (a,b). Die n&chste betrachtete Kante (bt f); sie wird in T aufgenommen
und die beiden Mengen, dieund f enthalten, zu einer Menge (der gesamten Knoten-
menge) verschmolzen. Es miissen also keine weiteren Kanten mehr betrachtet werc
Tabelle 6.2 fafit alle Schritte nochmals zusammen.
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Kollektion K nachste Hinzunahme
betrachtetg zuT
Kante
{a}.{b},{c}.{d},{e},{f} | (b.d) ja
{a},{b.d}.{c}.{e}.{f} |(ao) ja
{ac}{bd},{e}.{f} | (de ja
{a.c},{b.d,e},{f} (c.e) ja
{a,b,c,d,e},{f} (a,d) nein
(c,d) nein
(a,b) nein
(b, f) ja
{a,b,c,d,e, f}
Tabelle 6.2

6.2.2 Vereinigung nach Grof3e und Hohe

Die einfachste Mdglichkeit zur Lésung des Union-Find-Problems besteht darin, jec
Menge der KollektionK durch einen (nichtsortierten) Baum beliebiger Ordnung zu
reprasentieren; die Knoten des Baumes sind die Elemente der Menge. Es geniigt
verlangen, daf3 die Wurzel des Baumes das kanonische Element der Menge enthalt ¢
falls man explizit mit Namen operiert, dal3 an der Wurzel der Name der Menge vermer
ist. Jeder Knoten im Baum enthélt einen Zeiger auf seinen Vater; die Wurzel zeigt a
sich selbst und enthélt gegebenenfalls den Namen der Menge. Abbildung 6.18 ze
ein Beispiel fur eine Kollektion von zwei Mengen, die im Verlauf des Verfahrens vor

Kruskal auftritt.

o
(@) (®

Abbildung 6.18
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Wir nehmen an, daR man auf die Elemente der Mengen, also auf die Knoten in den ¢
Menge reprasentierenden Baumen, direkt zugreifen kann. Es liegt nahe, dazu einfe
ein mit sémtlichen Elementen indiziertes Array zu verwenden, das zu jedem Eleme
einen Verweis auf dessen Vater enthalt. Diese Idee liefert eine sehr kompakte, zeigerl
Realisierung von Waldern von Baumen.

Im Falle des Beispiels aus Abbildung 6.18 nehmen wir also an, dal folgende Verei
barungen gegeben sind:

type element= (a,b,c,d,e,f;
var p: array [elementof element

Die in Abbildung 6.18 gezeigte Situation wird durch folgende Belegung des Array:
p realisiert:
X :abcde f
px : a a a b b f

Es ist klar, wie man die gewunschten Operationen ausfuhren kann:

Make-setx) liefert einen Baum mit einem einzigen Knotgndessen Vaterverweis
auf sich selbst zurtickweist.

Zur Ausfiihrung vorFind(x) folgt man ausgehend vom Knot&iVaterverweisen, bis
man bei der Wurzel angelangt ist. Das merkt man daran, daf3 sich in der durchlaufer
Knotenfolge ein Knoten wiederholt. Sobald man bei der Wurzel angelangt ist, gibt ma
das Wurzelelement als kanonisches Element der Menge aus, oder, falls man explizit |
Namen operiert, den bei der Wurzel gespeicherten Namen.

Zur Ausfuhrung einer Vereinigungsoperatidnion(e, f) schaffen wir einen neuen
Baum dadurch, daf? wir (willkirlich) den Knotehauf e zeigen lassen, alse zum
kanonischen Element der durch Vereinigung neu entstehenden Menge machen.

Denken wir uns ein mit allen Elementen indiziertes Argagls global vereinbarte
Variable gegeben, so kann man die Operationen wie folgt programmtechnisch realis
ren.

var p: array [elementof element

procedure Make-se{(x : element;
begin p[x] := xend

procedure Union (e, f : element;
begin p[f] :=eend

function Find (x: element: element
var y : element

beginy:=x;
while ply] #y doy:= p[yl;
Find:=y

end
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Make-setund Union sind in konstanter Zeit ausfiihrbar; die Anzahl der Schritte zur
Ausfiihrung eineFind(x)-Operation ist proportional zur Anzahl der Knoten auf dem
Pfad vom Knoterx zur Wurzel des Baumes. Weil wir keinerlei Bedingung an die
Vereinigung zweier Baume gestellt haben, kann der Aufwand fiir eine einzelne Fin
Operation grof3 werden. Man betrachte dazu die folgende Operationsfolge:

Make-sefi); i=1,...,N
Union(i—1)i); i=N,...,2
Find(N)

Offenbar wird ausgehend vdy Baumen mit je einem Knoten zunachst ein degene-
rierter Baum der Hoh#l erzeugt, so daf3 die Find-Operati@(N) Schritte benétigt.

Es gibt zwei naheliegende Strategien, mit denen man verhindern kann, daf3 durch:
riertes Vereinigen von Baumen zu linearen Listen degenerierte Baume entstehen k
nen: Vereinigung nac®réReund Vereinigung nackldhe

Wir haben namlich beim oben angegebenen naiven Vereinigungsverfahren willki
lich festgesetzt, dal3 die durch eine Vereinigungsoperatioion(e, f) entstehende
Mengee als kanonisches Element haben soll. Natirlich hatten wir ebendoglst
kanonisches Element wahlen kénnen und dazu den Kreaeifi f zeigen lassen. Man
merkt sich nun jeweils an der Wurzel die GréR3e, d.h. die gesamte Knotenzahl, bzw. c
Hohe des Baumes und verfahrt wie folgt.

Um zwei Baume mit Wurzelre und f zu vereinigen, macht man die Wurzel des
Baumes mit kleinerer GréRRe (bzw. geringerer Hohe) zum direkten weiteren Sohn d
Baumes mit der groReren GroRRe (bzw. Hohe). Falls die GréReer vad f (bzw. die
Hohen) gleich sind, kann mamoder f zur Wurzel machen. Je nachdem, ebder f
die Wurzel geworden ist, wire oder f kanonisches Element der durch Vereinigung
entstandenen Menge.

Es dirfte klar sein, wie man diese Strategien programmtechnisch realisieren kal
Die FunktionFind bleibt in jedem Fall unverandert. Wir geben die gednderten Prozedt
ren zur Ausfuhrung einer Make-set- und Union-Operation fur den Fall der Vereinigun
nach Grof3e an. Dazu setzen wir voraus, dal3 ein weiteres Sm@gevereinbart ist,
das zu jedem kanonischen Element eines Baumes die Anzahl der Elemente im Ba
liefert.

procedure Make-se{x : elemen;

begin
pIX| =X
Grofdx ;=1
end

procedure Union (e, f: elemeny;
begin
if GrolRde] < Groflzdf] then vertauschée,f);
{jetzt ist e kanonisches Element der gréf3eren Ménge
plf]:=e
GroRRde] := GroRdf] + Grolde]
end
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Make-set und Union sind nattirlich immer noch in konstanter Zeit ausfiihrbar.

Lemma 6.3 Das Verfahren Vereinigung nach Gro3e konserviert die folgende Eigen
schaft von Baumen: Ein Baum mit Hohe h hat wenigst8ngnoten.

Zum Beweis nehmen wir an, daB und T, Baume mit den GroReg(T;) undg(T>)
sind, die vereinigt werden sollehj undh, seien die Héhen voty undT,. Der durch
Vereinigung vonil; und T, entstehende Bauf U T, hat die in Abbildung 6.19 darge-
stellte Gestalt. D.h. wir nehmen ohne Einschrankung angd&3 > g(T2) ist. Nach
Voraussetzung hat wenigstens 2, i = 1,2, Knoten.

ho

Abbildung 6.19

Fall 1: HOhéT1UT,) = max({hs,h2}).

Dann haff, U T» trivialerweise wenigstens®"eTUT2) Knoten.

Fall 2: Die Hohe des durch Vereinigung entstandenen Baumes ist gegenuk
max{ht,h2}) um 1 gewachsen. Aufgrund der von uns getroffenen Annahmen ist da
nur méglich, wenn H6hd; U T,) = hy + 1 ist. Wir mussen die GrolRg(T, U T,) des
durch Vereinigung voif; und T, entstandenen Baumes abschatzen. Es gilt:

9(T1) > g(T2) > 2", also
g(TiUTe) =g(T1) +9(Tz) > 2. 212 = SHOhETLUTy)

O

Als unmittelbare Folgerung aus Lemma 6.3 erhédlt man: Wird das Verfahren Verein
gung nach Gro6Re iteriert angewandt, beginnend mit einer Folg&lBaumen mit je
genau einem Knoten, di einelementige Mengen reprasentieren, so haben alle entste
henden Baume eine Hohe< log, N.
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Vereinigung nach GroR3e garantiert also, daf? eine Find-Operation htctgteghl)
Schritte kosten kann. Dasselbe gilt auch fur die Strategie der Vereinigung nach Hol
Denn auch fur dieses Verfahren gilt die Aussage von Lemma 6.3 entsprechend, wie n
leicht nachprift. Das Verfahren Vereinigung nach Hohe hat gegenuber dem Verfahr
Vereinigung nach Grof3e den (kleinen) Vorteil, daf? die fiir die kanonischen Elemen
mitzufiihrende Hoheninformation nicht so stark wachst wie die Grof3e der Baume; m
kommt mit loglogN statt logN Bits Zusatzinformation fiir jeden Baum aus, um diese
Strategie zu implementieren.

6.2.3 Methoden der Pfadverkirzung

Vereinigung nach GréRe oder Hohe garantiert, da’ die zur Ausfiihrung einer Fin
Operation zu durchlaufende Folge von Kanten (Vaterverweisen) nicht zu lang wirt
Eine sehr drastische weitere Verkiirzung dieser Pfade wiirde man dadurch erhalten,
man alle Knoten des einen Baumes direkt auf die Wurzel des anderen zeigen laRt. [
ist natdrlich nicht besonders effizient, weil dann die Vereinigungsoperation nicht mel
in konstanter Zeit ausfuhrbar ist, sondern so viele Schritte benétigt, wie die (zweit
Menge Knoten hat.

Eine andere Mdglichkeit zur Verkirzung von Pfaden, die bei Find-Operatione
durchlaufen werden missen, ist, die bei einer Find-Operation durchlaufenen Knot
unmittelbar oder zumindest ndher an die Wurzel zu hdngen. Das verteuert zwar die |
rade durchgefuhrte Find-Operation, zahlt sich aber fur kiinftige Find-Operationen at
weil die dann noch zu durchlaufenden Pfade kirzer werden. Die naheliegendste N
thode dieser Art ist diKompressionsmethod8amtliche bei Ausfiihrung einer Find-
Operation durchlaufenen Knoten werden direkt an die Wurzel gehangt.

Diese Methode verlangt aber, da® man bei AusfiihrungRind(x) den vonx zur
Wurzel fuhrenden Pfad zweimal durchlauft, weil man einen Knoten natirlich erst dar
an die Wurzel anhangen kann, wenn man die Wurzel kennt. Die Kompressionsmethc
kann wie folgt implementiert werden.

function Find(x: element: element
vary,zt : element
begin
yi=Xx
while ply] # y doy:= py];
{jetztist y die Wurzel; alle Knoten auf dem Pfad von x nach y
werden direkt an y angehangt

z:=X
while p[z] # y do

begint :=z z:=p[Z; p[t]:=yend
Find:=y

end
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Ein Beispiel fur die Wirkung der Kompressionsmethode zeigt Abbildung 6.20. Dor
sind die vor Ausfiihrung vofrind(x) vorhandenen Vaterverweise durchgezogen und
die danach vorhandenen fir die Knoten auf dem Pfadwanr Wurzel gestrichelt

gezeichnet.
/ A\
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Abbildung 6.20

s

Die Analyse der Kompressionsmethode in Verbindung mit der Strategie Vereinigur
nach Grof3e oder Vereinigung nach Hohe ist deshalb schwierig, weil die Kosten d
Operationen von der Reihenfolge, in der sie ausgefuhrt werden, abhangen. Wir verw
sen daher auf die Arbe 2], in der die Kompressionsmethode und andere Method
der Pfadverkirzung an iert werden. Die Herleitung der kleinsten oberen Schran
fur die amortisierten Worst-case-Kosten der Kompressionsmethode findet man auch
der Monographie von Tarja 0].

Wir geben hier nur das bnis der Analyse an.8ealie Anzahl der Operatio-
nen undn die Anzahl der Elemente in allen Mengen. D.h. es werddviake-set-
Operationen und héchstens- 1 Union-Operationen ausgefuihrt und esnist n. Die
Aussage Uber die zur Ausfihrung darOperationen benétigte Anzahl von Schritten
macht Gebrauch von einer sehr schwach wachsenden Funktion, der Inversen der Ac}
mannfunktion. Die Ackermannfunktioii, j) ist firi, j > 1 wie folgt definiert:

ALj) = 2 furj>1,
A1) = Ali—1,2),firi>2
A(';J) = A("LA(';J_]-));fU”;JZZ

Die Inverse der Ackermannfunkti@r(m,n) ist firm> n > 1 wie folgt definiert:

a(mn) = min{i > 1| A(i,|m/n]) > logn}


Literaturverweis [182]
[182] R. E. Tarjan und J. van Leeuwen. Worst case analysis of set union algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 31:245-281, 1984.


Literaturverweis [180]
[180] R. E. Tarjan. Data structures and network algorithms. In SIAM CBMS-NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics 44, Philadelphia, 1983. SIAM.
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Die bemerkenswerteste Eigenschaft der Ackermannfunktionist ihr ,explosives” Wach
tum. (Haufig wird in der ersten Definitionszeile der Ackermannfunkéigh j) = j+1
gesetzt und nicht, wie oben angegeléh, j) = 2/. Das explosive Wachstum tritt je-
doch auch dann ein, nur etwas spater.) Vidleehr schnell wéchst, folgt umgekehrt,
daBa sehr langsam wéchst. Es ist beispielsweié®, 1) = A(2,2) = A(1,A(2,1)) =
A(1,A(1,2)) = A(1,4) = 16; also ista(m,n) < 3 fiir n < 216 = 65536.A(4,1) =
A(2,16) ist bereits so riesig grof3, dafim,n) < 4 ist fUr alle praktisch auftretenden
Werte vonn undm.

Tarjan hat nun gezeigt: Benutzt man die Strategie Vereinigung nach Gréf3e oder V
einigung nach Héhe und benutzt man bei der Ausfiihrung von Find-Operationen ¢
Kompressionsmethode, so benétigt man zur Ausfiihrung einer beliebigen Folge v
m > n Operationer®(m- a(m,n)) Schritte. Die zur Ausfiihrung einer einzelnen Ope-
ration in einer beliebigen Folge von Operationen erforderliche Schrittzahl ist also pra
tisch konstant.

Neben der Kompressionsmethode gibt es noch eine Reihe anderer Methoden zur
adverkirzung, die das Ziel verfolgen, bei Ausfuihrung ekied(x)-Operation den Pfad
vonx zur Wurzel nicht zweimal durchlaufen zu miissen. Wir geben zwei Methoden ai
die asymptotisch dieselbe Laufzeit haben wie die Kompressionsmethod . [182].

AufteilungsmethodéSplitting): Wéhrend der Ausfiihrung einer Find-Op®fetion teilt
man den Suchpfad dadurch in zwei Pfade von etwa halber Lange auf, dall man jec
Knoten (mit Ausnahme des letzten und vorletzten) statt auf seinen Vater auf sein
Grolvater zeigen laf3t. Ein Beispiel zeigt Abbildung 6.21.

Die FunktionFind kann also wie folgt implementiert werden:

function Find(x : elemen: element
var x,t : element

begin
yi=X;
while p[p[y]] # ply] do
begin
t:=y; y:=ply; plt] := p[p[t]]
end
end

Halbierungsmethod@alving): Wahrend der Ausfiihrung einer Find-Operation Iaf3t
man jeden zweiten Knoten auf seinen Grol3vater zeigen (mit Ausnahme der eventt
letzten Knoten). Man andert also die Verweise fur den 1., 3., 5., ... Knoten, und I&l
die Verweise fir den 2., 4., 6., ... unverandert. Auf diese Weise wird die Lange dk
Suchpfade fiir nachfolgende Find-Operationen etwa halbiert. Ein Beispiel zeigt Abbi
dung 6.22.

Die FunktionFind kann jetzt wie folgt implementiert werden:

function Find(x : elemeny: element
var y,t : element
begin
yi=X
while p[p[y]] # ply] do
begin


Literaturverweis [182]
[182] R. E. Tarjan und J. van Leeuwen. Worst case analysis of set union algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 31:245-281, 1984.
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Abbildung 6.21

t:=p[plyl]; ply] :=t; y:=t
end
end

Es ist klar, dal? damit das Spektrum der moglichen Methoden zur Pfadverkirzur
keineswegs erschopft ist. Beispielsweise kénnte man einen Suchpfad ebensogutin d
vier, usw. statt zwei etwa gleichlange Pfade aufteilen. In der Literatur sind eine Reif
weiterer Methoden vorgeschlagen und untersucht worden; man vergleiche.zu [182

6.3 Allgemeiner Rahmen

Worterbucher (Dictionaries), Priority Queues und Union-Find-Strukturen kann man al
Spezialfalle eines allgemeinen Mengenmanipulationsproblems auffassen, das wie fc
beschrieben werden kann. Gegeben ist eine Kollekiomon paarweise disjunkten


Literaturverweis
[182] R. E. Tarjan und J. van Leeuwen. Worst case analysis of set union algorithms. J. Assoc. Comput. Mach., 31:245-281, 1984.
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5

Abbildung 6.22

Mengen, deren Elemente zu einem Univerdurgehdren und deren Namen zu einer
MengeN von Namen gehdren.

K = {Su-S) SiNS, =0, furi#j.
U UK ={xes|SeK}
N {ni|S-.i€K}

Das Universum sei eine geordnete Menge von Elementen. (Haufig nimmt man soc
an, daf das Universubh und die Namensmende die Menge der positiven ganzen
Zahlen sind.)

Auf der KollektionK soll eine beliebige Folge von Operationen, wie sie in Tabelle 6.3
angegeben sind, ausfuhrbar sein. Diese Liste méglicher und sinnvoller Operationen
eine KollektionK von Mengen ist keineswegs vollstandig, sondern soll das breite Spel
trum derartiger Operationen illustrieren.

Eine LOosung des Mengenmanipulationsproblems sollte naturlich bertcksichtige
welche Operationen mit welcher Haufigkeit, in welcher Reihenfolge ausgefihrt we
den. In vielen Féllen kann man jedoch eine Losung wahlen, deren Grobstruktur w

2
2
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Make-sefx,n): Bilde eine Menge mit einzigem Elemexiund gebe ihr
den Namem. (Dabei wird vorausgesetzt, dandn neu
sind.)

Suchéx,n): Suchexin der Menge mit Namen.
Einfugex,n): Flgexin die Menge mit Namen ein. (Dabei wird vor-
ausgesetzt, dafineu ist.)

Entfernéx,n): Entfernex aus der Menge mit Namen

Find(x): Bestimme den Namen der Menge, dienthalt.
Union(i, j,k):  Vereinige die Mengen mit Namemnd j zu einer Menge
mit Namenk.

Access-Min):  Bestimme das Minimum in der Menge mit Nam@n

Delete-Mir(n):  Entferne das Minimum in der Menge mit Namen

Nachfolgefx,n): Bestimme das zi néchstgrof3ere Element in der Menge
mit Namenn.
Vorgéngefx,n): Bestimme das zu néchstkleinere Element in der Menge
mit Namenn.
(k)-tes Element Bestimme dag&-grofite Element i) K

Tabelle 6.3

folgt beschrieben werden kann. Repréasentigke C U durch einen balancierten, sor-
tierten Binarbaum, dejg)-Baum Wenn man die Operatidktes Elementinterstiitzen
mdochte, ist es sinnvoll, an jedem Knotpmoch einen Zéhlez( p) mitzufuihren, der die
Anzahl der Schliissel im Teilbaum mit Wurzehngibt. Stelle jede Mengg der Kol-
lektionK durch einen nichtsortierteMengenbaundar, denS-Baum Der Knotenx im
U-Baum ist durch einen Zeiger mit dem Knoteim S-Baum verbunden, werne S

ist. Die Menge aller Namen von Mengenbaumen ist in einem sortierten, balancierte
N-Baumgespeichert. Die Wurzel eines jeden Mengenbaums ist durch je einen Verwe
in beiden Richtungen mit seinem NamenM¥Baum verbunden.

Sollen Find-Operationen unterstiitzt werden, zeigt jeder Knoten eines Mengenba
mes auf seinen Vater. Sollen Access-Min- und Delete-Min-Operationen unterstiitzt we
den, sind die Mengenbaume heapgeordnet. Falls die Union-Operation als Vereinigu
nach GréRe oder Hohe ausgefiihrt werden soll, muf3 man an den Wurzeln der Meng
baume die GréRe oder H6he mitfiihren. Die in Abbildung 6.23 gezeigte Struktur de
Lésung mufd also auf den jeweils aktuell vorliegenden Fall zugeschnitten werden.

Wir geben an, wie einige der genannten Operationen ausgefuhrt werden kénnen.

Einfugex,i): Figex im |J-Baum ein; suche im N-Baum, folge Zeiger zur Wur-
zel desS-Baumes, fige in diesen Baum ein. (Ist beispielsweiSeheapgeordnet, so
beinhaltet das Einfligen voain S auch die Wiederherstellung der Heapordnung.)

Entferngx,i): Die Ausflihrung dieser Operation verlangtim Mengenbaun§ zu
finden. Da wir im allgemeinen nicht voraussetzen, dal3 diese Baume Suchbaume si
sucht marx zunadchst im J-Baum, folgt dem Zeiger vor zum Knoten gleichen Na-
mens in einem der Mengenbaume, lauft dort zur Wurzel und stellt Gber den Verweis
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O /O N-Baum

f) ]
O QU /

Mengen-
\ Baume

U-Baum

Abbildung 6.23

denN-Baum fest, okx in § auftritt. Dann entfernt man gegebenenfallsusS und aus
dem{J-Baum.

k-tes ElementMan beginnt bei der Wurzed des|J-Baumes. Fallg(p) < k ist, gibt
es keink-tes Element inh J-Baum. Sonst inspiziert man den linken Satpund dessen
Zahlerz(Ap). Fallsk < z(Ap) ist, setzt man die Suche nach d&sten Element rekursiv
beim linken Sohn fort. Fallk = z(Ap) + 1 ist, ist das inp gespeicherte Element das
gesuchte. Falls schlieBligt> z(Ap) + 1 ist, setzt man die Suche rekursiv beim rechten
Sohn vonp fort, sucht dort aber nach detk— z(Ap) — 1)-ten Element.

Es ist nicht schwer, sich in allen anderen Fallen zu tberlegen, wie die Operation
ausgefiihrt werden kénnen und welche zusatzlichen Voraussetzungen man gegebe
falls Gber die Struktur der Mengenbaume usw. benétigt, um die gewlinschten Operat
nen effizient ausfihren zu kénnen.

Die im vorigen Abschnitt 6.2 angegebenen Losungen des Union-Find-Problems ka
man folgendermalen unter den hier angegebenen Rahmen subsummieren: Im Falle
Union-Find-Problems kénnén-Baum und\-Baum jeweils zu Arrays vereinfacht wer-
den. Falls man Namen unterdriicken méchte und mit kanonischen Elementen operi
kann man auf deN-Baum (oder eirN-Array) sogar ganz verzichten.
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6.4 Aufgaben

Aufgabe 6.1

Eine Vorrangswarteschlange flur ganzzahlige Schlissel soll als Bruder-Baum realisi
werden, wobei die Schliissel in den Blattern gespeichert werden. Als Wegweiser soll:
jedem binaren inneren Knoten der kleinste Schliisselwert seines Teilbaumes stehen.

a) Geben Sie ein Einflige-Verfahren fiir beliebige Schliissel an und beschreiben ¢
dieses, zusammen mit dem Knotenformat, in Pascal.

b) Geben Sie je eine Umstrukturierungs-Invariante und eine Umstrukturierung
Operation fiir den Fall des Einfligens eines beliebigen Schlissels und des E
fernens des Minimums an. Beachten Sie, daf3 Schlissel nicht unbedingt sorti
in symmetrischer Reihenfolge auftreten, und daR Wegweiser angepal3t werd
mussen.

c) Beschreiben Sie die beiden Umstrukturierungs-Operationen aus b) als Pasc
Prozeduren.

d) Beschreiben Sie die Priority-Queue-Operationen Access Min und Delete Mi
ebenfalls in Pascal.

Aufgabe 6.2

Ein Linksbaum, der als Priority Queue fir eine Menge ganzzahliger Schlissel dier
kann konstruiert werden, indem man diese Schlissel in einer beliebigen Reihenfolge
den anfangs leeren Linksbaum unter Zuhilfenahme der Funkgesthmelzeaninfiigt.

a) Beschreiben Sie eine Folge virSchlisseln (fur beliebiges, nattrlichdy fur
die der durch fortgesetztes Einfiigen entstehende Linksbaum zu einer linear
Liste degeneriert.

b) Beschreiben Sie eine Folge voh-21 Schliisselnk > 1, beliebig), fir die der
durch fortgesetztes Einfligen entstehende Linksbaum ein vollstandiger Bina
baum ist.

c) Wieviele strukturell verschiedene Linksbaume fur vier Schlussel gibt es? Gebe
Sie fur jeden dieser Baume alle Reihenfolgen der Schlussel 1, 2, 3, 4 an, durch ¢
er bei fortgesetztem Einfugen in den anfangs leeren Linksbaum erzeugt werd
kann.

Aufgabe 6.3

Eine Binomial Queue, also ein Wald von Binomialbdumen, soll durch fortgesetzte
Einfiigen ganzzahliger Schlissel in die anfangs leere Queue erzeugt werden.

a) Geben Sie eine Folge von vier Schlisseln an, fur die die entstehende Binom
Queue strukturell gleich (gleich, wenn man keine Reihenfolge der S6hne unte
stellt) ist mit dem entstehenden Linksbaum.
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b) Verfolgen Sie die Entwicklung einer anfangs leeren Binomial Queue beim Ein
fugen der Schlussel 17, 9, 12, 8, 15, 6 und beim anschlieRenden Entfernen c
Schlussels 9.

c) Definieren Sie das Knotenformat von Binomialbdumen fur ganzzahlige Schli
sel in Pascal. Schreiben Sie in Pascal Prozeduren und Funktionen fir die Ope
tionen Access Min, Einfiigen, Entfernen, Minimum Entfernen, Herabsetzen un
Verschmelzen.

Aufgabe 6.4

Verfolgen Sie im einzelnen, wie sich der anfangs leere Fibonacci Heap verandert, we
er als Priority Queue fur das in Abschnitt 6.1.1 beschriebene Verfahren von Dijksti
zur Berechnung kiirzester Pfade fiir den in Abbildung 6.1 gezeigten Graphen eingest
wird. Verfolgen Sie inbesondere fiir jede Operation die Anderung von Markierunge
und des Kontostandes. Vergleichen Sie als alternative Implementierungen der Priol
Queue fir dieses Beispiel Binomial Queues und Linksbaume.

Aufgabe 6.5

Verfolgen Sie im einzelnen die Veranderungen einer Union-Find-Struktur zur Be
rechnung eines minimalen, spannenden Baumes nach Kruskal fiir das in Abb
dung 6.16 angegebene Beispiel. Welche Pfadlangen ergeben sich fur die einzeli
Find-Operationen, wenn man sich bei der Vereinigung nach der Hohe von Baumenric
tet? Welchen Effekt hat im Beispiel die Kompressionsmethode zur Pfadverkiirzung?

Aufgabe 6.6

Bei der Kompressionsmethode zur Pfadverkirzung haben nach Erledigung einer O
rationFind(x) alle urspringlich auf dem Pfad vorzur Wurzel des Baumes gelegenen
Knoten die Entfernung 1 zur Wurzel. Entwerfen und implementieren Sie eine Pfadve
kirzungsmethode, bei der diese Entfernung hdchstens 2 betragt, bei der man aber
Pfad vonx zur Wurzel nur einmal durchlauft.
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