Kapitel 5

Baume

Baume gehoéren zu den wichtigsten in der Informatik auftretenden Datenstrukture
Entscheidungsbdume, Syntaxbaume, Ableitungsbdume, Codebaume, spannende |
me, baumartig strukturierte Suchrdume, Suchb&ume und viele andere belegen die /
gegenwart von Baumen. Wir haben in den vorangehenden Kapiteln bereits mehrfa
Baume als intuitives Konzept benutzt, so z.B. zur Erlauterung des Sortierverfahre
Heapsort in Abschnitt 2.3, beim Nachweis unterer Schranken fiir das Sortierproblem
Abschnitt 2.8 und beim Bindrbaum-Sondieren in Abschnitt 4.3.4. Wir wollen jetzt eine
systematische Behandlung von Begriffen im Zusammenhang mit Baumen vornehm
und Algorithmen fir Baume behandeln.

Baume sind verallgemeinerte Listenstrukturen. Ein Element — tblicherweise spricl
man vonKnoten— hat nicht, wie im Falle linearer Listen, nur einen Nachfolger, son-
dern eine endliche, begrenzte Anzahl von sogenardtémenin der Regel ist einer
der Knoten aldVurzeldes Baumes ausgezeichnet. Das ist zugleich der einzige Knote
ohneVorgéanger Jeder andere Knoten hat einen (unmittelbaren) Vorganger, der auc
Vaterdes Knotens genannt wird. Eine Folgg ..., px von Knoten eines Baumes, die
die Bedingung erfiillt, dafp;;1 Sohn vonp; ist fir 0 <i < k, heil3tPfad mit Lange
k, der po mit px verbindet. Jeder von der Wurzel verschiedene Knoten eines Baume
ist durch genau einen Pfad mit der Wurzel verbunden. Man kann Baume als spezie
planare, zyklenfreie Graphen auffassen. Die Knoten des Baumes sind die Knoten
Graphen; je zwei Knotep undq sind durch eine Kante miteinander verbunden, wenn
g Sohn vonp (und damitp Vater vonq) ist. Ist unter den Séhnen eines jeden Knotens
eines Baumes eine Anordnung definiert, so dafl man vom ersten, zweiten, dritten u:
Sohn eines Knotens sprechen kann, so nennt man den Beornet Dies darf man
nicht mit derOrdnung eines Baume®rwechseln. Darunter versteht man namlich die
maximale Anzahl von S6hnen eines Knotens. Besonders wichtig sind geordnete Bé
me der Ordnung 2; sie heil3en auch binare Baume Bagirbaume Statt vom ersten
und zweiten Sohn spricht man bei Bindrbaumen \rken und rechtenSohn eines
Knotens. Wir werden in diesem Kapitel nur geordnete Baume betrachten.

Da die Menge der Knoten eines Baumes stets als endlich vorausgesetzt wird, muf:
Knoten geben, die keine S6hne haben. Diese Knoten werden ublicherwdiséttds
bezeichnet; alle anderen Knoten nennt rimarere KnotenDie Menge aller Baume der
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Ordnungd, d > 1, kann man aquivalent auch rekursiv definieren und entlang diese
Definition auf natirliche Art veranschaulichen:

(1) Der aus einem einzigen Knoten bestehende Baum ist ein Baum der Ordnung
Wir veranschaulichen ihn graphisch durch:

[]

(2) Sindty,...,tqy beliebige Baume der Ordnurty so erhélt man einen (weiteren)
Baum der Ordnungl, indem man die Wurzeln vota, ...ty zu S6hnen einer
neugeschaffenen Wurzeimachtt; (1 <i < d) heif3ti-ter Teilbaumder Wurzel
w. Wir veranschaulichen den neuen Baum graphisch wie in Abbildung 5.1.

Abbildung 5.1

(In der Informatik wachsen die Baume also in anderer Richtung als in der Natur: di
Wurzel oben, die Blatter unten!)

Wir haben in dieser rekursiven Definition verlangt, dal3 jeder Knoten eines Baum
der Ordnungd entweder keinen oder genduSohne hat. Demzufolge sind die in der
Abbildung 5.2 (a) und (b) gezeigten Baume der Definition entsprechend gultige Biné
baume, der Baum aus Beispiel (c) aber nicht.

Die Anzahl der S6hne eines Knotepsnennt man haufig auch dd®angvon p.
Manchmal bezeichnet man den dufchveranschaulichten Baum auch EerenBaum
und fordert sogar explizit an Stelle der Bedingung (1), da3 dek@ngmKnoten be-
stehende leere Baum ein Baum der Ordndingj. Dann besagt die Bedingung (2) zwar,
dal jeder Knoten eines Baumes der Ordndmygnaud S6hne haben muf3; von denen
kénnen aber einige oder gar alle leer sein, d.h. es handelt sich um gar nicht existierel
Sohne. Das ist eine andere Méglichkeit, um auszudriicken, daf} ein Knoten in eine
Baum der Ordnund auch weniger ald Séhne haben kann. Man findet in der Literatur
beide Varianten, und wir werden in diesem Kapitel auch beide Varianten benétigen.

Baume der Ordnungd > 2 nennt man auckielwegbaumé&nir bringen eine wichtige
Klasse derartiger Bdume im Abschnitt 5.5, die Klasse der B-Baume. Sie sind ein t
pischer Vertreter einer Klasse von Baumen, fur die man Ublicherweise fordert, daf ¢
Anzahl der S6hne jedes Knotens zwischen einer festen Unter- und Obergrenze lie
muf3. FUr Bindrbaume werden wir jedoch durchweg verlangen, daf3 jeder Knoten ger
zwei oder keinen Sohn haben soll. Die einzige Ausnahme bilden die im Abschnitt 5
behandelten Bruder-Baume.
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(@) (b) (c)

Abbildung 5.2

Wir haben bisher nur strukturelle Eigenschaften und Begriffe im Zusammenhang r
B&umen besprochen. Dazu gehdren auch noch die Begfiffee eines Baumes und
Tiefeeines Knotens. Die Hohie eines Baumes ist der maximale Abstand eines Blat-
tes von der Wurzel; sie kann auf naheliegende Weise rekursiv definiert werden, sie
Abbildung 5.3.

h([])=0
h( () ) =maxht),...hta)} +1

Abbildung 5.3

Der Binarbaum aus Abbildung 5.2 (a) hat also die H6he 3 und der Binarbaum au
Abbildung 5.2 (b) die Hohe 4. Di&iefe eines Knotens ist sein Abstand zur Wurzel,
d.h. die Anzahl der Kanten auf dem Pfad von diesem Knoten zur Wurzel. Man fal
die Knoten eines Baumes gleicher Tiefediveauszusammen. Die Knoten auf dem
Niveaui sind alle Knoten mit Tiefé.

Ein Baum hei3ollstdndig wenn er auf jedem Niveau die maximal mégliche Kno-
tenzahl hat und samtliche Blatter dieselbe Tiefe haben.
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Obwohl es eine ganze Reihe interessanter und tiefliegender Satze tber die strul
rellen Eigenschaften von B&dumen gibt, ist der eigentliche Grund fir die Bedeutur
von Baumen ein anderer. Baume sind eine Struktur zur Speicherung von Schliisse
Wir werden der Einfachheit halber annehmen, daR3 die Schlissel stets ganzzahlig si
wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt ist. Die Schliissel werden dabei so
speichert, daf3 sie sich nach einem einfachen und effizienten Verfahren wiederfinc
lassen. DasSuchemach einem in einem Baum gespeicherten Schliissel ist aber nur €
ne der Ublicherweise fir Baume erklarten Operationen. Weitere sirii@geneines
neuen Knotens (mit gegebenem Schlissel),Etgferneneines Knotens (mit gegebe-
nem Schlissel), dd3urchlaufenaller Knoten eines Baumes in bestimmter Reihenfol-
ge, dasAufspaltereines Baumes in mehrere, dassammenfiigemehrerer Baume zu
einem neuen und dd&®nstruiereneines Baumes mit bestimmten Eigenschaften.

Die drei wichtigsten Operationen sind das Suchen, Einfugen und Entfernen. Mz
nennt diese drei Operationen auchdiérterbuchoperationennd eine Struktur, die es
erlaubt, eine Menge von Schlisseln zu speichern, zusammen mit Algorithmen fr die
Struktur fiir die Worterbuchoperationen auch eine Implementation ®itdeterbuches
(englischidictionary), vgl. dazu auch Abschnitt 1.6.

In manchen Anwendungen treten praktisch keine Einfligungen und Entfernungenv
Knoten auf. Das Universum der in einem Suchbaum abzuspeichernden Schlissel
fest und das Suchen die bei weitem Uberwiegende Operation. Dann kann man ei
statischen Suchbaum konstruieren und dabei gegebenenfalls unterschiedliche Such
figkeiten fUr verschiedene Schliissel beriicksichtigen. Je nachdem, ob die Suchhéau
keiten fest und vorher bekannt sind oder sich im Laufe der Zeit andern kénnen,
man das Ziel, statisch optimale oder dynamisch optimale oder fast optimale Suchb:
me zu erzeugen. Wir behandeln nur den statischen Fall genauer in den Abschnitten
und 5.7.

Das andere Extrem ist der Fall, daR Baume durch fortgesetztes, iteriertes Einfligen
dem anfangs leeren Baum erzeugt werden. Wir zeigen im Abschnitt 5.1 tber natrlic
Baume, wie man auf einfache Weise zu einer gegebenen Folge von Schliisseln einer
naren Suchbaum so aufbauen kann, daf3 auch die meisten anderen Operationen eir
ausfuhrbar sind. Es wird sich herausstellen, daf?3 die Reihenfolge, in der die Schlis
in den anfangs leeren Baum nach und nach eingeftigt werden, die Struktur des ent:
henden Baumes stark beeinflu3t. Es kénnen sowohl zu linearen Listen degenerierte
auch nahezu vollstéandig ausgeglichene Binarbaume erzeugt werden. Daher kann r
nicht ohne weiteres garantieren, daf’ die drei wichtigsten Basisoperationen fiir Bé
me, das Suchen, Einfigen und Entfernen von Schliisseln, sdmtlich in einer Anzahl v
Schritten ausfiihrbar sind, die logarithmisch mit der Anzahl der im Baum gespeichert
Schlussel wéachst.

Es gibt jedoch Techniken, die es erlauben, einen Baum, der nach einer Einflige- o
Entferne-Operation in Gefahr gerays der Balanceu geraten, also zu degenerieren,
wieder so zu rebalancieren, dal alle drei Basisoperationen in logarithmischer Schr
zahl ausfuihrbar sind. Einige solcher Rebalancierungstechniken besprechen wir im £
schnitt 5.2 Gibebalancierte Binarbdume
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5.1 Natirliche Baume

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie Binarbdume zur Speicherung von Schlis
seln eingesetzt werden kénnen und zwar so, dal man die im Baum gespeicher
Schlussel auf einfache Weise wiederfinden kann bzw. feststellen kann, daR ein Schliis
nichtim Baum vorkommt. Wir nehmen an, da3 samtliche Schliissel paarweise versch
den sind.

Wir kdnnen zwei prinzipiell verschiedene Speicherungsformen unterscheiden. Si
die Schlussel nurin den inneren Knoten gespeichert und haben die Blatter keine Schl
sel, so spricht man voBuchbaumerSind die Schlissel in den Blattern gespeichert,
spricht man vomBlattsuchbaumen

Suchbaume lassen sich folgendermalen charakterisieren. Fir jeden Kngiten
Die Schlussel im linken Teilbaum vomsind samtlich kleiner als der Schliissel vion
und dieser ist wiederum kleiner als sémtliche Schlissel im rechten Teilbaum von

Die Blatter reprasentieren die Intervalle zwischen den in den inneren Knoten gesp
cherten Schlusseln.

Abbildung 5.4

Abbildung 5.4 zeigt einen bindren Suchbaum, der die Schlisseln{dnge 14, 15,
27,39 speichert. Diese 6 Schllissel sind die Schltissel der inneren Knoten. Die 7 Blétt
reprasentieren von links nach rechts die Intervalle(1), (1, 3), (3, 14), (14, 15), (15,
27), (27, 39), (39).

Der NameSuchbaumund auch die Bemerkung, daf? die Blatter Schltsselintervalle
repréasentieren, wird erst klar, wenn wir uns tiberlegen, wie man in einem solchen Bat
nach einem Schlissekucht. Wir beginnen bei der Wurzeund vergleiches mit dem
beip gespeicherten Schlissel; xdtleiner als der Schliissel vgn setzen wir die Suche
beim linken Sohn vop fort. Istx grél3er als der Schlussel vgnsetzen wir die Suche
beim rechten Sohn vopfort. Genauer verfahren wir nach folgender Methode:
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Suchép, x);
{suchtim Baum mit Wurzel p nach einem Schliiskel x

Fall 1 [p ist innerer Knoten mit linkem Sohn ypnd rechtem Sohn, p

if X < Schlussélp)
then Suchép, x)
else
if x> Schlussélp)
then Suchép, x)
else{x = Schluss€lp),
d.h. gesuchter Schlussel p gefunfen

Fall 2 [p ist Blat{
{gesuchter Schliissel kommt im Baum nichgvor

Es ist offensichtlich, daf3 die Suche nach einem Schliissel entweder beim Knot
endet, dex speichert, fallscim Baum vorkommt, oder aber an einem Blatt, und zwar
an einem Blatt, das ein Intervall reprasentiert, das den gesuchten Schliissel enthalt.

Im Falle vonBlattsuchbaumespeichern die Blatter die eigentlichen Schlissel; die
inneren Knoten speichern ebenfalls Werte. Die an den inneren Knoten gespeicher
Werte dienen aber lediglich als Wegweiser zu den an den Blattern gespeicherten Sch
seln. Es gibt viele Méglichkeiten fur die Wahl der an den inneren Knoten abzulegends
WegweiserJeder zwischen dem maximalen Schliissel im linken Teilbaum eines Knc
tensp und dem minimalen Schlissel im rechten Teilbaum pdiegende Wert ist ein
moglicher Kandidat, weil er es erlaubt, eine bei der Wurzel beginnende Suche na
einem an den Blattern gespeicherten Schlissepightig zu dirigieren. Eine beson-
ders einfache und Ubliche Wahl ist es, an jedem inneren Knoten stets den maxima
Schlissel im linken Teilbaum abzulegen.

Ein Beispiel eines nach diesem Schema aufgebauten Blattsuchbaumes fiir die Me
{1, 3, 14, 15, 27, 3pist in Abbildung 5.5 dargestellt.

Das Verfahren zum Suchen eines Schligselnn dann offenbar wie folgt beschrie-
ben werden:

Suchgp, x);
{suchtim Baum mit Wurzel p nach einem Blatt mit Wert x
Fall 1 [p ist innerer Knoten mit linkem Sohm pnd rechtem Sohn,p

if x < Schlussélp)
then Suchép,x)
elseSuchépr,x)

Fall 2 [p ist Blat{
if x= Schluss€lp)

then {Schlissel bei p gefundgn
else{Schlussel kommt im Baum nicht yor
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Abbildung 5.5

Wir beschranken uns im folgenden darauf, Algorithmen und Programme fiir die e
ste Variante (Suchbaume) anzugeben. Es sollte dem Leser nicht schwerfallen, entsj
chende Algorithmen und Programme auch fur die zweite Variante (Blattsuchbdume)
entwickeln.

Es gibt grundsétzlich zwei verschiedene Méglichkeiten, Baume programmtechnis
zu realisieren, diédrray- und dieZeigerRealisierung. Bei defrray-Realisierungver-
den die Knoten eines Baumes als Elemente eines Arrays vereinbart. Die Position c
Sohne eines Knotens an Positiokann durch eine ,Adre3rechnung” augrmittelt
werden. (Diese Art der Realisierung von Baumen wurde fur Heaps im Verfahren Hea
sort benutzt.) Bei dezeiger-Realisierungvird die Beziehung zwischen einem Knoten
und seinen Séhnen lber Zeiger hergestellt. Man vereinbart die Knoten also etwa v
folgt:

type
Knotenzeigee tKnoten
Knoten= record
leftson, rightson Knotenzeiger
key: integer,
info : {infotype}
end

Ein Baum ist dann gegeben durch einen Zeiger auf die Wurzel:

var root : Knotenzeiger
Da die Blatter eines Suchbaumes keine Schliissel (oder andere Informationen) sg

chern, missen sie auch nicht explizit als Knoten des oben angegebenen Typs repréa:
tiert werden. Man kann sie vielmehr einfach durihZeiger in den jeweiligen Va-
tern reprasentieren. Der in Abbildung 5.4 angegebene Suchbaum zur Speicherung
Schlusselmengél, 3, 14, 15, 27, 3pkann dann etwas genauer wie in Abbildung 5.6
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graphisch veranschaulicht werden. Die die Blatter reprasentieranid@eiger sind
durch Punkte angedeutet.

Wurzel — 27

//\
|\\

39
//. . | .
1 15
14
o | o
Abbildung 5.6

5.1.1 Suchen, Einfigen und Entfernen von Schlisseln

Das angegebene Verfahren zum Suchen eines Schliissels im Baum mit Wkiarei
leicht in eine Pascal-Prozedur Gbersetzt werden.

procedure Sucher(p : Knotenzeigerx : integey;
{suchtim Baum mit Wurzel p nach Schliisgel x
begin
if p =nil
then write("Es gibt keinen Knoten im Baum mit Schltissgl x'
else
if x < pt.key
then Suchefpt.leftson, %
else
if x > pt.key
then Suchefpt.rightson, 3
else{pt.key= x}
write("Knoten mit Schissel', x ,"gefunden’
end {Suchen
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Statt einer rekursiven hatte man nattrlich auch leicht eine iterative Suchprozedur &
geben kénnen. Das angegebene Suchverfahren und seine Implementation hat allerd
zwei ,Schonheitsfehler”. Erstens wird an jedem Knoten zunachst geprift, ob der Kne
ten ein Blatt ist oder nicht. Diese Abfrage ist fir alle Knoten mit Ausnahme héchsten
des letzten auf jedem Suchpfad negativ zu beantworten. Zweitens kann man auf c
Knoten mit Schliissed nicht wirklich zugreifen, sondern erhalt lediglich eine Meldung,
dal der Schliiss&lgefunden wurde.

Wurzel —— 27

//\
I\\

39

| »

—e

Abbildung 5.7

Den ersten Schonheitsfehler kann man mit einer von linearen Listen bekannten u
bewahrten Methode beheben. Man verwendet einen fikidenmyKnoten als Stop-
per, in dem man den gesuchten Schliissel vor Beginn der Suche ablegt. Wenn samtli
nil-Zeiger durch Zeiger auf diesen Knoten ersetzt werden, endet die Suche auf jed
Fall erfolgreich, namlich spatestens beim Stopper. Man kann also auf die Algfeage
nil verzichten und kann stattdessen am Ende der Suche priifen, ob der Schitissel
Stopper-Knoten gefunden wurde oder nicht. Abbildung 5.7 veranschaulicht diese Ir
plementationsmoglichkeit.

Den zweiten Schonheitsfehler kann man dadurch beheben, dalR man an Stelle ei
Value-Parameters einen Variable-Parameter verwendet. Man kann aber auch eine Fu
tion deklarieren, die einen Zeiger auf den gesuchten Knoten abliefert, wenn der gesu
te Knoten im Baum vorkommt, und sonst den Wt Wir tiberlassen die Ausfiihrung
der Details dem Leser.

Um einen Schlussel in einen Suchbaamzufiigensuchen wir zundchst nach dem
einzufigenden Schliissel im gegebenen Baum. Falls der einzufligende Schlissel n
schon im Baum vorkommt, endet die Suche erfolglos in einem Blatt, also je nach In
plementation bei einemil-Zeiger oder beim Stopper. Wir fiigen dann den gesuchten
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Abbildung 5.8

Schlussel an der erwarteten Position unter den Blattern ein; d.h. wir ersetzen das B
durch einen inneren Knoten mit dem einzufiigenden Schliissel als Wert und zwei BI:
tern als S6hnen. Auf diese Weise erreicht man offensichtlich, daf der entstehende Ba
wieder ein Suchbaum ist.

Fugt man beispielsweise in den eingangs dieses Abschnitts (Abbildung 5.4) ange:
benen Suchbaum den Schliissel 17 ein, so entsteht der Suchbaum in Abbildung 5.8

Das folgende Programmestiick liest eine Folge von paarweise verschiedenen Schl
seln und fligt sie der Reihe nach in den anfangs leeren Baum ein. Der entstehende B:
ist ein Baum, dessen Blatter dunch-Zeiger représentiert werden.

program Baumaufbayinput, outpuy;
type
Knotenzeiger= TKnoten
Knoten= record
leftson, rightson Knotenzeiger
key: integer,
info : {infotype
end;
var
wurzel: Knotenzeiger
k: integer,

procedure Einfligen(var p : Knotenzeigerk : integen;
begin
if p=nil
then {neuen Knoten mit Schliissel k einfigen
begin

newp);
pt.leftson:= nil;
pt.rightson:= nil;
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pt.key:= k
end
else
if k< pt.key
then Einfuger{pt.leftson, k
else
if kK> pt.key
then Einfliger{pt.rightson, K
elsewrite("Schllssel kam schon vor'
end, {Einfligen}
begin {Baumaufbay
wurzel:= nil;
while not eof(input) do
begin
readk);
Einfugerfwurzel, R
end
end. {Baumaufbai

Der auf diese Weise entstehende Suchbaum fir eine Menge von Schlusseln ha
sehr stark davon ab, in welcher Reihenfolge die Schlissel in den anfangs leeren Ba
eingefligt werden. Es kdnnen sowohl zu Listen degenerierte Suchbdume deNHGhe
entstehen, wenn mal Schlussel etwa in aufsteigend sortierter Reihenfolge einflgt.
Es kénnen aber auch niedrige, nahezu vollstandige Suchbdume mit minimal moglict
Hohe[log, N] entstehen, bei denen sémtliche Blatter auf hdchstens zwei verschieden
Niveaus auftreten.

Abbildung 5.9 zeigt als Beispiel fir diese beiden Extremfalle zwei Suchbaume fur di
Menge{1, 3, 14, 15, 27, 3P, die entstehen, wenn man die Schlussel in der Reihenfolge
15, 39, 3, 27, 1, 14 bzw. in der Reihenfolge 1, 3, 14, 15, 27, 39 in den anfangs leer
Baum einfligt.

Ein auf diese Weise durch iteriertes Einfligen in den anfangs leeren Baum zu eir
Schliisselfolge entstehender binarer Suchbaum hat@tlicher Baum

Eine wichtige Frage ist, ob die gut ausgeglichenen niedrigen Baume oder die hohe
zu Listen degenerierten Baume haufiger auftreten, wenn man all&l'derdglichen
Anordnungen vorN Schlisseln entsprechenden natirlichen Baume erzeugt. Wir wel
den diese Frage in Abschnitt 5.1.3 beantworten.

Zunachst tberlegen wir uns, wie man einen Schlissel aus einem Suckh#fem
nenkann, so dafd der entstehende Baum wieder ein Suchbaum ist. Man sucht zunéc
nach dem zu entfernenden Schliissefommtx im Baum nicht vor, ist nichts zu tun.
Ist x der Schliissel eines Knotens, der keinen oder nur einen inneren Knoten als Sc
hat, ist das Entfernen einfach. Man entfernt den Knoten mit Schlkssel ersetzt ihn
gegebenenfalls durch seinen einzigen Sohn. Schwieriger ist das Entferngnyem
x Schliissel eines Knotens ist, dessen beide S6hne innere Knoten sind, die Schli
gespeichert haben. Wir reduzieren in diesem Fall das Problem, den Sckléaseht-
fernen, folgendermaf3en auf einen der beiden einfacheren Falbed8eSchlissel des
Knotensp. Dann suchen wir im rechten Teilbaum vprden Knoterg mit dem klein-
sten Schliissey}, der groRer alx ist. Der Knotenq (undy) heil3t dersymmetrische
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Abbildung 5.9

Nachfolgervon p (undx) (vgl. hierzu auch Abschnitt 5.1.2). Der Knotgrist der am
weitesten links stehende innere Knoten im rechten Teilbaumpvand kann daher
hdéchstens einen inneren Knoten als rechten Sohn haben. Man ersetzt nun den Schli
x des Knoteng durch den Schliissglund entfernt den Knotea(mit seinem Schlissel
y). Abbildung 5.10 veranschaulicht dies.

Die im folgenden angegebene Proze#mtfernenunter Verwendung der Funktion
vatersymnaclkist eine mégliche Implementation des Verfahrens.

function vatersymnackip : Knotenzeiger: Knotenzeiger
{liefert fur einen Knotenzeiger p mitgightson nil einen Zeiger
auf den Vater des symmetrischen Nachfolgers vign p
begin
if pt.rightsont.leftsonZ nil
then {sonst ist p das Ergebniis
begin
p := pt.rightson
while pt.leftsort.leftson nil do
p := pt.leftson
end;
vatersymnach= p
end {vatersymnach

procedure Entfernen(var p: Knotenzeigerk : integep;
{entfernt einen Knoten mit Schliissel k aus dem Baum mit Wuyzel p



5.1 Nattrliche Baume

<
—<

Abbildung 5.10

var
g: Knotenzeiger
begin
if p=nil
then {Schlissel k nichtim Baum
else
if kK <pt.key
then Entferneript.leftson, K
else
if k> pt.key
then Entferneript.rightson, K
else{pt.key=k}

if p7.leftson= nil
then p := pt.rightson
else

if pt.rightson= nil
then p := pt.leftson
else{pt.leftsons nil and pt.rightson nil }
begin
g := vatersymnactp);
ifg=p

247
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then {rechter Sohn von q ist
symmetrischer Nachfolggr
begin
pt.key:= gf.rightsort.key,
gt.rightson:= qgt.rightsont.rightson
end
else{linker Sohn von g ist
symmetrischer Nachfolggr
begin
pt.key:= gt.leftsort.key
gt.leftson:= gt.leftsort.rightson
end
end
end {Entfernen}

Wir haben das Entfernen eines Schliissels eines Kngteng zwei inneren Kno-
ten als S6hnen willkirlich auf das Entfernen des symmetrischen Nachfolgers reduzie
Stattdessen hatte man ebensogutg@nmetrischen Vorgangeon p, d.h. den am wei-
testen rechts stehenden Knoten im linken Teilbaum porehmen kénnen. Man kann
auch Strategien implementieren, die mal die eine, mal die andere Mdglichkeit wahle
Das hat durchaus EinfluR auf die Struktur der durch iteriertes Entfernen entstehenc
Baume. Wir kommen auf diesen Punkt im Abschnitt 5.1.3 wieder zuriick.

5.1.2 Durchlaufordnungen in Bindrb&aumen

Das Inspizieren aller Knoten eines Graphen im allgemeinen und eines Baumes im |
sonderen ist haufig nétig, um bestimmte Eigenschaften von Knoten, der in den Knot
gespeicherten Schliissel und der Struktur des Graphen bzw. Baumes zu ermitteln. Al
rithmen zum Durchlaufen aller Knoten eines Baumes in einer bestimmten Reihenfol
bilden das weitgehend problemunabhéngige Gerust flir spezifische Aufgaben. Sol
Aufgaben sind beispielsweise das Ausdrucken, Markieren, Kopieren usw. aller in €
nem bindren Suchbaum auftretenden Knoten oder Schliissel in bestimmter Reihenfo
die Berechnung der Summe, des Durchschnitts, der Anzahl usw. aller in einem Bat
gespeicherten Schlissel, die Ermittlung der Hohe eines Baumes oder der Tiefe eil
Knotens, die Prifung, ob alle Blatter eines Baumes auf demselben Niveau liegen, us
Die drei wichtigsten Reihenfolgen, in denen man sémtliche Knoten eines Binarba
mes durchlaufen kann, sind diuptreihenfolgéoder:Preordel), dieNebenreihenfol-
ge (oder:Postordej und diesymmetrische Reihenfol¢aeder:Inorder). Diese Reihen-
folgen lassen sich sehr einfach rekursiv formulieren, das Verfahren zum Durchlaufi
aller Knoten eines Baumes in Hauptreihenfolge beispielsweise so:

Durchlaufen aller Knoten eines Binarbaumes mit Wurzel p in Hauptreihenfolge

1. Besuche die Wurzel p;
2. durchlaufe den linken Teilbaum von p in Hauptreihenfolge;
3. durchlaufe den rechten Teilbaum von p in Hauptreihenfolge.
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Grob vereinfacht kann man die Hauptreihenfolge so charakterisieren:

HauptreihenfolgeWurzel, linker Teilbaum, rechter Teilbaum.

Entsprechend lauten die tGbrigen zwei Reihenfolgen:

Nebenreihenfolgdinker Teilbaum, rechter Teilbaum, Wurzel.

Symmetrische Reihenfoldaiker Teilbaum, Wurzel, rechter Teilbaum.

Eine mdgliche Implementation etwa der symmetrischen Reihenfolge als rekursiy
Prozedur ist:

procedure symtraverse p : Knotenzeigey;
{durchlauft samtliche Knoten des Baumes mit Wurzel p in
symmetrischer Reihenfolge
begin
if p# nil
then
begin
symtraversgt.leftson;
{*} {besuche die Wurzel; d.h. gib z.B. den Schlistdgy
aus durch writépt.key }
symtraversgt.rightson
end
end {symtraversg

Schreibt man an Stelle des Kommenté#g in dieser Prozedur wirklich die An-
weisungwrite(pt.key und ruft die Prozedusymtraversdiir die Wurzel eines binéaren
Suchbaums auf, so werden die im Baum gespeicherten Schliissel in aufsteigend sort
ter Reihenfolge ausgegeben.

Abbildung 5.11 zeigt einen Suchbaum mit sechs Schliisseln und die Folge der Schli
sel in Haupt-, Neben- und symmetrischer Reihenfolge.

Hauptreihenfolge:
17,11,7,14,12,22

Nebenreihenfolge:
7,12,14,11,22,17

Symmetrische Reihenfolge:
7,11,12,14,17,22

Abbildung 5.11

Die Bezeichnungen Haupt-, Neben- und symmetrische Reihenfolge bzw. Preord
Postorder, Inorder sollen deutlich machen, wann die Wurzel eines Baumes betrach
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wird: Vor, nach oder zwischen den Teilbdumen. Natirlich gibt es zu den von uns ang
gebenen Links-vor-rechts-Varianten auch die umgekehrten, in denen jeweils die rech
Teilbdume vor den linken betrachtet werden.

Da man bekanntlich jede rekursive Prozedur unter Zuhilfenahme eines Stapels in
ne aquivalente iterative umwandeln kann, gilt dies natirlich insbesondere fiir die ob
angegebenen Prozeduren zum Durchlaufen der Knoten in Haupt-, Neben- und symr
trischer Reihenfolge.

Eine Mdglichkeit, Rekursion und Stapel beim Durchlaufen von Ba&umen génzlich z
vermeiden, besteht in der Einfihrung zusétzlicher Zeiger. Von jedem Knoten gibt ¢
einen Zeiger auf dessen Nachfolger in der Haupt-, Neben- oder symmetrischen R
henfolge; diese Zeiger miissen unter Umstanden zusétzlich zu den schon bestehen
von den Vatern auf die jeweiligen S6hne zeigenden Verweisen vorgesehen werd
Das ist im Falle der symmetrischen Reihenfolge jedoch nicht nétig. Der symmetriscl
Nachfolger eines inneren Knotgnist namlich entweder der linkeste Knoten im rech-
ten Teilbaum, fallsp Gberhaupt einen rechten Teilbaum hat, oder aber, falsinen
rechten Teilbaum hat, ein weiter oben im Baum vorkommender Knoten. Im letzten Fe
kann man an Stelle dedl-Zeigers, der andeutet, dalkeinen rechten Sohn hat, einen
Zeiger auf den symmetrischen Nachfolger ywals Wert vorpt.rightsonabspeichern.

Entsprechend kann man auch fir die Knoten ohne linken Sohn an Stellgl des
Zeigers einen Zeiger auf den symmetrischen Vorganggtiteftsonablegen. Dann
treten je eimil-Zeiger nur noch beim linkesten und rechtesten Knoten auf. Baume m
dieser Zeigerstruktur heiRen tblicherwejgdadelteBaume. Ein Beispiel zeigt Abbil-
dung 5.12.

Wurzel —

7

=
~

AN
I/

l 22
Lo | o i
7 | 14 |
K | K
C___1 J} C__|
/!
|
12 |
MR
. [

Abbildung 5.12
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Naturlich mu man jetzt dieadelungszeigevon denechtenZeigern unterscheiden
kdnnen, die von den Vatern auf die jeweiligen S6hne zeigen. Setzen wir das einrr
voraus, so kann man beispielsweise den symmetrischen Nachfolger eines Knotens
folgt bestimmen:

Algorithmus symnacHhp : Knotenzeiger: Knotenzeiger
Fall 1 [pt.rightson= nil]
Dann hat p keinen symmetrischen Nachfolger.
Fall 2 [pt.rightson= nil]
[Fall 2.1] [pt.rightson ist Fadelungszeiger
symnach= pt.rightson
[Fall 2.2] [pt.rightson ist kein Fadelungszeiger
g:=pt.rightson
while gt.leftson# p do q:= qt.leftson
symnach=q.

Um die Knoten in symmetrischer Reihenfolge zu durchlaufen, geniigt es dann, ds
linkesten Knoten im Baum zu bestimmen und von dort aus mit Hilfe symnach
solange den symmetrischen Nachfolger des jeweils betrachteten Knotens zu besuct
bis der rechteste Knotenim Baum erreicht ist, der offenbar durch die Bedingung
r1.rightson= nil charakterisiert ist.

Man kann binare Suchbdume von vornherein in dieser Form als gefadelte Baur
aufbauen. Dazu mussen natirlich beim Einfiigen und Entfernen von Schliisseln die F
delungszeiger gegebenenfalls neu adjustiert werden. Wir tiberlassen es dem Leser,
die Implementationsdetails zu tiberlegen.

5.1.3 Analytische Betrachtungen

Ein Binarbaum mitN inneren Knoten hall + 1 Blatter. Seine Héhe kann maxinsl
sein und mufl3 mindester®g,(N + 1)] sein. Der Aufwand zum Ausfiihren der drei
wichtigsten Operationen fur bindre Suchbdume, das Suchen, Einfiigen und Entferr
von Schlusseln, hangt unmittelbar von der Hohe des jeweiligen Baumes ab. In jede
Fall muf3 man ungiinstigstenfalls einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt folgen, u
die Operation auszufiihren. Der im schlechtesten Fall erforderliche Aufwand zum S
chen, Einflgen und Entfernen eines Schlissels in einem binaren Suchbaum miit H6h
ist damit von der GréBenordnu@(h). Dabei kanrh zwischen[log,(N + 1)] undN
liegen, wenn der Baum vor Ausfiihren der Operatiischlissel hatte. Im schlech-
testen Fall sind Suchbaume und die wichtigsten fur sie typischen Operationen nic
besser als verkettet gespeicherte lineare Listen. Wir wollen jetzt zeigen, dal3 das V
halten im Mittel wesentlich besser ist. Um dieser Aussage einen préazisen Sinn zu geb
mufld zunachst genau gesagt werden, worliber denn gemittelt wird. Dafiir gibt es zw
grundsatzlich verschiedene Méglichkeiten.
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(a) Random-tree-Analys&Vir nehmen an, dal jede dst méglichen Anordnungen
von N Schlusseln gleichwahrscheinlich ist und betrachten den Suchbaum, der zu eir
zufallig gewéhlten Folge voN Schllisseln durch iteriertes Einfigen in den anfangs lee-
ren Baum entsteht. Gemittelt wird hier also Uber die Némoglichen Schltisselfolgen
zugeordneten nattrlichen Baume.

(b) Gestalts-AnalyseWir betrachten die Menge aller strukturell verschiedenen bi-
naren Suchbaume miit Schliisseln und bilden das Mittel Giber diese Menge.

Nehmen wir als Beispiel die Menge aller moglichen Anordnungen der drei Schluss
{1, 2, 3} und die Menge der strukturell verschiedenen Suchb&ume zur Speicherung d
ser drei Schlissel; Fligt man die Schlissel der Reihe nach in den anfangs leeren Bz
ein, so werden gut ausgeglichene, niedrige Baume und zu linearen Listen degenerier
hohen Baume mit jeweils unterschiedlicher Haufigkeit erzeugt. Die Ubersicht in Abbil
dung 5.13 zeigt alle strukturell verschiedenen Suchbaume mit drei Schlisseln und |
Permutationen, die sie jeweils erzeugen.

321 3,1,2 132

12,3 2,1,3und 2,3,1

Abbildung 5.13

Der vollstandige Bindrbaum mit Hohe 2 wird von zwei, jeder der vier verschiedene
Baume mit Hohe 3 nur von je einer Permutation erzeugt.

Als ein Maf3 fiir die Gite eines bindren Suchbaumes fithren wintiene Pfadlange
und diedurchschnittliche Suchpfadlangé. Die interne Pfadléngét) eines Baumes
t ist die Summe aller Abstande der inneren Knoten zur Wurzel. Man kann die interr
Pfadlange rekursiv wie folgt definieren:
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(0) Istt=[ ], soistl(t) =0.

(1) Istt ein Baum mit linkem Teilbaum mit Wurzej und rechtem Teilbaum mit
Wurzelt,, so ist

I(t) =I(t)+1(t) + Zahl der inneren Knoten van

Denn von der Wurzel vohaus gesehen haben alle inneren Knotentyvamdt, einen
um 1 groBeren Abstand zur Wurzel voals zur jeweiligen Wurzel voty bzw.t,. Die
Wurzel vont hat den Abstand 1 zur Wurzel vanDie interne Pfadlange mif3t also die
gesamtemBesuchskostdfiir die inneren Knoten des Baumes. Es ist leicht zu sehen, dal
gilt:

I(t) = Z (Tiefe(p) +1)

p innerer
Knoten vont

Ein Beispiel ist in Abbildung 5.14 dargestellt.

I(t)=1.142.242.3=11

Abbildung 5.14

Bezeichnen wir die Anzahl der inneren Knoten eines Baumedt |t|, so ist die
durchschnittliche Suchpfadléange

I(t) = %

Die durchschnittliche Suchpfadlange mif3t also, wieviele Knoten bei erfolgreicher St
che nach einem im Bauingespeicherten Schlussel im Mittel (Uber alle Schliissel) zu
besuchen sind. B

Wir berechnen jetzt die Erwartungswerte M@t) und|(t) fur einen zuféllig erzeug-
ten bzw. fur einen der strukturell méglichen Baume Rinneren Knoten.
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Random trees
Die Berechnung der internen Pfadlange eines zufallig erzeugten, bindren Suchbaur
kann sehr ahnlich erfolgen wie die Berechnung der mittleren Laufzeit des Sortierve
fahrens Quicksort. Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dal3 die Meride de
iteriert in den anfangs leeren Baum einzufigenden Schllssel die Ménge, N} ist.
Ist dannsy,...,sy eine zufallige Permutation diesBr Schliissel, so ist die erste Zahl
s = k mit Wahrscheinlichkeit AN fur jedesk zwischen 1 undN. Wird k Schlussel
der Wurzel, so hat der linke Teilbaum der Wurzel, der alle Schliissel enthélt, die kle
ner alsk sind,k — 1 Elemente und der rechte Teilbaum der Wurzel entsprecNenHd
Elemente.

Bezeichnen wir miEI(N) den Erwartungswert fir die interne Pfadlange eines zufal-
lig erzeugten bindren Suchbaumes hiinneren Knoten, so erhalt man aus der bereits
angegebenen Rekursionsformel zur Berechnung der internen Pfadlange unmittelbatr

EI(0) = 0, EI(1)=1,
1 N
EI(N) = =S (El(k—=1)+EI(N=K)+N)
N &
1 N N
= N+—=(Y El(k=1)+ Y EI(N—Kk))
N & kZl
2 N—-1
= N+—=(Y ElK))
N "%
Also ist
N
EIIN+1) = (N+1)+N—+1 kZoEl(k)’
und daher
N
(N+1)-EI(N+1) = (N+1)?+2- S EI(K)
k=0
N—-1
N-EI(N) = N?+2-5 EIK.
K=o
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt
(N+1EI(N+1)—N-EI(N) = 2N+1+2-EI(N)
(N+DEI(N+1) = (N+2EIN)+2N+1
2N+1 N+2
EIIN+1) = N—H+N—+1EI(N).

Nun zeigt man leicht durch vollstandige Induktion tbgrdal fur alleN > 1 gilt:
EI(N) =2(N+1)Hy — 3N
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Dabei bezeichnétly = 1+ % +...+ ﬁ die N-te harmonische Zahl, die wie folgt abge-
schatzt werden kann:

1 1
Hy = InN = +0(—
N=IN+y+ 5+ 0(57)

Dabeiisty=0.5772... die sogenannte Eulersche Konstante. Damit ist

EI(N):2NInN—(3—2y)-N+2InN+1+2y+O(%)
und daher
w = 2InN—(3—2y)+2l%N+...
= @WOQZN—Q—ZW%—Z'%N%—...
- le:;gllooez~IogzN—(3—2y)+2|%N+...
2InN

Q

1.386log,N— (3—2y) +

Wir vergleichen diesen Wert fur den mittleren Abstand zur Wurzel eines Knotens i
einem zuféllig erzeugten Baum mit dem mittleren Abstand eines Knotens in einel
vollstandigen Binarbaum mN = 2" — 1 inneren Knoten. In einem vollstandigen Bi-

narbaum mit Hohé hat jeder innere Knoten zwei innere Knoten oder zwei Blatter als
So6hne, und alle Blatter haben dieselbe Tiefe. Fiir einen solchen Baum ist die durc
schnittliche Suchpfadlange minimal unter allen Baumen mit derselben Knotenzahl. S

ist offenbar:
h-1

= 1 . o 1 oh
Imin(N) = N i:§ (i+1)-2' = 1 1[(h— 1)-2"+1]
Wegenh = log,(N + 1) ist also:

min(N) = s [(h— (2"~ 1) + ] = logy(N+ 1) +

log,(N+1)

-1
N

Vergleicht man dies mit der zuvor ermittelten durchschnittlichen Suchpfadl%:'é@e
eines zuféllig erzeugten Baumes, so ergibt sich das bemerkenswerte Ergebnis, daf3
Wert fur einen zufallig erzeugten Baum nur etwa 40% Uber dem minimal mdgliche
liegt.

Erzeugt man also einen binaren Suchbaum aus dem anfangs leeren Baum durch
riertes Einfiigen vorN Schliisseln in zufallig gewahlter Reihenfolge, so entsteht ein
Suchbaum, fiir den die Suchoperation nur etwa 40% teurer ist als flr einen vollstanc
gen bindren Suchbaum. Auch eine einzelne weitere Einflige- und Entferne-Operati
in einem solchen Baum kann durchschnittlich i886log, N Schritten ausgefiihrt wer-
den. Fihrt man jedoch weitere Einflige- und Entferne-Operationen aus, bleibt das nic
mehr so. Der Grund dafir ist, dal? wir das Entfernen eines Schliissels eines inne
Knotens mit zwei nichtleeren Teilbdumen auf das Entfernen des symmetrischen Nac
folgers reduziert haben. Es leuchtet ein, daf? durch diese Vorschrift eher gréRere Schl
sel zu Schlisseln der Wurzel werden, also nach vielen Einfiigungen und Entfernung
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Baume entstehen, die ,linkslastig” sind. Denn immer wenn die Wurzel eines (Teil-
Baumes entfernt wird, wird sie durch einen gréReren Schlissel ersetzt, wenn ihr rect
Teilbaum nicht leer war. Eine genaue quantitative Analyse dieses Sachverhaltes gel:
J. Culberso ]. Er hat den Fall analysiert, dal? nickufélligen Einfugungen in
den anfangs en Baum jeweils abwechselnd je ein zufallig gewahlter Schliissel e
fernt und eingefuigt wird. Nennt man ein Paar von Entferne- und Einflige-Operatione
eineUpdate-Operationso gilt: Fihrt man in einem zufallig erzeugten Suchbaum mit
N Schliisseln wenigsteri$?> UpdateOperationen aus, so ist der Erwartungswert fur
die durchschnittliche Suchpfadlan@é/N) fiir hinreichend groR&l. Den nicht ein-
fachen Beweis dieses Sachverhaltes findet miH [32]. Es ist klar, daf3 ein entsp
chendes Ergebnis gilt, wenn man das Entferne es Schlissels statt auf den sym
trischen Nachfolger stets auf den symmetrischen Vorganger reduziert. Daher liegt
nahe, bei jeder Entfernung zuféllig zwischen symmetrischen Vorgéngern und symrr
trischen Nachfolgern zu wéhlen. Experimente zeigen, dal’ dann auch nach einer gro
Zahl von Updates besser balancierte Baume entstehen. Der analytische Nachweis d
ist bisher nicht gelungen.

Gestaltsanalyse

Wir wollen jetzt die mittlere (gesamte) Pfadlange eines Baumeslrimiheren Knoten
berechnen, wobei Uber alle strukturell moglichen Baume gemittelt wird. Es wird sic
herausstellen, dal3 die mittlere Pfadlange eines Baumel miteren Knoten gleich
N-+/N-114 O(N) ist; jeder Knoten hat also im Mittel einen Absta@gy/N) von der
Wurzel.

Dieser Nachweis gelingt mit Hilfe sogenanngzeugender Funktione®as sind
formale Potenzreihen, die zur Analyse struktureller Eigenschaften von rekursiv de
nierten Strukturen — zu denen ja auch Bindrbdume gehdren — herangezogen w
den kénnen. Wir demonstrieren die Verwendung formaler Potenzreihen zunachst
einem sehr einfachen Beispiel und berechnen die Anzahl der strukturell verschiec
nen Binarbdume miN inneren Knoten. Um séamtliche strukturell méglichen Baume
mit N inneren Knoten zu erzeugen, kann man doch offenbar folgendermaf3en vorgeh
Man macht einen Knoten zur Wurzel und wahlt unabhéngig voneinander alle stru
turell moglichen linken und rechten Teilbdume, aber natiirlich so, dal3 insgesamt ¢
Baum mitN inneren Knoten entsteht. Genauer: Bezeichnen wiBgitlie Anzahl der
strukturell méglichen Binarbaume nitinneren Knoten, so erhalt man alle strukturell
moglichen Binarbaume, deren linker Teilbaum geh&nere Knoten enthalt (fur ein
festesi, 0 <i < N — 1) wie folgt. Man wahlt unabhangig voneinander alle strukturell
maoglichen Bindrbaume mitinneren Knoten als linke und miN —i — 1) inneren Kno-
ten als rechte Teilbdume und verbindet sie zu einem neuen Bindrbausimieren
Knoten; dafir gibt e8; - By_j—1 Mdglichkeiten, vgl. Abbildung 5.15.

Weil i beliebig zwischen 0 undl — 1 liegen kann, muf3 also gelten:

By =Bo-Bn_1+B1-Bn_2+...+Bn_1-Bo

Dieser Ausdruck hat eine formale Ahnlichkeit mit den bei der Multiplikation zweier
Polynome auftretenden Koeffizienten, die man ausnutzen kann. Wir definieren eine f
male Potenzreihe


Literaturverweis [32]
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Literaturverweis [32]
[32] J. Culberson. The effect of updates in binary search trees. In Proc. 17th ACM Annual Symposium on Theory of Computing, Providence, Rhode Island, S. 205- 212, 1985.
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i N—i—1
Bi BN_j_1 Moglichkeiten

Abbildung 5.15

B(2) = NZOBN AN (5.1)
>

und interpretieren die Koeffizientdy wie oben angegeben. Dann gilt nach den Re-
chenregeln fir das Multiplizieren formaler Potenzreihen:

B(2)-B(2) (Bo+ B1Z* + BoZZ +...)(Bo+ B1Z + B2 +...)
= (BoBo+(BoBi + B1Bo)Zt +
v %,—/
=By =Bz
+(?082 +B1B1 + BzB@Z2 +...)
B

Weil nattirlichBg = 1 ist, erhalt man also:

1+2z-B(z)-B(2) = B(2)

Das ist eine quadratische Gleichungie), die leicht formal aufgeldst werden kann
und als eine mdgliche Losung liefert:;

1-V1-4z 1 1
= = - - 2
B(2) o 22(1 (1-42)2) (5.2)
(Die andere Losung der quadratischen Gleichun&fiédy kommt nicht in Frage, denn
die Gleichung soll ja fiir beliebigeund damit insbesondere fiar= 0 gelten, d.h. es
muRB(0) = 1 sein. Das ist aber nur fiir die hier angegebene Lésung moglich.)

Bekanntlich gilt fiir beliebigex mit |x| < 1 undr:

=3 (L) v

Wendet man das auf Gleichung (5.2) an und defzt 1 voraus, so ergibt sich:
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)
= 2+ 3y (E)evrer

- 1,1 2 (—1)N22N+2 A1
2z 2z 4. o\N+1
1 ( 2 ) N92N+1 N

= 5t (=1)"2
2z Ngzo N+1

- 2_Z+<(%)>( ~1p-1 —1+NZ <N 1) PN
Aéo (N‘%F1>(_1)N22N+1ZN

Ein Koeffizientenvergleich dieser Darstellung mit der urspriinglich definierten Rei
he (5.1) ergibt:

BN:< 2 )(-1)”22N+1 (5.3)
N+1

Wir haben damit unser Ziel erreicht und einen expliziten Ausdruck fir die Anzah
By der strukturell méglichen Baume niit inneren Knoten gefunden. Die Zahlenfol-
ge (5.3) ist eine in der Zahlentheorie wohlbekannte Folge, namlich die Folge der Cat:
anschen Zahlen. Man kann den in (5.3) angegebenen Ausdruck etwas anders schre
und zeigen, daf gilt:

1 (2N aN aN
IR +O(-—)
N+1\ N N-vT-N VN5
Auf @hnliche Weise kdnnen wir auch diesamte interne Pfadlangg &ller strukturell
moglichen Baume miN inneren Knoten berechnen.

Die gesuchte durchschnittliche Lange eines Suchpfades eines Bauniegmatren
Knoten ist danriy/By.

Zur Berechnung voiy nutzt man die bereits bekannte Moglichkeit zur rekursiven
Berechnung der internen Pfadlange eines Baumesiritineren Knoten aus. Istein
Baum mitN inneren Knoten und linkem Teilbautnund rechtem Teilbaurf, so ist
seine interne Pfadlandé&) mit:

I(t):{ 0, fallst=[];

() +1(t) + [t sonst
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Fragen wir also zunachst: Was ist die gesamte interne Pfadlange aller strukturell méc
chen Binarbaume mNl inneren Knoten, deren linker Teilbaum genannere Knoten
enthalt fur ein festeemit 0 <i < N? Es ist nicht schwer zu sehen, dal3 wegen der ober
angegebenen, fur jeden einzelnen Baum geltenden Rekursionsformel gilt:

li - Bnoi—1+ Bj - In_i—1 = Gesamtgrof3e aller Baume mit
N inneren Knoten, deren linker
Teilbaumi innere Knoten hat.

Definiert man als&y als Summe aller Knotenzahlen aller strukturell méglichen Baume
mit N inneren Knoten, und fihrt man zwei weitere formale Potenzreihen

S(z):’gos\,-z'\‘, I(Z)ZV\ZOIN.ZN

ein, so folgt offenbar:

1(2)

z-1(z2)-B(z2) +2-B(2)- 1(2) + (2
= 2-z21(2-B(2+ 92 (5.4)

Nun ist nach Definition voi®(z) undB(z) nattrlich
Sz2= § N-By-2V
und damit
S(z) = z-Nz N-By-21=2zB(2). (5.5)
>0

Dabei bezeichneB'(z) die (formale) Ableitung der Potenzreiliz), d.h.B'(z) =
d
5(B@).
B'(z) = By + 2Byz + 3B3Z + ...

Wie im vorigen Fall kann man nun eine explizite Darstellung der gesuchten Koeffizier
tenly herleiten. Aus den Gleichungen (5.4) und (5.5) folgt:

1(2)(1-2zB(z2)) = z-B(2

@ = g7 HEO)
1 1 1
142 22yi-a 22

Entwickelt man dies wie vorher in eine unendliche Reihe, erhélt man nach einer lang
ren Rechnung:

1(2) = NZO(4N — (2N +1)By)2"
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Ein Koeffizientenvergleich ergibt also:
In= (4 — (2N +1)By)

Damit ergibt sich fur die mittlere interne Pfadlange eines Baumehlliniheren Knoten
(gemittelt Gber alle strukturell méglichen Baume iditnneren Knoten):

I—N:N-\/meO(N)
Bn

Der mittlere Abstand eines Knotens von der Wurzel eines Binarbaumes imiteren
Knoten ist also ungefahym- N und nichtO(log, N)!

5.2 Balancierte Binarbaume

Das Suchen, Einfiigen und Entfernen eines Schlussels in einem zuféllig erzeugten
naren Suchbaum mi Schliisseln ist zwar im Mittel i@(log, N) Schritten ausfuhrbar.
Im schlechtesten Fall kann jedoch ein Aufwand von der Ordra(ld) zur Ausfiih-
rung dieser Operationen erforderlich sein, weil der gegebene Baum ®idthlisseln
zu einer linearen Liste degeneriert ist. Es ist daher natirlich, durch zuséatzliche Bedi
gungen an die Struktur der Baume ein Degenerieren zu verhindern. Die Operation
zum Einfligen und Entfernen von Schliisseln werden dann allerdings komplizierter ¢
fur die im Abschnitt 5.1 behandelten natirlichen Baume. Man findet in der Literatu
eine grof3e Vielfalt von Bedingungen an die Struktur von Baumen, die sichern, daf? €
Baum mitN Knoten eine Hoh©(logN) hat und daf3 Suchen, Einfigen und Entfernen
von Schlisseln in logarithmischer Zeit moglich ist. Der historisch erste Vorschlag at
dem Jahr 1962 sind die AVL-Baume, die auf Adelson-Velskij und Landis zuriickgehe
Hier wird ein Degenerieren von Suchbaumen verhindert durch eine Forderung
Hohendifferenz der beiden Teilbdume eines jeden Knotens. Diese Baume heil
daher auch héhenbalancierte Baume. Wir behandeln AVL-B&dume im Abschnitt 5.2.
Eng verwandt mit den h6henbalancierten Baumen sind die in 5.2.2 behandelten Bruc
Baume. Fir sie wird die eine logarithmische Héhe garantierende Dichte erzwung
durch die Forderung, daR alle Blatter denselben Abstand zur Wurzel haben mussen, |
durch eine Bedingung an den Verzweigungsgrad von Knoten. In Abschnitt 5.2.3 we
den gewichtsbalancierte Ba&ume betrachtet. Das sind Bindrbdume mit der Eigensch
daR fir jeden Knoten die Gewichte der Teilbaume, das ist die Anzahl ihrer Knoten bz
Blatter, in einem bestimmten Verhaltnis zueinander stehen.

5.2.1 AVL-Baume

Ein binarer Suchbaum isAVL-ausgeglichermder héhenbalanciertkurz: ein AVL-
Baum, wenn fur jeden Knotep des Baumes gilt, dal3 sich die Hohe des linken Teil-
baumes von der Héhe des rechten TeilbaumegMoiichstens um 1 unterscheidet.


Literaturverweis [1]
[1] G. M. Adelson-Velskii und Y. M. Landis. An algorithm for the organization of information. Doklady Akademia Nauk SSSR, 146:263-266, 1962. English Translation: Soviet Math. 3, 1259-1263.
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(@) (b) (c)

Abbildung 5.16

Die Baume in Abbildung 5.16 (a) und (c) sind Beispiele fur AVL-B&dume. Der Baum
in Abbildung 5.16 (b) ist kein AVL-Baum. Da es uns nur auf die Struktur der Baume
ankommt, haben wir die Schlissel in den Knoten weggelassen.

Wir wollen uns zunéachst liberlegen, daf3 AVL-Baume nicht zu linearen Listen degen
rieren kénnen. Die Hohenbedingung sichert vielmehr, dal AVL-Baum&lnmheren
Knoten undN + 1 Blattern eine Hohe vo@(logN) haben. Dazu uberlegen wir uns,
was die minimale Blatt- und Knotenzahl eines AVL-Baumes gegebener hiisihe

Offenbar gilt: Ein AVL-Baum der Hohe 1 hat 2 Blatter und ein AVL-Baum der Hohe 2
mit minimaler Blattzahl hat 3 Blatter (vgl. Abbildung 5.17). Einen AVL-Baum der Héhe
h+ 2 mit minimaler Blattzahl erhalt man, wenn man je einen AVL-Baum mit Hdlhe
undh mit minimaler Blattzahl wie in Abbildung 5.18 zu einem Baum der Hbhe2
zusammenfugt.

AVL-Baum mit Hohe 1  AVL-Baume mit Hohe 2

Abbildung 5.17
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h+2
h+1

Abbildung 5.18

Bezeichnet nurF die i-te Fibonacci-Zahl, alséo =0, Fy = 1, Fyo = K+ Ry,
so folgt unmittelbar aus den obigen Uberlegungen: Ein AVL-Baum mit Hothat
wenigstensy,, » Blatter.

Es qgilt
i((1+ \/5)h+1_ (1— \/5)h+1)

V5 2 2 ’

wie man leicht durch vollstandige Induktion beweist. Der negative T@F@@ istdem
Betrag nach kleiner als 1 und wird daher mit wachsentdeuasch kleiner. Daher gilt
(vgl. auch Abschnitt 3.2.3):

1+v5,1+5, h
~ = (—)"=0.7236...-1.618...
2.5 )

2
(GenauerF, ist die\i@(“T‘/g)h+l nachstgelegene ganze Zahl.)

Die Anzahl der Blatter eines AVL-Baumes wachst also exponentiell mit der Hohe
Daraus folgt umgekehrt, dal3 ein AVL-Baum miBlattern (undN — 1 inneren Knoten)
eine HOhéh < 1.44.. .log, N hat. Denn sei ein AVL-Baum mi Blattern gegeben und
seih seine Hohe. Dann muf3 gelten:

Fh:

Fh

N> Fnio~ 1.894-1.618",
also

loc N — log,1.894. ..
log,1.618... 2 log,1.618...
1.44..  logoN+1.

IA



5.2 Balancierte Binarbaume 263

Suchen, Einfligen und Entfernen von Schlisseln

Da AVL-Baume insbesondere bindre Suchbdume sind, kann man in ihnen nach ein
Schlussel genauso suchen wie in einem natirlichen Baum. Dazu folgt man im schlec
testen Fall einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt. Weil die Hohe logarithmiscl
beschrankt bleibt, ist klar, dal man in einem AVL-Baum WiBchlisseln in hdchstens
O(logN) Schritten einen Schlussel wiederfinden kann bzw. feststellen kann, dal3 e
Schlussel im Baum nicht vorkommt.

Um einen Schlissel in einen AVL-Baueinzufligensucht man zunéchst nach dem
Schliissel im Baum. Wenn der einzufiigende Schlissel noch nichtim Baum vorkomn
endet die Suche in einem Blatt, das die erwartete Position des Schlussels reprasent
Man fiigt den Schliissel dort ein, wie im Falle natilrlicher Baume. Im Unterschied z
natirlichen Baumen kann aber nunmehr ein Suchbaum vorliegen, der kein AVL-Bau
mehr ist.

Betrachten wir als Beispiel den Baum in Abbildung 5.19.

Abbildung 5.19

Flgen wir in diesen Baum den Schlussel 5 ein, entsteht der Baum in Abbildung 5.2

Abbildung 5.20

Das ist kein AVL-Baum mehr, weil fiir die Wurzel dieses Baumes sich die Hohen de
rechten und linken Teilbaumes um mehr als 1 unterscheiden. Man muf3 also die AV
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Ausgeglichenheit wiederherstellen. Dazu lauft man von der Einfligestelle den Suchpf
entlang zur Wurzel zurlick und prift an jedem Knoten, ob die Héhendifferenz zwische
linkem und rechtem Teilbaum noch innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen liegt.
das nicht der Fall, fiihrt man eine sogenannte Rotation oder eine Doppelrotation dur
die die Sortierung der Schlussel nicht beeinflu3t, aber die Hohendifferenzen in d
richtigen Bereich bringt.

Abbildung 5.21

Man kdnnte vermuten, dal man zur Prifung der Hohenbedingung an einem Knof
im Baum die Hohen der Teilbaume des Knotens kennen muf3. Das ist jedoch glic
licherweise nicht der Fall. Es genlgt, an jedem inneren Kngtelen sogenannten
Balancefaktor balp) mitzufihren, der wie folgt definiert ist:

bal(p) = Hohe des rechten Teilbaumes von
— Hohe des linken Teilbaumes vgn

AVL-Baume sind offenbar gerade dadurch charakterisiert, daf3 fiir jeden inneren Kn
ten p gilt: bal(p) € {—1,0,+1}. Abbildung 5.21 zeigt einen AVL-Baum mit rechts an
die Knoten geschriebenen Balancefaktoren. Da es uns hier nur auf die Struktur c
Baumes ankommt, haben wir keine Schlissel in den Knoten angegeben. Wir geben
Verfahren zum Einfigen eines Schlissels jetzt genauer an. Wird der Scirssien
leeren Baum eingefligt, erhalt man den Baum

und ist fertig. Sonst sq der Vater des Blattes, bei dem die Suche endet. Drei Félle sin
mdglich:
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Fall 1 [bal(p) = +1]

p( )+1 p( )o fertig!

Fall 2 [bal(p) = —1]

p 0 fertig!

Fall 3[bal(p) = 0]

Durch Einfugen eines neuen Knotens als rechten oder linken Sohp wind p ein
Knoten mit Balancefaktor1 oder+1, und die H6he des Teilbaumes mit Wurzel
wachst um 1. Wir rufen daher eine Prozeduin(p) fir den Knotenp auf, die den

Suchpfad zuriicklauft, die Balancefaktoren prift, gegebenenfalls adjustiert und Un
strukturierungen (sogenannte Rotationen oder Doppelrotationen) vornimmt, die siche
stellen, daf3 fur alle Knoten die Hohendifferenzen der jeweils zugehdrigen Teilb&ur

wieder hdchstens 1 sind. Also:
Fall 3.1[bal(p) = 0 und einzufiigender Schliisseb Schlussek von p]

p(k)o p(k)1 upin(p)
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Fall 3.2[bal(p) = 0 und einzufiigender Schliissek Schlussek von p]

upin(p)

Wir erkléren jetzt die Prozedwmpin. Wennupin(p) aufgerufen wird, so isbal(p) €
{+1,—1} und die Hohe des Teilbaumes mit Wurpakt um 1 gewachsen. Wir miissen
darauf achten, daB3 diese Invariante vor jedem rekursiven Aufrufigorgilt; upin(p)
bricht ab, fallsp keinen Vater hat, d.h. wenmdie Wurzel des Baumes ist. Wir unter-
scheiden zwei Falle, je nachdem pltinker oder rechter Sohn seines Vatéysist.

Fall 1[pist linker Sohn seines Vate¢s]

Fall 1.1[bal(¢p) =
fertig!
= p
upin(¢p)
== p

Man beachte, daf? vor dem rekursiven Aufruf wgain die Invariante gilt.
Fall 1.3[bal(¢pp) = —1]

Fall 1.2[bal(¢p) =

op -1
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Die Invariante sagt, daf3 der Teilbaum mit Wurpein der Hohe um 1 gewachsen
ist. Aus der Voraussetzurgal(¢ p) = —1 kann man in diesem Fall schlie3en, daR be-
reits vor dem Einfligen des neuen Schlissels in den linken Teilbaurhwamit Wur-
zel p dieser Teilbaum eine um 1 grél3ere Héhe hatte als der rechte Teilbaudnpvon
Da der Teilbaum mit Wurzep in der Hohe noch um 1 gewachsen ist, ist die AVL-
Ausgeglichenheit bep p verletzt. Wir miissen also umstrukturieren und unterscheider
dazu zwei Félle, je nachdem, bbl(p) = +1 oderbal(p) = —1 ist. (Wegen der Invari-
ante istbal(p) = 0 nicht moglich!)

Fall 1.3.1[bal(p) = —1]

fertig!

Rotation
nach rechts

Man beachte: Nach Voraussetzung ist die Hohe des Teilbaumes mit Vuurell
gewachsen und der linke Teilbaum vprim 1 héher als der rechte. EiR®tation nach
rechtsbringt den Baum bep p wieder in die Balance. Es ist keine weitere Umstruktu-
rierung notig, weil der durch Rotation entstehende Teilbaum mit Wi¢nzéi der Hohe
nicht mehr gewachsen ist. Wir haben unter die drei TeilbAume die H6hen geschrieb:
um so zu zeigen, dal3 der entstehende Baum nach der Umstrukturierung wieder aus
glichen ist. Die H6hen sind aber selbstverstandlich nicht explizit gespeichert und we
den nicht bendtigt, um festzustellen, dal3 die angegebene Umstrukturierung ausgeft
werden soll.

Fall 1.3.2[bal(p) = +1]

fertig!

Doppel-
rotation
links-rechts
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Man beachte: Entweder sind die TeilbAume 2 und 3 beide leer oder die einz
moglichen Héhenkombinationen fur die TeilbAume 2 und 3 gimd 1,h — 2) und
(h—2,h—1). Falls nicht beide Teilbdume leer sind, kdnnen sie nicht gleiche Hohe
haben. Denn auf Grund der Invarianten ist der Teilbaum mit Wyraeter Hohe um 1
gewachsen und wegen der Annahme von Fall 1.3.2 ist der rechte Teilbaumuron
1 héher als sein linker. Eirn@oppelrotation d.h. zunéchst eine Rotation nach links bei
p und dann eine Rotation nach rechts bgj stellt die AVL-Ausgeglichenheit baip
wieder her. Eine weitere Umstrukturierung ist nicht nétig, da der Teilbaum mit Wurze
¢ p in der H6he nicht wachst.

Fall 2 [pist rechter Sohn seines Vatelrg]

In diesem Fall geht man véllig analog vor und gleicht den Baum, wenn nétig, durc
eine Rotation nach links bzw. eine Doppelrotation rechts-linkspipaivieder aus. Zur
Veranschaulichung der Rotation nach links liest man die im Fall 1.3.1 gezeigte Abbi
dung von rechts nach links. Die Doppelrotation rechts-links erhalt man aus der im Fz
1.3.2 gezeigten Figur durch Vertauschen der linken und rechten Teilb&unyewash
op.

Wir zeigen die Umstrukturierung noch einmal an einem Beispiel und beginnen m
dem Baum in Abbildung 5.22. Dieser Baum ist ein AVL-Baum. Wir figen den Schlus:
sel 9 ein und erhalten Abbildung 5.23.

Abbildung 5.22

Das ist kein AVL-Baum mehr; eine Rotation nach links heistellt die AVL-
Ausgeglichenheit wieder her (siehe Abbildung 5.24). Einfigen von 8 und anschliel3en
Doppelrotation liefert Abbildung 5.25.

Ein Aufruf der Prozeduupin kann schlimmstenfalls fiir alle Knoten auf dem Such-
pfad von der Einfiigestelle zurtick zur Wurzel erforderlich sein. In jedem Fall wirc
aber héchstens eine Rotation oder Doppelrotation durchgefiihrt. Denn nach Ausfi
rung einer Rotation oder Doppelrotation in den Fallen 1.3.1 und 1.3.2 und den da
symmetrischen Féllen wird die Prozedupin nicht mehr aufgerufen. Die Umstruktu-
rierung einschlieBlich der Adjustierung der Balancefaktoren ist also beendet und ¢
AVL-Ausgeglichenheit wiederhergestellt. Damit ist klar, da3 das Einfligen eines neue
Schlussels in einen AVL-Baum miit Schlusseln irD(logN) Schritten ausfuhrbar ist.
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Abbildung 5.25
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Das Entfernen eines Schliissels aus einem AVL-Baum

Zunachst geht man genauso vor wie bei natiirlichen Suchbaumen. Man sucht nach ¢
zu entfernenden Schlissel. Findet man ihn nicht, ist das Entfernen bereits beent
Sonst liegt einer der folgenden drei Falle vor.

Fall 1: Der zu entfernende Schlissel ist der Schlissel eines Knotens, dessen be
Sohne Blatter sind. Dann entfernt man den Knoten und ersetzt ihn durch ein Blatt. Fa
der Baum nunmehr nicht der leere Baum geworden ist, bezectiar Vater des neuen
Blattes. Weil der Teilbaum vop, der durch das Blatt ersetzt wurde, die H6he 1 hatte,
mufl3 der andere Teilbaum vgnmit Wurzel g die H6he 0,1 oder 2 haben. Hat er die
Hohe 1, so &ndert man einfach die Balance pomon 0 auf+1 oder—1 und ist fertig.

Hat der Teilbaum mit Wurzed die H6he 0, so &ndert man die Balanzeon +1 oder
—1auf0. Indiesem Fall ist die Hohe des Teilbaums mit Wupzadn 1 gefallen. Damit
kénnen sich auch fur alle Knoten auf dem Suchpfad nadie Balancefaktoren und die
Hohen der Teilbdume veréndert haben. Wir rufen daher eine Proapdut p) auf, die

die AVL-Ausgeglichenheit wiederherstellt. Hatte schlieRlich der Teilbaum mit Wurze
g die Hohe 2, d.h. wabal(p) = —1 undq kein Blatt, so fihrt man zun&chst eine Rota-
tion oder Doppelrotation aus, um den Baum mit Wunzelieder auszugleichen. Dabei
kann ein anderer Knotanan die Wurzel dieses Teilbaumes gelangen. Wenn die Wur:
zelbalance dieses Teilbaumes auf 0 gesetzt wird, ist seine Hohe um 1 gesunken, so
wiederupou{r) aufgerufen wird, um die AVL-Ausgeglichenheit wiederherzustellen.

(Bemerkung: Die im letzten Fall erforderlichen Umstrukturierungen werden auc
ausgefiihrt, wenn man die weiter unten beschriebene Prompduteinfach fir das
Blatt aufruft, das den entfernten Knoten ersetzt.)

Fall 2: Der zu entfernende Schlussel ist der Schliissel eines Knpt&les nur einen
inneren Knoterg als Sohn hat. Dann missen beide S6hne gdiatter sein. Man
ersetzt also den Schlissel vprdurch den Schlussel von und ersetziy durch ein
Blatt. Damit ist nunmehp ein Knoten mitbal(p) = 0 und die Hohe des Teilbaums mit
Wurzelp um 1 gesunken (von 2 auf 1). Auch in diesem Fall rufenwgiout p) auf, um
die AVL-Ausgeglichenheit wiederherzustellen.

Fall 3: Der zu entfernende Schlissel ist der Schlissel eines Knpiatessen beide
Sohne innere Knoten sind. Dann geht man wie im Falle natirlicher Suchbaume v
und ersetzt den Schlissel durch den Schlissel des symmetrischen Nachfolgers («
Vorgéangers) und entfernt den symmetrischen Nachfolger (oder Vorganger). Das m
dann ein Knoten sein, dessen Schliissel wie im Fall 1 und 2 beschrieben entfernt wir

In jedem Fall haben wir das Entfernen reduziert auf die Ausfihrung der Prozed
upout p) fiir einen Knoterp mit bal(p) = 0, dessen Teilbaum in der Héhe um 1 gefallen
ist.

Wir geben diese Prozedwpoutnun genauer an. Sie kann langs des Suchpfade
rekursiv aufgerufen werden, adjustiert die Héhenbalancen und fiihrt gegebenenf:
Rotationen oder Doppelrotationen durch, um den Baum wieder auszugleichen. We
upout p) aufgerufen wird, giltbal(p) = 0 und der Teilbaum mit Wurzgp ist in der
Hohe um 1 gefallen. Wir missen darauf achten, daf3 diese Invariante vor jedem reku
ven Aufruf vonupoutgilt. Wir unterscheiden wieder zwei Falle, je nachdenpdimker
oder rechter Sohn seines Vaténsist.
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Fall 1 [pist linker Sohn seines Vate¢s)

Fall 1.1[bal(¢p) =
?5 ?5 upou(dp)

Man beachte, dal3 vor dem rekursiven Aufruf wgooutdie Invariante flip p gilt.

Fall 1.2[bal(¢p) =
fertig!
— p

Fall 1.3 [bal(¢p) = +1]

op( )*1

Der rechte Teilbaum vothp mit Wurzelq ist also héher als der linke mit Wurzp|
der daruber hinaus noch in der Héhe um 1 gefallen ist. Wir machen eine Fallunterschi
dung nach dem Balancefaktor vgn

Fall 1.3.1 [bal(g) = 0

Rotation
nach links
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Fall 1.3.2 [bal(q) = +1]

—
Rotation
nach links

Man beachte, daf3 vor dem rekursiven Aufruf wgooutdie Invariante fur gilt!
Fall 1.3.3 [bal(g) = —1]

—
Doppel-
rotation

rechts—links

Weil der Teilbaum mit Wurzep in der Hohe um 1 gefallen ist und der rechte Teil-
baum vond p vor dem Entfernen eines Schlissels aus dem Teilbaum mit Wpiael
1 héher war als der linke, folgt, daf3 der Teilbaum mit Wuigdie Hoheh+ 2 haben
muf. Wegerbal(g) = —1 hat der linke Teilbaum vogq mit Wurzel z die Héheh + 1
und der rechte die HoHe Die TeilbAume voz kdnnen entweder beide die Hoheder
hdchstens einer von ihnen die Hde 1 haben. In jedem Fall gleicht die angegebene
Umstrukturierung den Baum wieder aus. Dabei hangen die Balancefaktoren der Knof
v undw vom Balancefaktor vomab. Auf jeden Fall hat der Teilbaum mit Wurzedlen
Balancefaktor O und seine Hohe ist um 1 gefallen. Es gilt also die Invariante fiir de
Aufruf von upout

Der Fall 2[pist rechter Sohn seines Vatdrp] ist vollig symmetrisch zum Fall 1 und
wird daher nicht naher behandelt.

Anders als im Falle der Prozedupin kann es vorkommen, daf3 auch nach einer
Rotation oder Doppelrotation die Prozedynouterneut aufgerufen werden muf3. Da-
her reicht im allgemeinen eine einzige Rotation oder Doppelrotation nicht aus, um d
Baum nach Entfernen eines Schliissels wieder AVL-ausgeglichen zu machen. Es
nicht schwer, Beispiele zu finden, in denen an allen Knoten auf dem Suchpfad von ¢
Entfernestelle zurlick zur Wurzel eine Rotation oder Doppelrotation ausgefiihrt werd
muf3. Da jedoch der Aufwand zum Ausflhren einer einzelnen Rotation oder Doppe
rotation konstant ist, und da die Hohevon AVL-Baumen mitN Schliisseln durch
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1.44...log, N beschrankt ist, folgt unmittelbar: Das Enfernen eines Schlussels aus e
nem AVL-Baum mitN Schlisseln ist ifD(logN) Schritten ausfuhrbar. Damit sind alle
drei Worterbuchoperationen Suchen, Einfigen und Entfernen auch im schlechtest
Fall in O(logN) Schritten ausfiihrbar.

AVL-Baume sind also eineorst-case-effizienienplementation von Wérterbiichern
im Gegensatz zu nattrlichen Baumen, diefnerage-casewar genauso effizient sind,
im Worst-case abe®(N) Schritte zum Ausfiihren der Worterbuchoperationen benoti-
gen.

Eine interessante Frage fur jede Klasse balancierter BAume ist, was der mittlere A
wand zur Ausfiihrung der Wérterbuchoperationen ist, wenn man tber eine Folge der
tiger Operationen mittelt. Man kann fur AVL-Baume, die im nachsten Abschnitt 5.2.2
behandelten Bruder-Baume und auch fiir die im Abschnitt 5.2.3 behandelten gewich
balancierten Baume zeigen, dal3 der Aufwand pro Einflige-Operation gemittelt ib
eine Folge von Einflige-Operationkanstantist. Dieser Nachweis ist am einfachsten
fur die Klasse der Bruder-Baume zu fuhren. Dartberhinaus kdnnen auch weitere, o
mittlere Verhalten des Einfligeverfahrens charakterisierende Parameter fir die Klas
der Bruder-Baume besonders leicht hergeleitet werden mit Hilfe einer Technik, die a
Fringe-Analyséekannt ist und in Abschnitt 5.2.2 genauer behandelt wird.

5.2.2 Bruder-Baume

Bruder-Baume kann man in einem prazisierbaren Sinn als expandierte AVL-B&aun
auffassen HB]. Durch Einfiigen unarer Knoten an den richtigen Stellen erhalt me
einen BauMM, dessen samtliche Blatter dieselbe Tiefe haben; und umgekehrt entsteht
einem Bruder-Baum ein hdéhenbalancierter Baum, wenn man die unéren Knoten n
ihren einzigen Séhnen verschmilzt. Man kdnnte diesen Zusammenhang dazu ber
zen, Such-, Einfige- und Entferne-Operationen fur Bruder-Baume zu gewinnen, inde
man sie von den AVL-Baumen herliberzieht. Wenn man das macht, erhélt man aber /
gorithmen, die sich von den im folgenden angegebenen unterscheiden, weniger lei
erklarbar und insbesondere nicht so einfach zu analysieren sind. Unsere Algorithm
folgen einer Strategie, die sich stark an die im Abschnitt 5.5 behandelten Verfahren f
B-Baume anlehnt.

Zunachst jedoch zur genauen Definition der Bruder-Baume: Im Unterschied zu alle
anderen Binarbaumen erlauben wir, daf? ein innerer Knoten auch nur einen Sohn hal
kann. Natirlich dirfen nicht zu viele undre Knoten vorkommen, weil man dann offen
sichtlich entartete Baume mit grof3er Hohe und wenigen Blattern erhalten kdnnte. M:
erzwingt daher eine Mindestdichte durch eine Bedingung aBdiderunérer Knoten.
Dabei heil3en zwei Knoten Briider, wenn sie denselben Vater haben. Genauer definie
wir: Ein binarer Baum heif3t eiBruder-Baumwenn jeder innere Knoten einen oder
zwei Séhne hat, jeder unare Knoten einen binaren Bruder hat und alle Blatter diesel
Tiefe haben. Abbildung 5.26 enthalt einige Beispiele.

Als unmittelbare Folgerung aus der Definition erhalt man: Ist ein Knptder ein-
zige Sohn seines Vaters, so fsein Blatt oder bindr. Von zwei S6hnen eines bindren
Knotens kann hdchstens einer unar sein.


Literaturverweis [138]
[138] Th. Ottmann, H.-W. Six und D. Wood. On the correspondence between AVL trees and brother trees. Computing, 23:43-54, 1979.
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Bruder—Baum kein Bruder-Baum

kein Bruder-Baum Bruder-Baum

Abbildung 5.26

Offensichtlich ist die Anzahl der Blétter eines Bruder-Baumes stets um 1 groR3er a
die Anzahl der binéaren (inneren) Knoten.

Betrachten wir die Folge der Bruder-Baume mit einer gegebenen Hohe und minima
Blattzahl in Tabelle 5.1.

Wie fiir AVL-Baume folgt auch hier: Ein Bruder-Baum mit Héhéhat wenigstens
Fn+2 Blatter. § ist diei-te Fibonacci-Zahl.) Also umgekehrt: Ein Bruder-Baum it
Blattern und(N — 1) inneren Knoten hat eine Hole< 1.44...1og, N.

Wir haben bislang offengelassen, wie Schlussel in Bruder-Badumen gespeichert w
den kdnnen. Dazu gibt es, wie bei binaren Suchbaumen, bei denen jeder innere Kna
zwei Séhne hat, auch zwei Méglichkeiten. Erstens kann man Bruder-Baume als Bla
suchbaume organisieren. Dann sind die Schliissel die Werte der Blatter, z.B. von lin
nach rechts aufsteigend sortiert; innere Knoten enthalten Wegweiser zum Auffind
der Schlussel an den Blattern. Natirlich gendgt es, Wegweiser an den bindren Kno
aufzustellen.

Die andere Mdoglichkeit besteht darin, die Schliissel in den binaren Knoten zu spe
chern und, wie fir binare Suchbaume, zu verlangen, daf fir jeden bindren Knoter
gilt: Die Schlussel im linken Teilbaum vop sind samtlich kleiner als der Schlussel
von p, und dieser ist wiederum kleiner als samtliche Schlissel im rechten Teilbau
von p. Die undren Knoten und die Blatter speichern natirlich keine Schliissel. W
wollen im folgenden nur noch diese Variante betrachten und sprecheh2eBruder-
Baumen Diese Bezeichnung hat ihren Ursprung in einer fir Vielwegbaume tbliche
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Hohe Bruder-Baume mit Blattzahl
minimaler Blattzahl

g

2 E 2 3
3 ( ) 5
h+2 Fhra
h+1
h

,
\

-

jeweils Baume
minimaler Blattzahl

Tabelle 5.1
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Sprechweise: Man spricht dort varb-Baumenwobeia undb zwei natiirliche Zahlen
mit b > a sind, also z.B. von 2-3-Baumen, 2-4-Baumen odef2]-m-Baumen fir ein
m> 2. Das sind Baume mit der Eigenschaft, dal jeder innere Knoten mindasirds
hdchstend® S6hne hat. Man fordert weiter, daf3 alle Blatter gleiche Tiefe haben miisse
und jeder Knoten mit S6hnen genadi — 1) Schlussel gespeichert hat. 1-2-Bruder-
Baume sind damit spezielle 1-2-Baume. Die im Abschnitt 5.5 behandelten B-Baun
sind [m/2]-m-Baume.

Suchen, Einfligen und Entfernen von Schlisseln

Bevor wir die Algorithmen zum Suchen, Einfigen und Entfernen von Schliisseln i
1-2-Bruder-Baumen angeben, wollen wir noch eine Vorbemerkung zur méglichen In
plementation machen. Es ist natirlich, die Knoten eines 1-2-Bruder-Baumes als Rec
mit Varianten zu definieren. Blatter werden implizit duréhZeiger in ihren Vatern re-
prasentiert. Alle anderen Knoten sind von folgendem Typ:

type
arity = (unary, binary;
Knotenzeiger= TKnoten
Knoten= record
casetag: arity of
unary: (son: Knotenzeiger,
binary :(leftson, rightson Knotenzeiger
key: integer,
info : {infotype})
end
Obwohl tblicherweise der leere Baum durch den Wéreiner Variablerwurzelvom

Typ Knotenzeiger reprasentiert wird, wollen wir hier eine fiir unsere Zwecke bequeme
Form wahlen:

Wurzel — reprasentiert den leeren Baum.

Das Suchenin einem 1-2-Bruder-Baum nach einem gegebenen Schldsseter-
scheidet sich nur unwesentlich vom Suchen in binaren Suchbdumen. Man muf3 lec
lich einen weiteren Fall vorsehen. Trifft man bei der Suche nach einem Schtimsel
einen unaren Knoten, so setzt man die Suche bei dessen Sohn fort.

Zum Einfligeneines neuen Schliissetdn einen 1-2-Bruder-Baum sucht man zu-
nachst im Baum nack. Wenn der Schliissedim Baum noch nicht vorkommt, endet
die Suche erfolglos in einem Blatt. Seder Vater dieses Blattes.

Fall 1 [p hat nur einen Soljn

p fertig!
=
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Fall 2 [p hat bereits zwei S6hne und damit einen Schllipdedy|

Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen,xaf¥.keyist. (Sonst vertausche man
x und p.key) In diesem Fall kann man den Schlusselicht mehr im Knoterp unter-
bringen. Man versucht daher, den Schliussetw. einen anderen Schlissel, um Platz
fur x zu schaffen, beim Bruder vamoder beim Vater vop unterzubringen. Findet man
in der unmittelbaren Verwandtschaft des Knoterkeinen Knoten, der noch Platz hat,
also unar war und bindr gemacht werden kénnte, so verschiebt man das Einfligeprobil
rekursiv um ein Niveau nach oben, bis man gegebenenfalls bei der Wurzel angelar
ist. Wenn dieser letzte Fall eintritt, wird der Baum durch Schaffen einer neuen Wul
zel um ein Niveau aufgestockt. (Bruder-Baume wachsen also an der Wurzel und nic
an den Blattern wie die AVL-Baume!) Man teilt oder spaltet also einen unaren bzw
bindren Knoten in einen bindren bzw. einen unaren und einen binaren Knoten. Die
intuitive Idee fuhrt zu folgender Prozedup, die in der in Abbildung 5.27 dargesteliten
Anfangssituation aufgerufen wird.

p p up(p,m,x)

Abbildung 5.27

Vor dem ersten Aufruf der Prozedup und vor jedem spéateren rekursiven Aufruf gilt
die folgende Invariante. Werup(p, m, x) aufgerufen wird, gelten (1), (2) und (3):

(1) phatzwei Séhngy undpy, die beide Wurzeln von 1-2-Bruder-Baumen sind.

(2) Der Knotenm ist entweder ein Blatt oder hat einen einzigen Sohn, der Wurzel
eines 1-2-Bruder-Baumes ist.

(3) Schlussel im linken Teilbaum vgm< x
< Schlissel im Teilbaum vom
< Schlissel vop
< Schlussel im rechten Teilbaum ven
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Fall 1[p hat einen linken Bruder mit zwei Séhrien

up(¢p,n,b)

Fallsl,m,r Blatter sind, wenn also die Prozedup(p, ., .) erstmals aufgerufen wird,
existiertom nicht. In diesem Fall muf3 man nattrlich auch die Schllisséb, ks weg-
lassen. Ahnliche Annahmen mufR man auch in den folgenden Figuren machen, um
Blattfall abzudecken.

Fall 2 [p hat einen rechten Bruder mit zwei Séhhen
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Fall 4 [p hat einen rechten Bruder mit nur einem Sphn

Fall 5 [p hat keinen Bruder] Dann it entweder die Wurzel oder einziger Sohn sei-
nes Vaters.

Vs

Wir betrachten als Beispiel die Folge der 1-2-Bruder-Baume, die sich durch iteriel
tes Einfiigen der Schlissel 1, 2, 3, 4, 5 in aufsteigender Reihenfolge in den anfan
leeren Baum ergibt, vgl. Abbildung 5.28. Weiteres Einfiigen der Schlissel 6 und
liefert den vollstdndigen Bindrbaum mit Hohe 3. Durch einen nicht ganz einfache
Induktionshewei ] 1Rt sich zeigen, daR iteriertes Einfiigen Yen12Schliisseln
in aufsteigend s ter Reihenfolge den vollstandigen Binarbaum mit Ritibéert.
Bruder-Baume verhalten sich damit gerade entgegengesetzt zu den im Abschnitt 5.5
handelten B-Baumen. lteriertes Einfligen in auf- oder absteigend sortierter Reihenfol
liefert besonders niedrige Bruder-Badume, aber besonders hohe B-Baume. In kein


Literaturverweis [33]
[33] K. Culik, Th. Ottmann und D. Wood. Dense multiway trees. ACM Trans. Database Systems, 6:486-512, 1981.
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3 up(p,m,2)
== ==
2

Abbildung 5.28
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Fall kann die Hohe eines 1-2-Bruder-Baumes, der durch iteriertes Einfiiged vdn
Schlusseln in den anfangs leeren Baum entsteht, grof3er seid4ls.bg, N. Welche
Hohe wird man im Mittel erwarten kdnnen, wenn man tber alle mdglichen Anordnun
gen von Schlusseln und die ihnen durch iteriertes Einfiigen in den anfangs leeren Bal
zugeordneten 1-2-Bruder-Baume mittelt?

Eine Antwort auf diese Frage und andere das mittlere Verhalten des Einfligeve
fahrens charakterisierende Eigenschaften werden wir mit Hilfe der Fringe-Analyse
Technik erhalten, die wir am Ende dieses Abschnitts besprechen.

Zunachst sieht man der Prozedys unmittelbar an, dal3 sie im schlechtesten Fall
langs des Suchpfades von der Einfligestelle zurtick zur Wurzel aufgerufen werden ka
Damit gilt: Das Einfiigen eines neuen Schliissels in einen 1-2-Bruder-BaurN mit
Schlusseln ist i©O(logN) Schritten ausfihrbar.

Um einen Schliissedaus einem 1-2-Bruder-Baum emtfernensucht man zunéchst
nachx im Baum. Wenn es keinen (bindren) Knoten mit Wentn Baum gibt, ist man
bereits fertig. Sonst ist der zu entfernende Schlisdel Schliissel eines binaren Kno-
tensp. Wie im Fall binarer Suchbaume oder im Falle von AVL-Baumen muf3 man aucl
hier unter Umstanden das Entfernen des Schliisselpwaif das Entfernen des sym-
metrischen Nachfolgers reduzieren. Dann kann man ohne Einschrankung annehm
daf einer der folgenden Félle vorliegt:

Fall 1 [Die S6hne vorp sind Bléttet

p p deletd p)
:> ;

Man machtp unar, entfernt den Schliissel’on p und ruft die weiter unten erklarte
Prozedudeletd p) auf.
Fall 2[Der rechte (oder linke) Sohn vanist unér und hat ein Blatt als einzigen Sbhn

g :2 & deleté p)

Da ein vorher binarer Knotemunar gemacht worden ist, kann in der Verwandtschaft
von p eine der Bruder-Baume charakterisierenden Bedingungen verletzt sein. Ein u
arer Knoten hat méglicherweise keinen bindren Bruder mehr. Die Prodethtesorgt
daflr, daR3 diese Bedingung wiederhergestellt wird, indem zwei unére Knoten zu eine
bindren verschmolzen werden.

Wenndeletd p) aufgerufen wird, gilt die folgende Invariante: Der Knoteiist un-
ar und der einzige Sohn vamist die Wurzel eines 1-2-Bruder-Baumgshat seinen
Schliissel verloren, aulRer fprund den Bruder vom, falls es ihn gibt, gilt die Bedin-
gung, dal3 unare Knoten binére Brider haben.
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Fall 1 [p hat einen Bruder mit zwei S6hnen]
Dann ist nichts zu tun.
Fall 2 [p hat einen Bruder mit nur einem Sohn]

op(ie) on() deletdd p)
O O = (ke)
() (o) (o) (o)

Der Fall, dafy rechter Sohn seines Vaters ist, wird naturlich genauso behandelt.

Fall 3 [p hat keinen Brudér

Fall 3.1 [pist die Wurze]

Dann entfernt map, macht den einzigen Sohn v@rezur neuen Wurzel und ist fertig.

Fall 3.2 [pist einziger Sohn seines Vateyg)

Aufgrund der Invarianten mugp einen binéren Bruddd$ p haben. Wir machen eine
Fallunterscheidung je nachdem, @¢p drei oder vier Enkel hat:

Fall 3.2.1 [Der linke oder der rechte Sohn v phat nur einen Soljn

Wir nehmen an, da®p der linke Sohn seines Vaters ist, und daR der linke Sohr
von ¢ p nur einen Sohn hat. Die tbrigen, zu diesem Fall symmetrischen Félle werde

analog behandelt.

Fall 3.2.2 [Beide S6hne vof¢$p haben zwei Séhie

Wir behandeln nur den Fall, d&fp linker Sohn seines Vaters ist, und Uberlassen der

symmetrischen Fall dem Leser.
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fertig!

Man sieht der Prozeduteleteunmittelbar an, dal? sie schlechtestenfalls langs eine:s
Pfades von den Blattern zurtick zur Wurzel aufgerufen wird. Damit gilt: Das Entfer
nen eines Schlussalaus einem 1-2-Bruder-Baum niit Schliisseln ist irD(logN)
Schritten ausfuhrbar.

Wir haben also insgesamt eine weitere Implementationsmdaglichkeit fur Wérterbt
cher, die es erlaubt, jede der Operationen Suchen, Einfiigen und Entfernen eines Sch
sels auch im schlechtesten FalldglogN) Schritten auszufuhren.

Analytische Betrachtungen
1-2-Bruder-Baume enthalten im allgemeinen unare Knoten, die keine Schliissel sp
chern. Wieviele kdnnen das sein? Wir diskutieren diese Frage zunédchst im statisct
Fall: D.h. wir betrachten einen beliebigen 1-2-Bruder-Baum und setzen nichts tber st
ne Entstehungsgeschichte voraus. Dann untersuchen wir dieselbe Frage im dyna
schen Fall: D.h. wir schatzen die Anzahl der unaren Knoten in einem 1-2-Bruder-Bau
ab, der aus dem anfangs leeren Baum durch eine Folgdhaufalligen Einfligungen
entsteht.

Die Analyse des statischen Falls ist einfach. Wir betrachten zwei beliebige benachb
te Niveaus im Baum und sehen, daf3 nur die Knotenkonfigurationen aus Abbildung 5..
mdglich sind.

Niveaul:
Niveaul + 1:

\ V] [N [N /

@) ) @3)

Abbildung 5.29
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Fur jeden unaren Knoten auf Nivehmul3 es einen binaren Bruder auf demselben
Niveau geben. Daher gilt fir das Verhaltnis

_Anzahl binare Knoten auf Nivedwndl +1
~ Anzahl Knoten insgesamt auf Niveaund| + 1

Konfiguration U

2 z

3) 3

(1) und eine Konfig. aus (2) g
(1) und (3) 4

Folglichist2 <U <1.

Was fur je zwei beliebige benachbarte Niveaus gilt, muf3 auch fir einen 1-2-Brude
Baum insgesamt gelten. Damit gilt: Wenigstery$ ler inneren Knoten eines 1-2-
Bruder-Baumes muissen binar sein und speichern also einen Schlissel. Ein 1-2-Bru
Baum mitN Schliisseln hat daher hdchstejminnere (unére und binare) Knoten.

Aus dieser einfachen Beobachtung kann man bereits eine wichtige Folgerung fiir d
Uber eine Folge iterierter Einflgungen gemitteltaittieren Aufwand zum Einfligen
eines Schlissels ziehen. Eine Inspektion der aufwarts umstrukturierenden Prgzedul
zeigt, daf3 jeder Aufruf dieser Prozedur zur Schaffung eines oder héchstens zweier Ki
ten fUhrt. Beim ersten Aufruf wird ein zuséatzliches Blatt erzeugt. Jeder weitere Aufru
fur einen Knoten, der verschieden von der Wurzel ist, erzeugt genau einen weiter
(unédren) Knoten. Ein Aufruf vomip fir die Wurzel erzeugt einen unéren und einen
bindren Knoten. Das sind auch bereits alle Méglichkeiten, wie neue Knoten erzeu
werden kdnnen. Sonst werden héchstens vorher unare Knoten binar gemacht, und
Umstrukturierung mit Hilfe vomipendet. Fliigt man aldd Schliissel in den anfangs lee-
ren Baum ein, so kann man aus der insgesamt erzeugten Knotenzahl auf die insges
ausgefiihrten Aufrufe voapschlieBen. Da hijchsteésl innere Knoten und ebensovie-
le Blatter insgesamt erzeugt worden sind, ist die durchschnittliche Anzahl der Aufruf
von up pro Einfigung konstant. Zahlt man den Suchaufwand zum Finden der jewe
ligen Einfugestelle nicht mit, so folgt: Der durchschnittliche Aufwand zum Einfiigen
eines Schlissels in einen 1-2-Bruder-Baum ist konstant, wenn man den Durchschi
Uber eine Folge von Einfligungen in den anfangs leeren Baum nimmt.

Eine entsprechende Aussage ist fur AVL-Baume ubrigens bei weitem nicht so leic
herzuleiten. Denn es ist zwar richtig, daf3 fir einen AVL-Baum nach dem Einfligen e
nes neuen Schlissels hdchstens eine einzige Rotation oder Doppelrotation ausgetf
werden muf3; zu den Umstrukturierungen muf3 man aber auch das Adjustieren der |
lancefaktoren hinzurechnen, das an jedem Knoten langs des Suchpfades erforder
sein kann.
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Wir kommen jetzt zum dynamischen Fall und wollen den Erwartungswert fir die An-
zahl der unaren und bindren Knoten ausrechnen, wenn man eine zufallig gewéhlte Fo
von N Schlisseln in den anfangs leeren 1-2-Bruder-Baum einfligt. Genau werden w
diese Werte nur fir deRand(englischfringe), d.h. fir die Knoten auf den blattnahen
Niveaus ausrechnen. Die dafiir von A.Yﬁ%} entwickelte Methode heifl3t daher aut
Fringe-AnalyseSie ist nicht nur auf 1-2- er-Baume, sondern auch auf viele ander
Baumklassen anwendbar.

Wir begnuigen uns damit, die Anzahl der bin&dren Knoten auf den zwei untersten, d
Blattern nachsten Niveaus innerer Knoten zu berechnen, fir einen 1-2-Bruder-Bau
der durch eine Folge voN zufalligen Einfligungen in den anfangs leeren 1-2-Bruder-
Baum entsteht. Dazu schauen wir uns zunachst einmal an, welche Teilbdume mit nie
riger Hohe 1 oder 2 am Rand eines 1-2-Bruder-Baumes auftreten kénnen. Es gibt «
fenbar die in Abbildung 5.30 dargestellten Moglichkeiten.

* s

Typ 1 Typ 2 Typ 3

Abbildung 5.30

SeiT ein 1-2-Bruder-Baum. Wir sagefi: gehort zur Klasséxy, x2,x3), wennT X
Teilbdume vom Typ hat (1< i < 3). Dabei darf kein Teilobaum doppelt gez&hlt werden,
d.h. die Anzahl der Blatter voh muf3 gleich &3 + 3x2 + 4x3 sein. Derselbe 1-2-Bruder-
Baum kann aber durchaus zu mehreren Klassen gehéren.

Sei nun ein 1-2-Bruder-Baum mit — 1 Schliisseln undl Blattern gegeben. Dann
sagen wir: Das Einfiigen dé&ten Schlussels erfolgt zufallig, wenn die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dafk in eines der durch die bereits vorhandenen Schlissel bestimmte
N Schlisselintervalle fallt, fir jedes dieser Intervalle gleich grof3 ist, namjith Die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dafin einen Teilbaum vom Typfallt, ist damit gleich dem
Anteil, den die Blatter von TeilbAumen vom Tygur gesamten Blattzahl beisteuern;
sie ist alsq(i + 1) - & fir jedesi, 1 <i < 3.

Beispiel: Der 1-2-Bruder-Baum aus Abbildung 5.31 gehort zur Klasse (2, 1, 0) unc
0,1, 1).

Sei nunAi(N) der Erwartungswert fur die Anzahl von Teilbdumen des Tiypach
N zufalligen Einfigungen in den anfangs leeren Baum. Fiir kleine WertéNvicann
manA;(N) leicht explizit ausrechnen, weil es nicht schwer ist, sich eine vollstandige
Ubersicht tiber alle durch iteriertes Einfiigen entstehenden 1-2-Bruder-Baume zu v
schaffen. Beispielsweise entsteht nach vier Einfilgungen stets, d.h. mit Wahrscheinlic


Literaturverweis [196]
[196] A.C. Yao. On random 2-3 trees. Acta Informatica, 9:159-170, 1978. 
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Abbildung 5.31

keit 1, der Baum in Abbildung 5.32. Tabelle 5.2 enth&lt mdgliche WerteAygN) fiir
N=1,...,6.

Abbildung 5.32

Zur Berechnung voi; (N) fur beliebigeN benutzen wir die folgenden Hilfsséatze:

Lemmab5.1 Sei T ein 1-2-Bruder-Baum. Wird ein neuer Schlissel in einen Teilbaur
des Typs 1 (bzw. des Typs 2) von T eingefligt, so erhoht sich die Zahl der Teilbau
vom Typ 2 (bzw. 3) um 1 und die Zahl der Teilbdume vom Typ 1 (bzw. 2) erniedrigt si
um 1.

Beweis: Wir beschranken uns auf die erste Aussage: Die Wurzel eines Teilbaum

vom Typ 1 ist entweder einziger Sohn eines unaren Vaters oder hat einen binaren B
der. Damit folgt die Behauptung aus der Definition des Einflgeverfahrens. O

Genauso einfach zeigt man:

Lemma5.2 Sei T ein 1-2-Bruder-Baum. Wird ein neuer Schlissel in einen Teilbaur
vom Typ 3 von T eingefigt, so erhdht sich die Zahl der Teilbdume vom Typ 1 und
jeweils um 1 und die Zahl der Teilbdume vom Typ 3 erniedrigt sich um 1.
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N [ Au(N) | Aa(N) [ As(N)
1 1 0 0
2 0 1 0
3 0 0 1
4 1 1 0
s| ¢ | & | 2
0 1 1
° { {1 {

Tabelle 5.2

IstalsoT ein 1-2-Bruder-Baum mi — 1 Schliisseln der Klas$®; , X, x3), S0 wird aus
T mit Wahrscheinlichkeip ein Teilbaum der Klasséx;, x5, x;) mit folgenden Werten
far x und p:

X X5 X3 P
x1—1 Xo+ 1 X3 2.3

X1 Xo—1 X3+1 3-XW2 >S=1
Xp+1 Xo+1 x3—1 4~XW3

A1(N — 1) nimmt also mit Wahrscheinlichkeitw um 1 ab und nimmt mit
Wahrscheinlichkeit 4% um 1 zu, d.h. es gilt:
2 4
Al(N) =A(N-1)— NAl(N -+ NA?(N -1
Analog gilt:
3 3
Ao(N) = Ap(N—1)—ZA(N=1)+ (1 TAz(N-1))
6
= (1- N)A2(N -+1
3 4
As(N) = Ag(N—1)+SAo(N—1) — ZAg(N—1)
4 3
= (1= )As(N=1)+ AN -1)
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Durch vollstandige Induktion zeigt man leicht, daRR dieses System von Rekursionsgl
chungen mit den oben angegebenen Anfangsbedingungen folgende Lésung hat:

Ai(N) = A(N+1)
A(N) = 3(N+1) fir N>6.
As(N) = Z(N+1)

Wir nennen einen 1-2-Bruder-Baurafallig, wenn er durch eine Folge zufalliger Ein-
fugungen in den anfangs leeren Baum entsteht.

Als untere Schrankéir die Anzahl der Schllissel auf den zwei untersten Niveaus
innerer Knoten in zufélligen 1-2-Bruder-Baumen miSchlusseln erhalten wir:

1 Au(N) + 2+ Ag(N) + 3- Ag(N) = g—g(N +1)=0657...(N+1)

Da unginstigstenfalls jeder Typ-1-Teilbaum einen unéaren Vater hat, erhalten wir ¢
obere Schranktir die Gesamtzahl der inneren Knoten auf den zwei untersten Niveau:

2A¢(N) + 3(Aa(N) + Ag(N)) = z—g(N +1)

Fur die zwei untersten Niveaus eines zuféllig erzeugten 1-2-Bruder-Baumes ist al
das Verhaltnis der Anzahl der bindren Knoten zur Gesamtzahl der Knoten auf dies
Niveaus wenigsten%% = 0.71875. Wir kbnnen demnach erwarten, dafl? wenigstens 2.
von 32 Knoten binar sind und nicht nur 3 von 5, wie unsere statische Abschétzur
ergeben hat.

Eine genauere Abschétzung fur das Verhéltnis der Zahl der binaren zur Gesamtz
von Knoten auf den zwei untersten Niveaus ist nur eine mogliche Folgerung, die m:
aus der Berechnung der Erwartungsweét@\) fur die Anzahl der Teilbdume vom Typ
i in einem zuféllig erzeugten 1-2-Bruder-Baum ziehen kann.

Da in einem Binarbaum etwa die Hélfte der inneren Knoten unmittelbar oberhal
der Blatter vorkommt, kann man tber die Erwartungswerte fur die Anzahl der binare
und unaren Knoten auf den zwei untersten Niveaus auch bessere Schranken fir
entsprechenden Anzahlen im gesamten Baum erhalten. Man schatzt diese Zahl auf
untersten Niveaus wie oben angegeben ab und benutzt oberhalb die aus der statist
Betrachtung gewonnene Abschatzung.

Weiter liefern die Erwartungswerfg(N), fiiri = 1,2,3, auch eine Aussage daruber,
wie groR die Wahrscheinlichkeit dafur wenigstens ist, dal’ eine weitere Einfligung
einen zufallig erzeugten 1-2-Bruder-Baum zu héchstens einem bzw. mindestens zv
(rekursiven) Aufrufen der Prozedup fiihrt. Fallt namlich der nachste einzuftigende
Schliissel in einen Teilbaum des Typs 2, so wigdgenau einmal, fallt sie in einen
Teilbaum des Typs 3, so wingp wenigstens zweimal aufgerufen.

Das sind einige Beispiele fur Aussagen, die mit Hilfe der Fringe-Analyse-Method
hergeleitet werden kdnnen. Die Methode fuihrt im allgemeinen nicht zu so einfach el
mentar I6sbaren Rekursionsgleichungen wie fur die Erwartungswgity im Falle
von 1-2-Bruder-Baumen. Man mul3 vielmehr im allgemeinen stéarkere mathematisc
Hilfsmittel heranziehen, um die Erwartungswerte fir Teilbdume, die im Rand zufalli
erzeugter Baume auftreten, zu berechnen. Das ist z.B. erforderlich, wenn man die
Abschnitt 5.5 behandelten B-Baume mit dieser Methode analysiert.
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5.2.3 Gewichtsbalancierte Baume

Balancierte Bindrbaume sind ganz grob dadurch charakterisiert, daf fiir jeden Knot
p der linke und rechte Teilbaum vgmnicht zu unterschiedliche Grofl3e haben dirfen.
Die GrbRe kann dabei, wie im Falle der AVL-Baume, durch die H6he oder — und da
ist der in diesem Abschnitt diskutierte Fall — Gber die Anzahl der Knoten bzw. Blatte
bestimmt sein. Bei gewichtsbalancierten Baumen wird gefordert, da die Anzahl d
Knoten bzw. Blatter im linken und rechten Teilbaum eines jeden Knotens sich nicht z
stark unterscheiden durf 28]. Wir wissen bereits, daf? fur jeden Binarbaum c
Anzahl der Blatter stets u er ist als die Anzahl der binaren inneren Knoten.

Wir wollen fur einen Knoterp eines Binarbaumes, der Wurzel eines Teilbaufiyes
ist, mitW(p) undW(T,) die Anzahl der Blatter des Teilbaum@s bezeichnenW(p)
undW(Tp) nennt man tblicherweise auch das Gewicht (englisch: weightyvorzw.
von Tp.

Ist T ein Baum mitW(T) Blattern, dessen linker Teilbauf W(T,) Blatter hat, so

nennt man den Quotienten
W(T)
T)=—=%
p(T) W)
die Wurzelbalanceon T. Man fordert nun, daf? die Wurzelbalance fir jeden Teilbaum
innerhalb bestimmter Grenzen liegen muRdlgine Zahl mit 0< a < % so heil3t ein
binarer Suchbaum von beschrankter Balanoeodergewichtsbalanciert mit Balance
o oder kurz ein BBfi]-Baum, wenn fiir jeden Teilbauf vonT gilt:

a<p(T)<(1-a) (%)

Durch diese Forderung ist natirlich nicht nur das Verhaltnis der Knotenzahlen im linke
Teilbaum eines jeden Knotens zur gesamten Knotenzahl im Teilbaum dieses Knote
festgelegt. Denn isp ein Knoten mit linkem Sohrp, und rechtem Sohm,, so ist
nattrlich

W(pr) =W(p) —W(p)

und daher gilt mit£) nicht nur, dal fiir jeden Knotemeines BBf\]-Baumes

W(pi)
a< W(p) <(1-a
ist, sondern auch
a<1- V) (g g (+5)
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Wurzelbalancen:

Knoten mit | Balance
Schlussel

6 ;

4 g

11 z

2 3

5 2

3 2

8 2

Abbildung 5.33

Abbildung 5.34
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Als Beispiel betrachte man Abbildung 5.33. Offenbar gilt éie= %1, daf alle Wur-
zelbalancen zwischery4 und 34 liegen. Der Baum ist damit ein B%I—Baum.

Uber den Parameter 14Rt sich die Giite der Ausgeglichenheit steuern. Je n@her
bei 0 liegt, um so weniger restriktiv ist die Forderung der Gewichtsbalanciertheit; je
nahera bei 1/2 liegt, um so besser ausgeglichen mussen die Baume io]B#ijn.
Man kann abea nicht gleich %2 setzen oder auch nur beliebig nahe an den Wezt 1
herankommen lassen, weil dann die Forderu)g6 restriktiv ist, da’ nicht mehr fir
jede KnotenzahN ein Baum existiert, der in BB{] liegt. So gibt es beispielsweise nur
zwei Suchbaume mit zwei inneren Knoten, wie in Abbildung 5.34 dargestellt wird. Die
Wurzelbalance des linken Baumes ig32und die des rechten is{/3. Beide Baume
liegen in BE], aber B3] enthalt keinen Baum mit 2 inneren Knoten.

Wir setzen im folgenden voraus, dafistets so gewahlt ist, dal in B&[ wenig-
stens ein Baum mi Knoten fur jedesN liegt. (Wéhlt maro € [%1,1— 4], so gilt die
Bedingung; vgl. hierzujill1] ode 3])

Der Aufwand zur A hrung fir Suchbaume typischen Operationen Suche
Einfigen und Entfernen hangt unmittelbar von der H6he der jeweils betrachteten Ba
me ab. Wir wollen uns daher zunéchst tberlegen, dafl} die tber die Knotengewicl
definierte Balancebedingung impliziert, daf’ gewichtsbalancierte Baume eine Hohe f
ben, die logarithmisch von der Anzahl der Knoten abhangt. Gewichtsbalancierte Baur
sind dadurch charakterisiert, dal man beim Hinabsteigen von einem Kmoteginem
seiner Séhne stets einen Mindestbruchteil der Blatter verliert, der durch den Balanc
faktora bestimmt ist. Genauer: Igtein Knoten mit linkem Sohmp und rechtem Sohn
pr, so folgt aus ) (und ¢xx)):

(i) W(pi) < (1-a)W(p)
(ii) W(pr) < (1-a)W(p)

Bemerkung: Eine analoge Bedingung gilt weder fur héhenbalancierte Baume noc
fur Bruder-Baume. Wenn man beispielsweise einen Bruder-Bhinetrachtet, dessen
Wurzel als linken Teilbaur; einen “Fibonacci-Baum” mit Hohk und /., 1 Blattern
hat und als rechten Teilbaufn einen vollstandigen Binarbaum mit derselben Héhe, so
gilt:

W(Tj) =F1=c-1.618..."

mit einer Konstanten und
W(T) =c-1.618---"4 2"

Nehmen wir nun an, es gibtein 0< a < 1, so dafW(T;) < (1—a)W(T). Dann folgt
aus (ii)
2"<(1-a)(c-1.618 -1 42"
und damit
1 1.618--

mﬁ(l‘*'c'( 2 )h)

Weil a < 1 ist, muR3 ¥(1—a) > 1 sein. Man erhélt also einen Widerspruch, da
(1.618--- /2)" mit wachsenderh gegen 0 geht. |


Literaturverweis [131]
[131] J. Nievergelt und E. M. Reingold. Binary search trees of bounded balance. SIAM Journal on Computing, 2:33-43, 1973.

Literaturverweis [123]
[123] K. Mehlhorn. Datenstrukturen und effiziente Algorithmen, Band 1, Sortieren und Suchen. Teubner, Stuttgart, 1986.


292 5 Baume

Sei nun ein gewichtsbalancierter Baumaus BBp] mit Héhe h gegeben. Wir
betrachten einen Pfad maximaler Lange von der Wurzel zu einem Blatt. Seie
P1, P2,---, pn die (inneren) Knoten auf diesem Pfad. Der Knojerist also die Wurzel
und py, ist ein Knoten, dessen beide Sohne Blatter sind. Daher ist

W(T) =W(p1) und W(pn)=2.

Wegen (i) und (ii) gilt:

Also
2<(1-a)"tW(py) = (1— )" 1N,

wennN = W(p;) die Anzahl der Blatter des Baum@&sbezeichnet. Durch Logarith-
mieren dieser Ungleichung erhélt man
1< (h—1)log,(1—a)+log, N,

also 0N 1
h—1< _OgN—-1
—log,(1—a)
Die Hoheh eines Baumes aus B&] ist also logarithmisch in der Anzahl der Blatter
oder Knoten beschréankt.

= O(logN).

Suchen, Einfigen und Entfernen von Schlisseln

Da gewichtsbalancierte Baume insbesondere bindre Suchbaume sind, kann man ir
nen genauso suchen wie in natirlichen Baumen. Weil die Hohe eines Baumes :
BB[a] mit N Knoten von der GréRenordnur@logN) ist, kann man die Operation
Sucherebenfalls stets i®(logN) Schritten ausfuhren.

Um einen Schlissel in einen Baumaus BBf] einzufligensucht man zunéchst nach
dem einzufligenden Schlissel im Baum. Wenn der Schlissaiath nicht vorkommt,
endet die Suche erfolglos in einem Blatt, das die erwartete Position des einzufiige
den Schlissel reprasentiert. Wie bei natiirlichen Baumen ersetzt man dieses Blatt du
einen inneren Knoten, der den neu einzufligenden Schlussel aufnimmt, und gibt it
zwei Blatter als S6hne. Der resultierende Baum ist damit zwar wieder ein Suchbaul
aber moglicherweise kein gewichtsbalancierter Baum austBBhr. Denn man hat
ja durch Schaffen eines weiteren inneren Knotens und eines neuen Blattes die Gewic
aller Knoten auf dem Pfad von der Wurzel zur Einfligestelle verandert. Baifiernen
eines Schlissels tritt eine &hnliche Situation ein. Man entfernt einen Schliissel zunac
genauso, wie man es von nattrlichen Baumen kennt. Man reduziert das Entfernen
so gegebenenfalls auf das Entfernen des symmetrischen Nachfolgers oder Vorgan
eines Knotens und kann daher ohne Einschrankung annehmen, daf3 man den Schli
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eines Knotens entfernt, dessen beide Séhne Blatter sind. Ersetzt man nun diesen K
ten durch ein Blatt, so haben sich wieder die Gewichte aller Knoten auf dem Pfad vc
der Wurzel bis zur Entfernestelle verandert. Man muf3 also unter Umstanden den Bal
umstrukturieren, um wieder einen BBfBaum zu erhalten. Dazu geht man &hnlich
vor wie bei AVL-Baumen. Man lauft den Suchpfad zuriick und priift an jedem Knoten
ob die Wurzelbalance an diesem Knoten noch im Berfich — a] liegt. Ist das nicht
der Fall, fihrt man eine Rotation oder Doppelrotation durch, um die Wurzelbalance ¢
dieser Stelle wieder in den vorgeschriebenen Bereich zurtickzubringen.

Hier stellt sich natlrlich zunachst die Frage, wie man denn tGberhaupt erkennen kat
ob an einem bestimmten Knoten die Wurzelbalance noch im vorgeschriebenen Bere
liegt. Dariber hinaus muf3 man natirlich zeigen, dal3 Rotationen und Doppelrotati
nen wirklich geeignete MaRnahmen sind, um die Wurzelbalance an einem bestimmt
Knoten in den verlangten Bereich zuriickzufthren.

Wir fihren an jedem Knoten dess&ewicht(weight) als zuséatzliches Attribut mit.
Die Knotengewichte kann man bei jeder Einfiige- und Entferne-Operation leicht ar
dern; notwendige Anderungen bleiben auf den Suchpfad beschrankt. Aus den Gewi
ten kann man die benétigten Wurzelbalancen leicht berechnen. Das Knotenformat v
BB[a]-Baumen kann man in Pascal etwa wie folgt vereinbaren:

type

Knotenzeigere tKnoten

Knoten= record
key: integer,
leftson, rightson Knotenzeiger
weight: integer,
info : {infotype

end

Gegeniiber AVL-Baumen und Bruder-Baumen muf3 man also im Falle gewichtsbala
cierter Baume an jedem Knoten eine im Prinzip unbeschrankt grof3e Information mi
fuhren, die zur Uberprifung und Sicherung der Ausgeglichenheit herangezogen wir
Das ist naturlich ein Nachteil, wenn es auf eine besonders Speicherplatz sparende
plementation einer Klasse balancierter Baume ankommt.

Nach dem Einfligen oder Entfernen eines Schliissels lauft man nun auf dem Suchp
zur Wurzel zuriick und Uberprift an jedem Knoten die Wurzelbalance des zugehdrig
Teilbaumes.

Liegt die Wurzelbalancg(Tp) des Teilbaumes mit Wurz@lauRerhalb des Bereiches
[a,1—a], sind zwei Félle mdglich:

Fall1: p(Tp) <a

Fall2: p(Tp) > (1—a)

Betrachten wir zunachst den Fall 1 etwas genauer. Die Beding(ifig < o be-
deutet, daR der rechte Teilbaum gegeniber dem linken zu schwer geworden ist, L
zwar entweder, weil im rechten Teilbaum ein Knoten (und ein Blatt) eingefligt wurde
oder weil im linken Teilbaum ein Knoten entfernt wurde. Um die Wurzelbalance be
p wieder in den Bereichd, 1 — a] zuriickzubringen, missen wir den rechten Sphn
von p leichter machen. Wie im Falle von AVL-Baumen versuchen wir das mit Hilfe
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einer Rotation nach links oder einer Doppelrotation rechts-links. Welche dieser Opet
tionen gewahlt werden muf3, hangt ab vom Balancefaktond vom Wert der Wurzel-
balance vorp;. Man kann zeigen (vgl. z.B!3]), daf es eine wpabhangige Zahl
d € [a,1— a] gibt, derart, da3 eine Umstru erung entsprechend der folgenden Fa
unterscheidung auf jeden Fall die Wurzelbalance in den Beraidhf a] zuriickfihrt,
wenna im Bereich[ 1- *f] liegt.

Fall 1.1[p(Tp,) < d Ausgleichen durch einfache Rotation nach links

‘WA

Fall 1.2[p(Tp,) > d] Ausgleichen durch Doppelrotation rechts-links

Wir betrachten als Beispiel den Baum mit den vier Schliis§2|b, 6, 8 aus BB%]
in Abbildung 5.35.

Eine Uberprifung der Wurzelbalancen nach Einfiigen des Schliissels 9 zeigt, da
Wurzelbalance beim Knotep nicht mehr im vorgeschriebenen Bereii;%] %’] liegt.
Eine Rotation bep genigt, um beim Knotep die Wurzelbalance in den vorgeschrie-
benen Bereich zuriickzufihren.

Fugen wir in den Baum aus 3%] in Abbildung 5.36 den Schliissel 2 ein, so genugt
eine einfache Rotation nach links an der Wurzel des neuen Baumes nicht mehr, um
Wurzelbalance dort in den Berei¢ﬁ|, %] zurlckzufihren. Eine Doppelrotation leistet
dies aber.

Bisher haben wir nur den Fall 1 betrachtet; er kann eintreten, wenn ein Knoten auf ¢
rechten Seite vop eingefuigt oder auf der linken Seite vprentfernt wurde. Der Fall 2,
p(Tp) > (1—a), kann eintreten, wenn in einem zuvor ausgeglichenen Baum entwed
links ein Knoten eingefugt oder rechts einer entfernt wurde. Dann wird in Abhangigke
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von 9

Abbildung 5.36

von einem geeignet gewahlten Wer€ [a,1— a] eine Rotation nach rechts oder eine
Doppelrotation links-rechts ausgefiihrt, die dafiir sorgt, daf? die Wurzelbalanpébei
den vorgeschriebenen Bereich zurtickkehrt.

Der Nachweis, dal3 nach einer Rotation oder Doppelrotation die Wurzelbalance &
einem Knoterp wieder im vorgeschriebenen Bereich liegt, ist technisch umstandlich
aber nicht schwierig. Er verlauft im Prinzip so: Man berechnet die Wurzelbalancen d¢
transformierten Baume aus den urspriinglichen Wurzelbalancen. Weil man weif3, d
die urspriinglichen Wurzelbalancen im BereiahI— a] lagen, erhalt man automatisch
Schranken fir die Wurzelbalancen der transformierten Baume; man muf3 sich dann r
noch davon tberzeugen, dal die letzteren im vorgeschriebenen Bereich liegen. Die
Nachweis gelingt allerdings nur, wene [%, 1- @] ist.

Wir verzichten auf die Ausfihrung der Details und fassen nur das Ergebnis noc
einmal zusammen. Gewichtsbalancierte Baume sind eine Moglichkeit zur Impleme!
tierung von Wérterbilichern, die es erlaubt, jede der Operationen Suchen, Einfligen u
Entfernen von Schliisseln auch im schlechtesten Fal{logN) Schritten auszufiihren.

Die Uiber eine Anzahl iterierter Einflige- und Entferne-Operationen gemittelte Anzal
von Rotationen und Doppelrotationen, die erforderlich ist, um stets Baume ia] BB[
zu erhalten, ist konstant, obwohl im schlechtesten Fall eine einzelne Einflige- od
Entferne-Operation durchaus langs samtlicher Knoten des SuchpfadeQ{hJsd =
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Hohe des Baumes, viele Rotationen und Doppelrotationen auslésen kann. Auch die
Ergebnis wollen wir hier nicht beweisen, sondern verweisen daZI [123].

5.3 Randomisierte Suchbaume

Fugt manN Schlissel der Reihe nach in einen anfangs leeren bindren Suchbaum e
so kann, wie wir in Abschnitt 5.1 gesehen haben, ein natirlicher Suchbaum entsteh
dessen durchschnittliche Suchpfadléange von der GroRenordiyihigt. Glicklicher-
weise treten solche zu linearen Listen ,degenerierten” bindren Suchbdume unter ¢
denN! mdglichen Anordnungen voN Schllisseln entsprechenden Suchbaumen nich
allzu haufig auf. Daher sind die Erwartungswerte fir die durchschnittliche Suchpfas
lange und die Kosten zur Ausfiihrung einer Einflige- oder Entferne-Operation fir eine
zuféllig erzeugten bindren Suchbaum mitSchlusseln nur von der GréR3enordnung
O(logN).

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, wie eine einfache Randomisierungsstrati
gie helfen kann, ,schlechte" Eingabefolgen zu vermeiden. Durch geeignete Rand
misierung der Verfahren zum Einfigen und Entfernen von Schlisseln analog zu rg
domisiertem Quicksort, vgl. Abschnitt 2.2.2, wird gesichert, daf3 unabhéngig von d
Einflgereihenfolge fir jede Menge vdhSchliisseln gilt: Der Erwartungswert fir die
Kosten einer einzelnen Such-, Einflige- oder Entferne-Operation in einem randomisi
ten Suchbaum miN Schlisseln ist von der GroRenordnudgogN). Das wird auf
folgende Weise erreicht: Man ordnet jedem Schliissel eine zuféllig gewéhlte ,Zeitma
ke als Prioritat zu. Die Einfige- und Entferne-Verfahren werden dann so verénde
daf gilt: Unabhé&ngig von der tatsachlichen Reihenfolge, in der die Update-Operation
ausgefuhrt werden, die eine aktuelle Schlisselmé&igefern, wird immer derjenige
natirliche Suchbaum zur Speicherung Werzeugt, der entstanden ware, wenn man
die Elemente vorgin der durch ihre Prioritdten gegebenen zeitlichen Reihenfolge ir
den anfangs leeren Baum der Reihe nach eingefiigt hatte. Wir beschreiben nun di
Idee im folgenden genauer und analysieren die Verfahren anschlief3end.

Randomisierte Suchbaume wurden von Aragon und S' [10] erfunden. Unse
Analyse folgt der vereinfachten Darstellung‘3].

5.3.1 Treaps

Gegeben sei eine Mengevon Objekten mit der Eigenschaft, dal jedes Elerment
zwei Komponenten hat, eine Schliisselkompongkiyund eine Prioritatskomponente
x.priority. Wir nehmen an, daf3 die Schliisselkomponenten einem vollstandig geordr
ten Universum entstammen, also ohne Einschrankung ganzzahlig sind. Die Priorita
sollen einem davon méglicherweise verschiedenen, ebenfalls vollstandig geordne
Universum entstammen. Eifreapzur Speicherung vo8ist ein bindrer Suchbaum fur
die Schlusselkomponenten und ein Min-heap fiur die Prioritéten der Elements von
Ein Treap ist also eine Hybridstruktur, die die Eigenschaften von binaren Suchbaum
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(tree9 und Vorrangswarteschlangehe@p$, vgl. Abschnitt 2.3 und 6.1, miteinander
verbindet. Im Abschnitt 7.4.4 werden wir eine Variante dieser Struktur zur Speiche
rung von Punkten in der Ebene diskutieren, die von McCrei.[119] vorgeschlage
und Prioritats-Suchbaum genannt wurde.
Genauer gilt fur jeden Knotep eines Treaps: Speichgutdas Elemenk, so gelten
fur p die folgende Suchbaum- und Heapbedingung.
Suchbaumbedingun§iir jedes Elementim linken Teilbaum vomp ist y.key< x.key
und fur jedes Elementim rechten Teilbaum vop ist x.key< y.key
Heapbedingund=ir jedes in einem Sohn vgngespeicherte Elemengilt x.priority
< zpriority.

Beispiel: Abbildung 5.37 zeigt einen Treap, der die Elemente der MeBge
{(1,4),(2,1),(3,8),(4,5),(5,7),(6,6),(8,2),(9,3)} speichert. Dabei soll die erste
Zahl jeweils den Schlussel und die zweite die Prioritat bezeichnen.

Abbildung 5.37

Wir Uiberlegen uns zunéchst, daf? es fiir jede Me®igen Elementen mit paarweise
verschiedenen Schlusseln und Prioritdten genau einen Treap gil8,sgeichert. Ist
namlichx das eindeutig bestimmte Element vBmit minimaler Prioritat, so muft an
der Wurzel des Treap gespeichert werden. Teilt man nun die restlichen Elemei&e vo
in die zwei Mengerg; = {y| y.key< xkey} undS; = {y| y.key> x.key}, so miissen auf
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dieselbe Weise konstruierte Treaps jeweils linke und rechte Teil-Treaps der Wurzel (n
Elementx) werden. Die Eindeutigkeit d&sspeichernden Treap folgt damit induktiv.

Suchen und Einfiugen in Treaps

Sei nun ein Treap gegeben, der eine MeBgen Elementen speichert. D&ichenach
einem Elemenx kann wie bei normalen binaren Suchbaumen nur unter Benutzung de
Schliisselkomponenten durchgefiihrt werden. Wie kann man ein neues Elemint
neuer Schlissel- und Prioritdtskomponente in einen Tegdfiger? Dazu geht man wie
folgt vor: Zunéchst wird das Blatt, bei dem die Suche makay(erfolglos) endet, durch
einen inneren Knoten ersetzt, despeichert. Der resultierende Baum ist ein Suchbaum
fur die Schlisselkomponenten, aber im allgemeinen kein Treap, weil die Heapbedi
gung fir die Prioritaten méglicherweise nicht gilt. Denpriority kann kleiner sein als
die Prioritat des beim Vater voxgespeicherten Elements. Die uns schon bekannter
Rotationsoperationen zur lokalen Umstrukturierung von binaren Suchbaumen koénr
dazu benutzt werden, die Heapbedingung wieder herzustellen. Abbildung 5.38 ze
diese Operationen. Offenbar kann man durch Ausfiihren einer Rotation (nach links oc
rechts) ein Element um ein Niveau heraufbewegen; gleichzeitig wird dadurch ein and
res herabbewegt. Dabei bleibt die Suchbaumstruktur erhalten.

° Rotation °
nach rechts
(v) — (v)

Rotation
nach links
(_

Abbildung 5.38

Falls also die Heapbedingung fdmicht gilt, wird x durch Rotationen nach links
oder rechts solange nach oben bewegt, bis die Heapbedingung wieder gik loeier
der Wurzel angelangt ist. Abbildung 5.39 zeigt die zur Wiederherstellung der Heapb
dingung nach Einfiigen des Elemef(its0) in den Treap von Abbildung 5.37 erforder-
lichen Schritte. Darin sind die zwei Knoten, flr die eine Rotation nach links oder recht
durchgefiihrt wird, jeweils durch einer‘,gekennzeichnet.

Entfernen von Elementen aus Treaps

Zum Entfernereines Elements verfahrt man genau umgekehrt. Durch Rotationen na
links oder rechts bewegt man das zu entfernende Elemsolange abwarts, bis bei-
de S6hne des Knotens, despeichert, Blatter sind. Dabei hangt die Entscheidung, ob
x durch eine Rotation nach links oder rechts um ein Niveau nach unten bewegt wir
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Rotation
nach links

Rotation
nach rechts

Rotation
nach links

Rotation
nach links

Abbildung 5.39
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jeweils davon ab, welcher der beiden Séhne des Knotenss despeichert hat, das
Element mit kleinerer Prioritat gespeichert hat. Dies Element muf3 durch die Rotatic
um ein Niveau hochgezogen werden.xdiei einem Knoten angelangt, dessen beide
Sohne Blatter sind, entfernt man diesen Knoten und ersetzt ihn durch ein Blatt. Abb
dung 5.39 zeigt zugleich ein Beispiel fiir eine Entferne-Operation: Um aus dem letzte
Treap das Elemer{#7,0) zu entfernen, mul3 das Elemdidt0) durch Ausfuhrung der
angegebenen Rotationen in umgekehrter Reihenfolge und Richtung nach unten bew
werden, bis es entfernt werden kann.

5.3.2 Treaps mit zufélligen Prioritaten

Ein randomisierter Suchbaufilir eine MengeS von Schliisseln ist ein Treap fur eine
Menge von Elementen, deren Schliissel genau die SchliisSsind und deren Priori-
taten unabhangig und gleichverteilt zufallig gewahlt sind. Wir setzen also voraus, d:
keine zwei Schlussel die gleiche Prioritat erhalten. Ferner soll die Zuweisung von Pri
ritdten so erfolgen, dal jede Permutation der Element&ygbeich wahrscheinlich ist,
wenn man die Elemente vdhinach wachsenden Prioritdten ordnet. Um die Zufallig-
keit auch nach einer Einflige- oder Entferne-Operation sicherzustellen, muR3 der M
chanismus der Zuweisung von Prioritaten zu Schliisseln, z.B. durch einen Zufallsze
lengenerator, vor dem Benutzer verborgen bleiben. Denn sonst kénnte er leicht dul
Leinseitige” Wahl von Schlisseln (und Prioritaten) dennoch degenerierte Baume erze
gen. Flgen wir also in eine Men@von N Schlisseln einen weiteren Schliissein,

so nehmen wir an, daeine Prioritat zugewiesen wird, fiir die gilt: Die Wahrschein-
lichkeit daflr, daf’ diex zugewiesene Prioritat in eines der durch die den bisheriger
Elementen zugewiesenen Prioritaten definierten Prioritatsintervalle fallt, ist fir jede
Intervall gleich grof3. Damit ist klar, daf3 die Struktur eines randomisierten Suchbaum
fur eine Menge voN Schliisseln mit der eines zufallig erzeugten Suchbaumes fir dies
Schlussel identisch ist. Insbesondere ist damit der Erwartungswert fur die durchschn
liche Suchpfadléange von der GroRenordn@itpgN), vgl. Abschnitt 5.1.3.

Wir berechnen jetzt die Erwartungswerte fiir die Kosten einer einzelnen Such
Einfige- und Entferne-Operation. Da eine Einflge-Operation als invers ausgeful
te Entferne-Operation aufgefal3t werden kann, gendgt es, die Kosten der Such-
Entferne-Operation abzuschéatzen. Die Kosten der Entferne-Operation setzen sich
zwei Anteilen zusammen, den Kosten, um auf das zu entfernende Elrméenigrei-
fen (Suchkosten) und den Kostenzu den Blattern hinunter zu rotieren und dort zu
entfernen (Entfernungskosten).

Suchkosten

Wir berechnen den Erwartungswert fir die Kosten, um aufrdean Schlissel in ei-
nem randomisierten Suchbaum mitSchlisseln zuzugreifen. Dazu nehmen wir ohne
Einschrankung an, dal3 im Suchbaum die Schliissel,N gespeichert sind und auf
m, 1 < m< N, zugegriffen wird. Um auf den Schlissal zuzugreifen, missen wir
dem Pfad von der Wurzel zon im Treap folgen. Zur Berechnung der Kosten einer
Suchoperation (fur die erfolgreiche Suche negtyeniigt es also, den Erwartungswert
fur den Abstand eines Schllissais1 < m < N, in einem zufallig erzeugten Baum zu
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berechnen, der die Schliisddl ...,N} speichert. Wir betrachten dazu samtliche Per-
mutationen der Schlussgl, ..., N} und fur jede Permutatioo den nattrlichen Baum,
der sich ergibt, wenn man die Schlissel in der durdfestimmten Reihenfolge in den
anfangs leeren Baum einfiigt. Dann berechnen wir den Abstandnveon der Wur-
zel dieses Baumes und mitteln tber alle Permutationen. Anders formuliert: Wéhlen w
eine Permutatiow der Schlusse{1,...,N} zufallig und jede deN! mdglichen Per-
mutationen mit derselben Wahrscheinlichkeit, so berechnen wir den Erwartungswe
fur den Abstand desyten Schlissels von der Wurzel desegehdrenden naturlichen
Baumes. Jeden Pfad von der Wurzel eines natirlichen Baumes zum Schilkssel
man in zwei Teile zerlegen, iR (M) undP> (m).

P<(m) enthélt genau die Schliissel, die auf dem Pfad von der Wurzelisgen und
kleiner oder gleichm sind.

P- (m) enthélt genau die Schliissel, die auf dem Pfad von der Wurzeliagen und
grolRer oder gleicm sind.

Aus Symmetriegriinden genugt es, den ErwartungsweRS£(m) zu berechnen.

Ist eine Permutatioo = (ay,...,an), alsog = a(i), 1 <i < N, gegeben, so liegen
genau die Schlussklim o zugeordneten natlrlichen Baum &uf(m), fir die gilt:

1) k<m
(2) kkommt ing links vonm (einschlie3lichm) vor (d.h.k wurde vorm eingefigt).

(3) kist groler als alle imo links von k auftretenden Elemente, die ebenfallan
sind.

Beispiel: Seio = (7,2,8,9,1,4,6,5,3). Der o entsprechende natiirliche Baum ist
der Baum mit derselben Struktur wie der letzte Treap aus Abbildung 5.39; er is
noch einmal in Abbildung 5.40 dargestellt. DannRst(5) = (2,4,5), P<(3) = (2,3),
PS(Q) =(7,8,9) undPZ(S) =(7,6,9).

Betrachtet man in einer Permutatiorder Zahler{1,...,N} nur die Elemente, die
kleiner oder gleichm sind, in derselben Reihenfolge, in der siedirauftreten, so er-
halt man aus allen Permutationen vfh...,N} alle Permutationen vofl,...,m}
und zwar jede Permutation mit gleicher Wahrscheinlichkeit, wenn man jede Permuta
onvon{l,...,N} mit gleicher Wahrscheinlichkeit wahlt. Zur Berechnung des Erwar-
tungswertes fiiP< (m) geniigt es also, eine zuféllige Permutatiovon {1,...,m} zu
betrachten und dafiir den ErwartungsweH, fiir die Anzahl der Zahlek zu bestim-
men mit der Eigenschaft, d&iyroRer ist als alle links vokin T auftretenden Schlissel.
Offenbar hat eine Zald > 1 diese Eigenschaft genau dann, wé&rsie auch in der Fol-
ge hat, die entsteht, wenn man 1 weglaR3t. Der Erwartungswert fiir die Anzahl dies
Zahlen ist daheEHy,_1. Die Zahl 1 mu3 noch hinzugezahlt werden, wenn 1 das erste
Element int ist. Das ist mit Wahrscheinlichkeit/in der Fall. Damit erhalt man die
Rekursionsformel

1

mit der LosungEHm = S, £ = O(logm).
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Abbildung 5.40

Man erhélt also als Erwartungswert fie (m) den WertO(logm) = O(logN), weil
m < N ist. Analog folgt, daf? auch der Erwartungswert \Ry{m) von der Gréf3enord-
nungO(logN) ist. Die Suche ist daher in jedem Fall@{logN) Schritten ausfihrbar.

Entfernungskosten

Um ein Elemenm aus einem Treap zu entfernen, muf3 man zunachshawigreifen
und m dann durch Rotationen solange abwarts bewegemlhisi den Blattern ange-
langt ist. Wir miissen also noch den Erwartungswert fur die Anzahl der auszufiihrend
Rotationen berechnen. Zunachst zeigen die in Abbildung 5.38 erlauterten Rotationso
rationen folgendes: Wird ein Element durch eine Rotation nach rechts um ein Nives
abwarts bewegt (Elememntin Abbildung 5.38), so nimmt dadurch die Lange des rech-
testen Pfades im linken Teilbaum des Knotens, der das Element speichert, um 1 ab;
Lange des linkesten Pfades im rechten Teilbaum des Knotens, der das hinunterbew:
Element speichert, bleibt unverandert.

Analog gilt: Wird ein Element durch eine Rotation nach links um ein Niveau abwart:
bewegt (Element in Abbildung 5.38), so nimmt dadurch die Lange des linkesten Pfa-
des im rechten Teilbaum des Knotens, der das Element speichert, um 1 ab; die L&
des linkesten Pfades im rechten Teilbaum des Knotens, der das hinterunterbewegte |
ment speichert, bleibt unverandert.

Aus diesen Beobachtungen folgt sofort, daf? die Anzahl der Rotationen, um ein El
mentmvon einem Knoterp bis zu den Blattern hinunterzubewegen, gleich der Summe
der Lange des rechtesten Pfades im linken Teilbaunpuwomd der Lange des linkesten
Pfades im rechten Teilbaum varist.

Beispiel: Fir den Baum aus Abbildung 5.40 gilt: Die Knoten mit den Schlisseln 2
4, 6 bilden den rechtesten Pfad im linken Teilbaum des Knotens, der 7 speichert; u
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der Knoten mit Schlissel 8 ist der einzige Knoten auf dem linkesten Pfad im rect
ten Teilbaum des Knotens, der 7 speichert. Die Summe der Langen dieser Pfade is
Vier Rotationen geniigen also, um 7 von der Wurzel zu den Blattern zu bewegen. D
sind genau die in Abbildung 5.39 gezeigten Rotationen in umgekehrter Richtung ur
Reihenfolge.

Aus Symmetriegriinden gentigt es nattirlich, den Erwartung&xtfur die Lange
des rechtesten Pfades im linken Teilbaum des Knotens zu berechnemgesgpeichert
hat, wenmm ein Schlissel in einem zuféllig erzeugten binaren Suchbauh &chlis-
sel{1,...,N} und 1< m< N ist. Naturlich kénnen im linken Teilbaum des Knotens,
derm gespeichert hat, nur Schliissek m auftreten. Betrachten wir also eine Permu-
tationo der Schlusse{l,...,N}, so liegt ein Schlissd auf dem rechtesten Pfad im
linken Teilbaum des Knotens, dergespeichert hat ins entsprechenden Baum, wenn
folgendes giltk tritt rechts vonmin o auf (d.h.k wurde nachm eingefligt) undk ist
groBer als alle Schliissel a{is ..., m— 1}, diek in o vorangehen und links oder rechts
vonm auftreten.

Beispiel: Isto=(7,2,8,9,1,4,6,5,3) undm= 7, so haben genau£ 6 die genannte
Eigenschaft; ism= 4, so nuk = 3.

Es genlgt also, fiir eine zuféllig gewéhlte Permutatidon {1,...,m} die Anzahl
E Gn, der Zahlerk zu bestimmen, fur die gilt:

(1) ktrittin T rechts vorm auf,

(2) kist groRer als alle im k vorangehenden Elemente &s. .., m— 1}, die rechts
vonm liegen.

Wenn wir die Bedingung (1) einfach weglassen und nur die Anzahl der Zahlen be
stimmen wollen, die (2) erfiillen, kénnen wir direkt das zuvor bei der Analyse der Suct
kosten bereits hergeleitete Ergebnis Glbernehmen; der gesuchte Erwartungswert ist
der GroRenordnun@(logm). Man kann aber mehr zeigen, néamlich, d&@ny, < 1 ist,
und zwar wie folgt: In einer zuféllig gewahlten Permutatiomon {1,...,m} erfllt
eine Zahlk > 1 die Bedingungen (1) und (2) genau dann, wenn sie die entsprechel
den Bedingungen fir die (ebenfalls zuféllige) Permutation erfillt, die man erhélt, wen
man 1 weglaflt. Der Erwartungswert fir die Anzahl der Zakienl, die (1) und (2)
erflllen, ist daher gleick Gy,_1. Die Zahl 1 erfiillt die Bedingungen (1) und (2) genau
dann, wenmmdie erste Zahl und 1 die zweite Zahl in der Permutatiést. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist Am(m— 1). Also gilt fir E Gy, die folgende Rekursionsformel:

1

E -
Gm-1+ p und

=G M=)

EG. = 0O

Diese Gleichung hat die Losufi®Gn = (m—1)/m< 1.

Insgesamt ergibt sich damit, da3 der Erwartungswert fiir die Anzahl der Rotatione
nach der Entfernung eines Schliissels aus einem randomisierten Suchbaum kleiner
2 ist. Dasselbe gilt natlrlich auch fur das Einfugen, weil Einfigen und Entfernen i
randomisierten Suchbaumen invers zueinander sind.
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Praktische Realisierung

Eine Implementation randomisierter Suchbaume erfordert es, Schliisseln zufallige Pr
ritdten zuzuweisen und zwar so, dalR nach jeder Update-Operation die Prioritaten
Schlussel der jeweils vorliegenden Menge unabhéngige und gleichverteilte Zufallsy
riablen sind. Irgendwelche Annahmen lber die Verteilung der Schliissel selbst werd
nicht gemacht. Aragon und Seid 0] schlagen dazu vor, als Prioritaten zufallige ur
gleichverteilte reelle Zahlen aus Intery@Jl1) zu nehmen und sie wie folgt zu er-
zeugen: Man generiert die Dualdarstellung der den Schliisseln zugewiesenen Priorité
nach Bedarf bitweise Stick fir Stiick, indem man mit Hilfe eines 0-1-wertigen Zufalls
zahlengenerators immer gerade soviele Bits erzeugt, wie erforderlich sind, um eine e
deutige Anordnung der den Schliisseln zugewiesenen Prioritaten zu erméglichen. W
also z.B. ein neuer Schliussein einen randomisierten Suchbaum eingefigt, so fligt
manx an der vom Suchverfahren erwarteten Position unter den Blattern emdést
Vater dieses Blattes und hpteinen Schliissel gespeichert, dem als Prioritat dunch
zufallig erzeugte Bitsy bisher ein Wert @ ... an zugewiesen wurde, so erzeugt man
so viele neue Bit®; bis die Bitfolgen Oa;a,... und Qbsb,... erstmals eine eindeutige
Anordnung ermdglichen; unter Umstanden kann es erforderlich werden, auch die B
folge g zu verlangern. Meistens wird aber schon nach wenigen Bits klar sein, welct
Bitfolge Anfangsstiick der Dualdarstellung der reellen Zahl mit gré3erem oder kleine
rem Wert ist. Dann weist man die so erhaltene Bitfolgas Prioritét zu. Wird nurx
nach oben rotiert, so kann es erforderlich werdenxdiagewiesene Prioritat mit den
anderen Schliisseln zugewiesenen Prioritdten zu vergleichen. Wenn die bisher erze
ten Bitfolgen keine eindeutige Entscheidung zur Anordnung der Prioritaten erlaube
werden in jedem Fall so viele weitere Bits zuféllig erzeugt, bis erstmals eine eindeuti
Entscheidung méglich ist. Man kann zeigil10], daf’ der Erwartungswert fir die zi
satzliche Zahl von Bits, die ndtig ist, um n einer Update-Operation eine eindeuti
Anordnung der Prioritaten zu ermdglichen, konstant ist (héchstens 12).

5.4 Selbstanordnende Binarbaume

Ganz &hnlich wie bei linearen Listen, vgl. Abschnitt 3.3, kann man auch fur binar
Suchbadume Strategien zur Selbstanordnung entwickeln. Das Ziel ist dabei, mdglicl
ohne explizite Speicherung von Balance-Informationen oder Haufigkeitszahlern eil
Strukturanpassung an unterschiedliche Zugriffshaufigkeiten zu erreichen. Schlissel,
die relativ haufig zugegriffen wird, sollen naher zur Wurzel wandern. Dafir kénnel
andere, auf die seltener zugegriffen wird, zu den Blattern hinabwandern. Sind die Z
griffshaufigkeiten fest und vorher bekannt, so kann man Suchbaume konstruieren, |
optimal in dem Sinne sind, daf3 sie die Suchkosten minimieren unter der Voraussetzu
daf sich die Struktur des Suchbaumes wahrend der Folge der Suchoperationen n
andert. Verfahren zur Konstruktion optimaler Suchbdume werden im Abschnitt 5.7 vo
gestellt. Wir behandeln in diesem Abschnitt den Fall, daR die Zugriffshaufigkeiten nicl
bekannt und méglicherweise (liber die Zeit) variabel sind.


Literaturverweis [10]
[10] C.R. Aragon und R.G. Seidel. Randomized search trees. In Proc. 30th IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, S. 540-545, 1989.


Literaturverweis [10]
[10] C. R. Aragon und R. G. Seidel. Randomized search trees. In Proc. 30th IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, S. 540-545, 1989.


5.4 Selbstanordnende Binarbaume 305

Durch Ausfiihrung von Rotationen kann der Abstand zur Wurzel eines in einem b
naren Suchbaum gespeicherten Schliissels verandert werden, ohne dal3 die Suchb:
struktur dadurch zerstért wird. Es ist daher naheliegend, diese Beobachtung fur die E
wicklung von Heuristiken zur Selbstanordnung von bindren Suchbdumen zu nutze
So entspricht deff-Regel(Transpositionsregel) fir lineare Listen die Strategie, nach
Ausfiihrung einer Suche das gefundene Element durch eine Rotation um ein Nive
hinaufzubewegen, falls es nicht schon an der Wurzel gefunden wird. Analog entspric
der MF-Regel(Move-to-front) fur lineare Listen die folgende Move-to-root-Strategie
fur bindre Suchbaume: Nach jedem Zugriff auf einen Schltissel wird er durch Rotatic
nen solange hinauf bewegt, bis er bei der Wurzel angekommen ist. Leider haben die
beiden einfachen und naheliegenden Strategien die unangenehme Eigenschaft, da
beliebig lange Zugriffsfolgen gibt, fiir die die pro Zugriff bendtigte Zeit fiir einen Baum
mit N Schllsseln von der GréRenordnu®gN) ist, vgl. Wir werden im folgenden
Abschnitt jedoch eine Variante der Move-to-root-He k zur Selbstanordnung von b
naren Baumen kennenlernen, die amortisierte logarithmische Kosten fiir alle drei W¢
terbuchoperationen garantiert. D.h. die liber eine beliebige Folge von Such-, Einflig
und Entferne-Operationen gemittelten Kosten pro Operation sind von der Grof3enot
nungO(logN). Natirlich kann eine einzelne Operation fiir einen nach dieser Strategi
entstandenen sogenanntgplay-Baummit N Schlisseln durchau®(N) Schritte ko-
sten. Das ist aber nur moéglich, wenn vorher geniigend viele ,billige* Operationen vol
gekommen sind, so daR die Durchschnittskosten tber die gesamte Operationsfolge
OperationO(logN) sind. Wir erhalten damit zwar nicht dasselbe Verhalten wie bei der
Verwendung von balancierten Baumen im schlechtesten Fall fiir jede einzelne Opere
on, aber ein gleich gutes Verhalten fur die Operationenfolge im schlechtesten Fall ul
damit fur jede einzelne Operation im Durchschnitt und sogar ein wesentlich besser
wenn die Zugriffshaufigkeiten auf Schliissel sehr stark unterschiedlich sind.

5.4.1 Splay-Baume

Splay-Baume sind reine binare Suchbaume, d.h. ohne jede zuséatzliche Information v
Balance-Faktoren oder Haufigkeitszahler o.4., die sich durch eine Variante der Mov
to-root-Strategie selbst anordnen. Die wichtigste Operation iSpliey-OperationSie
verbreitert (englisch: splay) den Suchbaum so, daf? nicht nur jeder Schifiagében
zugegriffenwurde, durch Rotationen zur Wurzel bewegt wird; sondern durch geschick
Zusammenfassung der Rotationen zu Paaren wird dariiberhinaus zugleich erreicht,
sich die Langen samtlicher Pfade zu Schliisseln auf dem Suchpfeetwa halbieren.
Eine kunftige Suche nach einem dieser Schliissel wird also als Folge der Suche nac
schneller.

Wir erlautern jetzt zunachst die Splay-Operation, und dann, wie die Worterbuchop
rationen darauf zurtickgefiihrt werden kénnen.

Seit ein bindrer Suchbaum undein Schliissel. Dann ist das Ergebnis der Operation
Splayt,x) der bindre Suchbaum, den man wie folgt erhalt.

Schritt 1: Suche nachkint. Seip der Knoten, bei dem die (erfolgreiche) Suche endet,
falls x in t vorkommt, und sep der Vater des Blattes, bei dem eine erfolglose Suche
nachxint endet, sonst.


Literaturverweis [7]
[7] B. Allen und J. I. Munro. Selforganizing search trees. J. Assoc. Comput. Mach., 25(4):526-535, 1978.


306 5 Baume

Schritt 2: Wiederhole die folgenden Operatiormg) zig-zigund zig-zagbeginnend
bei p solange, bis sie nicht mehr ausfihrbar sind, wealllurzel geworden ist.

Fall 1:[p hat Vaterpp und ¢ p ist die Wurze]
Dann fuihre die Operatiorejg* aus, d.h. eine Rotation nach links oder rechts,mizir
Wurzel macht.

q=¢p — p
P q

Fall 2: [p hat Vater¢p und GroRRvatepdp und p und ¢ p sind beidegechteoder
beidedinke S6hné
Dann fuhre die Operatiorzjg-zid' aus, d.h. zwei aufeinanderfolgende Rotationen in
dieselbe Richtung, dip zwei Niveaus hinaufbewegen.

_)
Rotation
nach rechts
beir

Rotation
nach rechts
beiq

Fall 3: [p hat Vaterdp p und Grol3vated ¢ p und einer der beiden Knotgnund¢ p ist
linker und der andere rechter Sohn seines jeweiligen Vaters
Dann fuhre die Operatiorzjg-zad aus, d.h. zwei Rotationen in entgegengesetzte Rich-
tungen, diegp zwei Niveaus hinaufbewegen.



5.4 Selbstanordnende Binarbaume 307

_)
Rotation
nach rechts

beiq

Rotation
nach links
beir

In jedem dieser drei Féalle haben wir nur jeweils eine der méglichen symmetrische
Varianten veranschaulicht.

Die Splay-Operation kann als eine Variante der Move-to-root-Strategie aufgefal
werden; Der Schlussel, auf den zugegriffen wird, wird zur Wurzel rotiert. Wahrenc
bei der Move-to-root-Strategie jedoch Rotationen strikt ,von unten nach oben* durct
geflhrt werden, werden bei der Splay-Operation Rotationen nicht immer (namlich ir
zig-zig-Fall nicht) strikt in dieser Reihenfolge durchgefiihrt. Hier liegt der einzige Un-
terschied zur Move-to-root-Strategie; sie wiirde im zig-zig-Fall zunachst eine Rotatio
nach rechts bej und dann eine Rotation nach rechts beurchfiihren. Als Ergebnis
wirde man statt des Baumes im Fall 2 erhalten:
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Zig-zig

Abbildung 5.42
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Betrachten wir als Beispiel den Binarbatirmus Abbildung 5.41.

Das Ausfiihren der Operation8playt, 11) fur diesen Baum erfordert das Ausfiihren
einerzig-zig und einerzig-Operation, vgl. Abbildung 5.42.

Kommt der Schliisset im Baumt vor, so erzeugSplayt,x) einen Baum, dek
als Schlussel der Wurzel hat. Kommin t nicht vor, so wird durch Ausfiihren von
Splayt,x) der in der symmetrischen Reihenfolge dem Schli)ssemmittelbar vorange-
hende oder unmittelbar folgende Schliissel zum Schlissel der Wurzel. Das hangt day
ab, wie die erfolglose Suche naxlendet. Wir kénnen ohne Einschrdnkung annehmen,
daf die erfolglose Suche stets beim symmetrischen Vorgangeremufet, fallsx nicht
kleiner ist als alle Schliissel im Baum, und beim kleinsten Schliissel im Baum sonst.

Um nach einem Schlussglin einem Baunt zu suchen fiihrt manSplayt, x) aus
und sieht dann bei der Wurzel des resultierenden Baumes nach, ob sie den Sghliiss
enthalt.

Zum Einfligeneines Schliisselsin t filhre zunachsBplayt, x) aus. Falls dadurck
Schliissel der Wurzel wird, ist nichts mehr zu tun; denn dannxih schon vor. Kam
x in t noch nicht vor, so entsteht dur8playt,x) ein Baum, der den symmetrischen
Vorgéngely vonx in t als Schliissel der Wurzel hat (oder den kleinsten Schlissel, fall:
x kleiner ist als alle Schlissel ). Dann schaffe eine neue Wurzel migls Schlussel
der Wurzel. Ist alsa nicht kleiner als alle Schliissel inso entsteht:

Splayt, x)

= - (9
(¥
]

Fallsx kleiner ist als alle Schliissel inso entsteht:

Splayt, x)
—

—
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ZumEntfernereines Schlusselsaus einem Baurnflihre zunachst wied@play(t, x)
aus. Fallsx nicht Schliissel der Wurzel ist, ist nichts zu tun; denn dann kamt gar
nicht vor. Andernfalls hat der Baum den Schlissan der Wurzel und einen linken
Teilbaumt; und einen rechten Teilbautn Dann fuhreSplayt|, +) aus, wobeH-co
ein Schltssel ist, der groRer ist als alle Schlussel.iDadurch entsteht ein Bauth
mit dem groRten Schliissghont, an der Wurzel und einem leeren rechten Teilbaum.
Ersetze diesen leeren Teilbaum dutch

Splayt, x)

= — ()

Man beachte, daf3 die Ausfiihrung einer Operafiplayt, x) stets eine Suche nagh
im Baumt einschliet. Dasselbe gilt daher auch fiir jede Wérterbuchoperation. Bei d
Analyse der Kosten fiir die einzelnen Operationen kann man daher die Suchkosten
bertcksichtigt lassen, da sie durch die Kosten der langs des Suchpfades auszufiihrel
Rotationen dominiert werden.

Offensichtlich kann jede Operation Splay, Suchen, Einfligen und Entfernen auf eint
beliebigen bindren Suchbaum angewandt werden.

Die Klasse aller Baume, die man erhélt, wenn man ausgehend vom anfangs lee
Baum eine beliebige Folge von Such-, Einfliige- und Entferne-Operationen ausfiihrt r
den hier daftir angegebenen Verfahren, heifit die Klass8mlay-Baume

5.4.2 Amortisierte Worst-case-Analyse

Zur Abschatzung der Kosten der drei Wérterbuchoperationen miissen wir die Kost
zur Ausfiihrung einer Splay-Operation abschatzen. Denn alle Woérterbuchoperation
wurden auf die Splay-Operation zuriickgefiihrt. Ahnlich wie im Fall selbstanordnendt
linearer Listen werden wir dazu das Bankkonto-Paradigma verwenden, um die amoi
sierten Kosten pro Operation zu berechnen. Eine Splay-Ope@iar(t, x) fir einen
Baumt und einen Schlissglbesteht darin, auf zuzugreifen, den Suchpfad zuriickzu-
laufen und entlang dieses Pfades eine Folgezigizag, zig-zig undzig-Operationen
durchzufihren. Wir messen die Kosten durch die Anzahl der ausgefiihrten Rotation
(plus 1, falls keine Rotation ausgefuihrt wird). Darin sind die Suchkosten enthalten. Je
zig-Operation schlagt mit einer und jedig-zig oderzig-zagOperation mit zwei Ro-
tationen zu Buche. Manchmal muf3 man viele, ein anderes Mal wenige Rotationen a
fuhren. Betrachten wir z.B. den Fall, daf3 wir der Reihe nach die Schlissel 1N in

den anfangs leeren Baum nach dem im vorigen Abschnitt angegebenen Verfahren eir
gen. Dann wird der jeweils nachste Schlissel zur neuen Wurzel. Es entsteht also eir
einer linearen Liste ,degenerierter* Baum. Fihrt man jetzt als nachstes eine Suchoj
ration nach dem Schliissel 1 durch, so miissen nach dem Zugriff auf diesen Schliis
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N Rotationen durchgefuihrt werden, um den Schltssel 1 zur Wurzel zu beférdern. D
entstandene Baum hat dann aber die Eigenschaft, daR’ die weitere Suche nach and
Schlusseln billiger wird. Abbildung 5.43 zeigt ein Beispiel fir den Rad: 5.

— —
Einfligen Einfligen
von 1l von 2

Einfligenvon 5 Zugriff auf 1,
Zig-zig

Abbildung 5.43

Manchmal muf3 man also zur Ausfilhrung einer Splay-Operation viele, ein ander
Mal wenige Einzeloperationen (Rotationen) ausfiihren. Stellen wir uns daher vor, w
hatten einen festen, nur von der Gréf3e der Struktur abhangigen Durchschnittsbet
zur Verfigung, den wir fUr eine Splay-Operation insgesamt ausgeben durfen. Fihr
wir dann eine ,billige* Splay-Operation durch, so sparen wir Geld, das wir einem Kon
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to gutschreiben. Dann kénnen wir bei ,teuren* Operationen Geld vom Konto entnel
men, um den erforderlichen Mehraufwand zu bezahlen. Der Gesamtbetrag des fiir e
Operationsfolge ausgegebenen Geldes ist ein Mal’ fur die Kosten.

Wir ordnen also jedem bindren Suchbaum einen nur von seiner Grol3e abhéngic
Kontostand zu. Nehmen wir an, daf3 niemals Strukturen mit metN Klsoten entste-
hen. Dann werden wir zeigen, daf} jede Folge noRperationen mit einer ,Gesamtin-
vestition“ vonO(m-logN) Geldeinheiten, also im Durchschnitt mit KostéglogN)
pro Operation, ausfuhrbar ist.

Genauer sefp der nach Ausfiihrung ddrten Operation vorliegende Kontostand.
Dann sind dieamortisierten KosterfZeit) ay derI-ten Operation in der Folge den
Operationen die Summe der tatséchlichen Kosten (Egitus die Differenz der Kon-
tostande:

a=t+@—@_1, furl<i <m

Dabei istqy der Kontostand am Anfang ungh der Kontostand der Struktur, die am
Ende der Operationsfolge vorliegt. i < @, so ist die gesamte zur Ausfiihrung der
Operationen verbrauchte amortisierte Zgllt, a eine obere Schranke fir die wirklich
verbrauchte Zeig ", ti. Denn es gilt dann

m m m
i;ti Zi;ai+(ﬂ)—(ﬂn§i;ai-

Dazu mussen wir zunachst eine geeignete Funkgibinden, die einem Baum einen
Kontostand zuordnet.

Wir benutzen die von Sleator und Tarjﬂ?S] vorgeschlagene FundgtiSmne er-
laubt es nicht nur, die behauptete amortisi Zeitschrank®gogN) fur jede Wor-
terbuchoperation herzuleiten, sondern auch weitere Eigenschaften von Splay-Baum

Fir jeden Schllsselseiw(x) ein beliebiges, aber festes, positi@swicht(englisch:
weigh). Fur einen Knotep seis(p), dieGroflRevon p (englischisize, die Summe aller
Gewichte von Schliisseln im Teilbaum mit WurpeSchlieRlich sei (p), derRangvon
p, definiert durch

r(p) =log,s(p).

Fur einen Baunh mit Wurzel p und flir einen inp gespeicherten Schlussesindr (t)
undr(x) definiert als Rang(p).

Man beachte, daf3 verschiedene Schlisselgewichte lediglich ein Parameter der A
lyse, aber nicht der Algorithmen von Splay-Baumen sind.

Wir werden spéter insbesondere den Rdht) = 1 fur alle Schliisset betrachten.

Nun definieren wir den einem Splay-BaunzugeordneteiKontostandg(t) als die
Summe aller Range von (inneren) Knoten ton

Basis der Splay-Baum Analyse ist das folgende Lemma.

Lemma 5.3 (Zugriffs-Lemma Die amortisierte Zeit, um eine Operatiddplayt, x)
auszufuhren, ist hochsteBs(r(t) —r(x)) + 1.


Literaturverweis [173]
[173] D. D. Sleator und R. E. Tarjan. Self-adjusting binary search trees. Journal of the ACM, 32:652-686, 1985.
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Zum Beweis betrachten wir zundchst den Fall, dafereits Schlissel der Wurzel
ist. Dann wird nur auk zugegriffen und weiter keine Operation ausgefuhrt. Die tat-
séchliche Zeit stimmt also mit der amortisierten Gberein; beide haben den Wert 1 u
das Zugriffs-Lemma gilt in diesem Fall, da sicft) undr(x) in diesem Fall nicht &n-
dern. Wir kénnen also annehmen, dalR wenigstens eine Rotation ausgefihrt wird. F
jede im Zuge der Ausfiihrung vaBplayt, x) durchgefihrteig-, zig-zig undzig-zag
Operation, die einen Knotgmbetrifft, betrachten wir die Grof&p) und den Rang(p)
unmittelbar vor und die Gréf(p) und den Rang'(p) unmittelbar nach Ausfiihrung
einer dieser Operationen. Wir werden zeigen, dal ygglzig oderzig-zagOperation
flr p in amortisierter Zeit von héchstengr3p) — r(p)) und jedezig-Operation in
amortisierter Zeit hochstengr3(p) —r(p)) + 1 ausfihrbar ist. Nehmen wir einmal an,
wir hatten das bereits bewiesen und g&i(x) der Rang vorx nach Ausfiihren der
i-ten von insgesank zig-zig, zig-zag oderzig-Operationen. (Genau die letzte Opera-
tion ist einezig-Operation.) Dann ergibt sich als amortisierte Zeit zur Ausfihrung von
Splayt,x) insgesamt die folgende obere Schranke:

7.L 30 —rD(x)+1
= 3rM0(x) —r(x) + 1.

Weil x durch diek Operationen zur Wurzel gewandert ist,lid (x) = r(t) und damit
das Zugriffs-Lemma bewiesen. Wir missen daher nur noch die amortisierten Kost
jeder einzelnen Operation abschétzen. Dazu betrachten wir jeden der drei Falle getrel
Fall 1 [zig] Dann istqg = ¢ p die Wurzel. Es wird eine Rotation ausgefiihrt. Die tat-
sachlichen Kosten darig-Operation sind also 1. Es kénnen durch die Rotation héch-
stens die Rénge vomund g geandert worden sein. Die amortisierten Kosiemig der
zig-Operation sind daher:

amig = 14 (r'(p)+r'(q)) = (r(p) +r(9)
= 1+r(O|) r(p), dar'(p) =r(q)
< 1+r'(p)—r(p), dar'(p) > r'(q)
< 1+3(r'(p) —r(p), dar'(p) > r(p)

Bevor wir die nachsten beiden Falle behandeln, formulieren wir einen Hilfssatz, de
wir dabei verwenden.

Hilfssatz 5.1 Sind a und b positive Zahlen und giltteb < c, so folgtlog, a+ log, b <
2log,c—2.

Zum Beweis des Hilfssatzes gehen wir aus von der bekannten Tatsache, dal3 das ¢
metrische Mittel zweier positiver Zahlen niemals groRer als das arithmetische ist:
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vab < (a+b)/2, also nach Voraussetzung
Vab < <

2

Quadrieren und Logarithmieren ergibt sofort die gewiinschte Behauptung.

Kehren wir nun zum Beweis des Zugriffs-Lemmas zurtick und behandeln die restl
chen zwei Félle.

Fall 2 [zig-zag Seiqg= ¢ép undr = ¢ p. Eine aufp ausgefihrteig-zagOperation
hat tatsachliche Kosten 2, weil zwei Rotationen ausgefiihrt werden. Es kénnen si
hochstens die Range vgn g undr andern. Ferner igt (p) = r(r). Also gilt fiir die
amortisierten Kosten

aMyig zag = 2+ (r'(p)+r'(a)+r'(r)) — (r(p) +r(q) +r(r))
= 24r(q)+r'(r)—r(p) —r(g)

Nun istr(q) > r(p), weil p vor Ausfuhrung derig-zagOperation Sohn voq war.
Daher folgt

aNig zag< 2+1'(Q) +1'(N) =2r(p)  (¥)

Um die Abschatzung fir'(g) +r'(r) zu erhalten, betrachten wir noch einmal die Ab-
bildung, in der dieig-zagOperation veranschaulicht wird. Daraus entnehmen wir, daf:
gilt S(q) +s(r) < s(p). Die Definition des Ranges und der oben angegebene Hilfssat
liefern damitr’(q) +r'(r) < 2r'(p) — 2. Setzt man das itx) ein, erhalt man

< 2(0(p)—r(p)
< 3(r'(p)—r(p)), dar'(p) > r(p).

Fall 3 [zig-zid Sei wiederg = ¢p undr = ¢¢p. Eine aufp ausgefihrteig-zig
Operation hat tatsachliche Kosten 2, weil zwei Rotationen ausgefiihrt werden. Gen
wie im vorigen Falle folgt zuné&chst:

aNig-zag

aNMig-zig = 2+1'(q) +1'(r) —r(p) —r(a)
Da vor Ausfuhrung dezig-zigOperationerp Sohn vong und nachheq Sohn vonp
ist, folgtr(p) <r(q) undr’(p) > r'(q). Daher gilt

aMigzig < 2+ r'(p)+r'(r) —2r(p)
Diese letzte Summe ist kleiner oder gleidin’8p) — r(p)) genau dann, wenn

rp)+r'(n<2r(p-2 ()

ist. Zum Nachweis voli«x) betrachten wir noch einmal die Abbildung, die dig-zig
Operation veranschaulicht. Daraus entnimmt man, dafls(@lt+ s (r) < s(p). Mit
Hilfe des oben angegebenen Hilfssatzes und der Definition der Range erhalt man c
aus sofort die gewiinschte Ungleichuig). Damit ist das Zugriffs-Lemma bewiesen.
O
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Eine genaue Betrachtung der im Beweis des Zugriffs-Lemmas benutzten Argume
tation zeigt folgendes: Nur im Fall 3 (der zig-zig-Operation) ist die Abschatzung
der amortisierten Kosten scharf. Sie wird Uberhaupt erst dadurch méglich, daf3 hi
die strikte ,bottom-up-Rotations-Strategie” der Move-to-root-Heuristik lokal durchbro-
chen wird.

Wir ziehen eine erste Folgerung aus dem Zugriffs-Lemma.

Satz 5.1 Das Ausfihren einer beliebigen Folge von m Worterbuchoperationen, in de
hdchstens N mal die Operation Einfiigen vorkommt und die mit dem anfangs leer:
Splay-Baum beginnt, benétigt héchsterifm@logN) Zeit.

Zum Beweis wahlen wir samtliche Gewichte gleich 1 und erhalten als amortisiert
Kosten einer Splay-Operati@playt, x) die Schranke 3(r(t) —r(x)) + 1. Weil in die-
sem Fall fur jeden im Verlauf der Operationsfolge erzeugten Bsiin< N gilt und
jede Worterbuchoperation héchstens ein konstantes Vielfaches der Kosten der Spl
Operation verursacht, folgt die Behauptung. O

Wir haben bereits darauf hingewiesen, daf3 die Splay-Operation auf einen beliebig
bindren Suchbaum anwendbar ist. Das Zugriffs-Lemma erlaubt es, die amortisiert
Kosten einer Splay-Operation und damit auch die amortisierten Kosten einer Zugriff
(Such-)Operation abzuschatzen. Wegen

t =a+ (Qorher— Phachhet

kann man die realen Kosten abschatzen, wenn man die durch die Operation bedin
Veranderung des Kontostandes kennt.

Eine auf einem beliebigen Baum mitKnoten ausgefiihrte Splay- (oder Such-) Ope-
ration wird den Kontostand in der Regel verringern. Die maximal mdgliche Abnahm
des Kontostandes und der damit zur Ausfihrung der Operation neben den amortisier
Kosten maximal vom Konto zu entnehmende Geldbetrag kann leicht abgeschéatzt w
den. IstW = yN; w; die Summe aller Gewichte der im Baum gespeicherten Schliisse
so andert sich durch die Splay-Operation fiir jeden einzelnen SchiisseGewicht
w; der Rang (i) vor Ausfiihrung und’ (i) nachAusfiihrung der Splay-Operation héch-
stens um den Betrag

r(i)—r'(i) <logW — logw.
Also kann die Gesamtveranderung des Kontostandes wie folgt abgeschatzt werde

N
®vorher— Phachher < Z('OQW—|09Wi)

=
S IogV—V
i; Wi

Dieselbe Uberlegung gilt auch fiir eine Folge vorZugriffs-Operationen: Die zur
Ausflihrung dem Operationen erforderlichen wirklichen Kostgff ; t; ist die Summe
der amortisierten KosteR" ; g plus die Gesamtveranderung des Korpes- ¢ vor

und nach Ausfuhrung der Operationsfolge. Die Gesamtveranderung des Kontos ke
wie oben gezeigt durchi ; log(W/w;) abgeschétzt werden.
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Wahlt man nun wiedew; = 1 fir jedesd, so ergibt sich zunachst als amortisierte Zeit
fur jeden Zugriff auf einen Schlusseldie Schranke 3(r(t) —r(x)) +1 < 3-log, N +
1 aus dem Zugriffs-Lemma. Ferner ist die Gesamtveranderung des Kontosrdurch
Zugriffsoperationen hochsteyg' ; log(W/wi) = N - logN.

Damit erhélt man sofort folgenden Satz.

Satz 5.2 Fuhrt man fur einen beliebigen binaren Suchbaum mit N Schliisseln m-m:
die OperationSuchenaus, so ist die daflir insgesamt benétigte Zeit von der Gréfzen
ordnung G(N + m)logN + m).

Man beachte, daB eine einzelne Such-Operation sehi(d¥)l Schritte kosten kann,
z.B. dann, wenn man mit einem zu einer linearen Liste ,degenerierten” Baum mit Hok
N startet und auf den Schliissel mit grof3tem Abstand zur Wurzel zugreift. Aus Satz &
folgt jedoch, daR fir jede genligend lange Folge von Zugriffsoperationen, d.mfalls
Q(N), die pro Operation im Mittel Uiber die Operationsfolge erforderliche Zeit durck
O(logN) beschrankt bleibt. Das ist weniger als man fiir balancierte Baume erreicht he
aber mehr als fur natirliche Suchbaume gilt. Erkauft wird dieses Verhalten dadurch, d
anders als fir nattrliche Suchbdume oder balancierte Baume jede Zugriffs-Operat
nach dem fiir Splay-Baume definierten Verfahren die Struktur des Baumes verand
(falls nicht gerade auf die Wurzel zugegriffen wird): Jeder Zugriff ,verbessert* der
Baum in dem Sinne, dafl3 kiinftige Suchoperationen beschleunigt werden. Genauer k
das durch folgenden Satz ausgedriickt werden.

Satz 5.3 Fuhrt man fiir einen beliebigen bindren Suchbaum mit N Schliisseln insgesal
m-mal die Operatiosucheraus, so dafld dabei auf Schllissefijgmal zugegriffen wird,
so ist die daflir insgesamt benétigte Zeit von der Gré3enordnung

N
O(m+ZQ(i)|09(m))

Zum Beweis wéhlen wir als Gewicht des Schliissetien Wertw; = q(i)/m und
damitW = yN , w; = 1 unds N, q(i) = m. Dann folgt aus dem Zugriffs-Lemma fiir die
amortisierten Kosten eines Zugriffs auf einen beliebigen Schlilgsebbere Schranke

3:(rt)—r(i)+1 < 3-(logW —logw;)+1

= 3-(Iogzl—logzinl1))+1

3- Iogz(q())+1

Die gesamten amortisierten Zugriffskosten sind also héchstens von der Grofieno
nung

N
Zlq (3logy( )) =0(m+ZQ(i)|Og(w))

Da sich durch eine elnzelne Zugriffsoperation auf Schllisdel Kontostand hoch-
stens um lo§V — logw; verandern kann, ergibt sich als Gesamtverdnderung mach
Operationen héchstens der Betrag
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Zq Iog Zq Iogi)

Damit folgt die Behauptung des Satzes. O

Wir vergleichen das Ergebnis mit den Suchkosten eines optimalen Suchbaumes, &
eines Suchbaumes, der die minimalen Suchkosten unter allen (statischen) Suchbaul
fur N Schlussel hat, so daf mit der Haufigk#it) auf Schliissel zugegriffen wird und
yN . q(i) = mist. Die Suchkosten eines jeden Suchbaumes sind definiert durch

_iq(i)(Tiefe(i) +1)= ‘iq(i) + _iq(i)Tiefe(i)

Dabei istTiefgi) der Abstand des Schlussélon der Wurzel des Baumes.

Mit Hilfe von Argumenten aus der Informationstheorie kann man nun zeigen, daf3 i
einem optimalen Suchbaum die Tiefe eines Schli$sald den mit der relativen Hau-
figkeit q(i) /m-mal zugegriffen wird, wenigstens von der GréRenordnungngq(i))
sein muf3. D.h. es werden in einem solchen Baum zwar Schliissel, auf die haufiger zu
griffen wird, ndher bei der Wurzel sein kénnen, als solche, auf die seltener zugegriffe
wird. Dennoch miissen die Schliissel aufgrund der Binarstruktur den angegebenen M
destabstand zur Wurzel haben. Aus diesen Uberlegungen folgt, daRR Splay-Baume <
»von selbst" optimalen Suchbaumen anpassen: Obwohl die Zugriffshaufigkeiten nicl
bekannt sind, sorgt das Splay-Verfahren daftir, daf durch Zugriffsoperationen Suchb:
me entstehen, deren Suchkosten sich von denen entsprechender optimaler Suchba
(fur bekannte Zugriffshaufigkeiten) nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. D
mit haben Splay-Baume eine Eigenschatft, die vollig analog ist zu selbstanordnend
linearen Listen, die nach der Move-to-front-Regel manipuliert werden, vgl. hierzu Ab
schnitt 3.3.

5.5 B-Baume

Ohne es explizit zu sagen, sind wir in den Abschnitten 5.1 und 5.2 davon ausgegang
daR die als natlrliche oder balancierte Baume strukturierten Datenmengen vollstan
im Hauptspeicher Platz finden. Nicht selten hat man es aber mit Datenmengen zu t
die nicht mehr im Hauptspeicher des jeweils vorhandenen Rechners gehalten werc
kénnen. Sie missen dann auf sogenannten Hintergrundspeichern, wie Magnetband
Magnetplatten oder Disketten, abgelegt werden. Nur die jeweils aktuell etwa fir eir
Anderungsoperation benétigten Daten werden bei Bedarf vom Hintergrundspeicher
den Hauptspeicher geladen. Man spricht in diesem Fall tiblicherweise von Dateien u
fa3t die Menge der Dienstprogramme zur Handhabung von Dateien zu einem Dateiv
waltungssystem zusammen. Wenn man eine Datei wie eine Internspeicherstruktur, a
etwa als AVL-Baum, strukturiert und die Knoten dieses Baumes mehr oder weniger b
liebig auf der Magnetplatte, der Diskette oder einem anderen Hintergrundspeichern
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dium ablegt, so wird man im allgemeinen keineswegs ahnlich effizient suchen, einfiig
und entfernen kdnnen wie bei interner Speicherung der Datei. Denn zwischen interr
Speicherung und Speicherung auf Hintergrundspeichern bestehen grundlegende Ur
schiede, die wir zunéchst genauer erlautern wollen. Als Ergebnis unserer Uberlegung
wird sich ergeben, dal3 eine spezielle Art von Vielwegbaumen, sogenannte B-Baun
eine fur auf Hintergrundspeichern abgelegte Dateien gut geeignete Organisationsfc
sind.

Eine Datei besteht aus einzelnen Datensétzen. Die Datei der Studenten an der L
versitat Freiburg besteht beispielsweise aus in einzelne Felder unterteilten Satzen,
alle furr die Universitatsverwaltung relevanten Daten Uber die jeweiligen Studenten er
halten. Jedes Feld hat eine bestimmte Bedeutung. Man nennt es dahAttabah

Beispiel: Studentendatei

Felder : Feld 1 Feld 2 Feld 3 Feld 4
Attribute : Matr.Nr. Name Fach Semester
Satze . (4711, Elvira Schon, Chemie, 14)
(007, Hubert Stahl, Mikrosystemtechnik, 3)

(1010, Monika Bit, Informatik, 1)

Ein Satzfeld, das zur ldentifizierung eines Satzes in einer Operation dient, wird au
Satzschlussajenannt. Wir setzen (wie bhisher stets) voraus, dal3 die Satze Uber ein
ganzzahligerSchlissel identifiziert werden kdnnen. Im Beispiel der Studentendate
kann die Matrikelnummer als Schlissel genommen werden. Da wir annehmen, dafl3
Datei auf einem Hintergrundspeicher abgelegt ist, stellt sich natirlich die Frage, w
her das Dateiverwaltungssystem weil3, wo ein Satz mit gegebenem Schliissel auf ¢
Hintergrundspeicher zu finden ist.

Wir setzen voraus, dal3 der zur Verfligung stehende Hintergrundspeicher ein Medi
mit direktem Zugriffist (z.B. eine Magnetplatte oder Diskette, aber kein Magnetband
das nursequentiellen Zugriférlaubt). Damit ist folgendes gemeint. Die Oberflache der
Magnetplatte oder Diskette ist durch konzentrische Kreisgpiarenund durch Kreis-
ausschnitte irBektorergeteilt. Hierdurch ist die Magnetplatte oder Diskette in direkt
adressierbardlocke gegliedert. DieAdresse eines Blockst durch seine Spur- und
Sektornummer gegeben. Wir nehmen an, daf3 in jedem Block ein oder mehrere Sa
der Datei gespeichert werden kdnnen. Der Dateiverwaltung steht nun permanent e
Tabelle im Hauptspeicher zur Verfigung, in der niedergelegt ist, unter welcher Blocl
adresse ein durch seinen Schlissel identifizierter Satz zu finden ist. Diese Tabelle
ein vollstandiges Inhaltsverzeichnis der auf der Magnetplatte oder Diskette abgeleg
Datei und wird aldndextabelle(kurz: IndeX bezeichnet. Erhalt die Dateiverwaltung
etwa den Auftrag, einen Satz mit bestimmtem Schlissel zu holen, durchsucht sie ¢
Index, um die Blockadresse des Satzes mit diesem Schlussel festzustellen; die Blo
adresse wird dann zur Positionierung des Schreib-Lesekopfes benutzt und der Bloc}
den Hauptspeicher geladen. Das Suchen im Index geht relativ schnell, da es im Hat
speicher stattfindet und der Index beispielsweise als geordneter Bindrbaum organis
sein kann. Das Positionieren des Schreib-Lesekopfes auf eine bestimmte Blockadre
und dad.aden d.h. das Ubertragen eines Blocks oder mehrerer aufeinanderfolgenc
Blocke vom Hintergrundspeicher bendétigt jedoch um GrélRenordnungen (bis zu 100
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mal) mehr Zeit als eine Suche nach einem Schlissel im Hauptspeicher. Schwierig wi
es nun, wenn der Index so grof} ist, dal? er nicht im Hauptspeicher Platz hat. Denn de
mussen offenbar Teile des Index wie die Datei selbst auf dem Hintergrundspeicher ¢
halten werden; nur ein Teil des Index ist im Hauptspeicesident Dann kann folgen-
der Fall eintreten. Der Benutzer fordert den Zugriff auf einen Satz, dessen Schlis:
aber gerade nicht im residenten Teil des Index zu finden ist. Dann missen Teile des
dem Hintergrundspeicher befindlichen Index in den Hauptspeicher geholt werden. D
bei ist es natirlich wiinschenswert, nur die richtigen Teile laden zu missen. In jede
Fall sollte die Anzahl der erforderlichen Hintergrundspeicherzugriffe klein sein, wei
sie erhebliche Zeit beanspruchen. Eine gute Méglichkeit zur Lésung dieser Probler
ist es, den Index hierarchisch als Baum, eben als B-Baum zu organisieren.

Dazu denkt man sich den gesamten Index in einzekierunterteilt. Jede Seite ent-
héalt eine bestimmte Anzahl von Indexelementen. Die Seiten sind zusammenhange
auf der Magnetplatte oder der Diskette gespeichert. Die Grof3e der Seiten ist so gewa
dal3 mit einem Platten- (oder Disketten-) zugriff genau eine Seite in den Hauptspeict
geladen werden kann. So kann die Seitengrof3e beispielsweise der BlockgroRe ents
chen. Dann kann der gesamte Index auch als Folge von Blécken angesehen werc
in denen die Seiten des Index gespeichert sind. Jede Seite enthélt aber nicht nur ei
Teil des Index, sondern dartiber hinaus Zusatzinformationen, aus denen das Datei
waltungssystem ermitteln kann, welche Seite neu in den Hauptspeicher zu laden i
wenn der gesuchte Schliissel nicht in dem gerade residenten Teil des Index zu finc
ist. Diese Zusatzinformationen sind natirlich ebenfalls Blockadressen und daimit
ger auf andere Teile des Index. Da in Abhangigkeit vom gesuchten, aber nicht gefu
denen Schlissel auf verschiedene Seiten verzweigt werden kann, ist es ganz natrl
sich den Index hierarchisch aufgebaut als einen Vielwegbaum vorzustellen. Die Knot:
entsprechen den Seiten; jeder Knoten enthdalt Schliissel und Zeiger auf weitere Kr
ten. Durch zusatzliche Forderungen an die Struktur dieser Baume sorgt man dafiir, c
sich die typischen Wérterbuchoperationen, d.h. das Suchen, Einfligen und Entfern
von Schlisseln (genauer: von durch ihre Schlissel identifizierten Datenséatzen) effizie
ausfuihren lassen. Damit ist die den B-Baumen zugrunde liegende Idee grob skizzie
Zur prazisen Definition sehen wir zun&chst von der bei der Speicherung von Schliisse
einzuhaltenden Anordnung der Schliissel untereinander ab und beschreiben nur die
Baume charakterisierenden strukturellen Eigenschaften.

Ein B-Baum der Ordnung nst ein Baum mit folgenden Eigenschaften:

(1) Alle Blatter haben die gleiche Tiefe.

(2) Jeder Knoten mit Ausnahme der Wurzel und der Blatter hat wenig§ie(
Soéhne.

(3) Die Wurzel hat wenigstens 2 Séhne.
(4) Jeder Knoten hat hochstemsSohne.
(5) Jeder Knoten mitS6hnen hait— 1 Schlissel.
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Bemerkung: Die Terminologie im Zusammenhang mit B-Baumen ist in der Literatur
nicht ganz einheitlich. Man spricht manchmal von B-Baumen der Ordkund fordert
statt der zweiten Bedingung, dal3 jeder innere Knoten auf3er der Wurzel wenigstens
Sohne haben muf3, und statt der vierten Bedingung, daf3 jeder Knoten héckstehs 2
Sohne haben darf. Wir haben die Terminologie von mwg] Ubernommen, da s
zu dem zu Beginn dieses Kapitels eingefiihrten Begri geines Baumes pal3t.

B-Baume der Ordnung 3 heiRen auch 2-3-Bdume; ganz allgemein kénnte man
Baume der Ordnungn in sinnvoller Weise auclim/2]-m-Baume nennen, weil jeder
innere Knoten mit Ausnahme der Wurzel mindestémg2] und héchstens S6hne
hat.

Deuten wir einen Schliissel einfach durch einen Punkt an, so zeigt Abbildung 5.
das Beispiel eines 2-3-Baumes, also eines B-Baumes der Ordnung 3.

Abbildung 5.44

Dieser Baum hat sieben Schliissel und acht Blatter. Die Anzahl der Blatter ist al
um 1 groRer als die Anzahl der Schlissel. Das ist natirlich kein Zufall, sondern eir
einfache Folgerung aus den die Struktur von B-Baumen bestimmenden Bedingung
(1) — (5). Das beweist man durch Induktion Uber die Hohe von B-Badumen. Hat d¢
Baum die H6he 1, so besteht er aus der WurzelluBtittern mit 2< k < m. Er muf3
dann wegen Bedingung &— 1 Schliissel haben. Sing ... t, 2<1 <m, diel Teil-
baume gleicher Hohie eines B-Baumes mit HoHe+ 1 und jeweilsny, ..., ny Blattern
und nach Induktionsvoraussetzung jewéiis— 1),..., (n — 1) Schlisseln, so muf? die
Wurzel wegen Bedingung 5— 1 Schliissel haben. Der Baum hat damit wiederum ins-
gesamiy|_; n Blatter undy!_;(ni — 1) +1— 1= y!_; nj — 1 Schliissel gespeichert.

Um die Anzahl der in einem B-Baum mit gegebener Hilgspeicherten Schliissel
abzuschétzen, genligt es also, die Anzahl seiner Blatter abzuschétzen. Ein B-Baum
Ordnungm mit gegebener Hohie hat die minimale Blattzahl, wenn seine Wurzel nur 2
und jeder andere innere Knoten rjun/2] S6hne hat. Daher ist die minimale Blattzahl

m
Nmin=2- |—E—| h_l.


Literaturverweis [89]
[89] D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, Vol.3: Sorting and Searching. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.
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Die Blattzahl wird maximal, wenn jeder innere Knoten die maximal mdgliche Anzahl
mvon S6hnen hat. Daher ist die maximale Blattzahl

Nmax= mh

Ist umgekehrt ein B-Baum mit Schlisseln gegeben, so hatNr+ 1) Blatter. Hat der
Baum die H6hd, so mul3 gelten:

m
Nmin = 2- |—§—|h_1§ (N+1)< M = Nimax

Also: N1
h§1+log(%w(%) und  h> log(N+ 1).

Wir haben also wieder die flr eine Klasse balancierter Baume typische Eigenscha
dal die Hohe eines B-Baumes logarithmisch in der Anzahl der gespeicherten Schliis
beschrankt ist. Da die Ordnumgeines B-Baumes Ublicherweise etwa bei 100 bis 200
liegt, sind B-Baume besonders niedrig. Ist etwa: 199, so haben B-Baume mit bis zu
1999999 Schliisseln héchstens die Hohe 4.

Wir haben bisher nichts Uber die Anordnung der Schlissel in den Knoten eines |
Baumes vorausgesetzt. Fur das Suchen, Einfiigen und Entfernen von Schliisseln ist
natirlich von ausschlaggebender Bedeutung.

Ist p ein innerer Knoten eines B-Baumes der Ordnomgo hatp | Schlussel undl +
1) Séhne[m/2] <|+1<m. Es ist zweckmalfig, sich vorzustellen, daRldsehlussel
S1,--.,5 und die(l + 1) Zeigerpy, .., pi auf die S6hne vomp wie in Abbildung 5.45
innerhalb des Knoteng angeordnet sind.

Po St PLSP2--- S P

Abbildung 5.45

Dem Schlisses werden die Zeigep;_1 und p; zugeordnet, wobep;_1 ein Zeiger
auf den(i — 1)-ten undp; ein Zeiger auf defirten Sohn vorp ist; deri-te Sohn vorp
(bzw. der(i — 1)-te Sohn) ist die Wurzel des Teilbaurfig (bzw. Ty, ,).

Das Knotenformat eines B-Baumes der Ordnum@ann also in Pascal wie folgt
vereinbart werden:

const
m= {Ordnung des B-Baumgs
type
Knotenzeigere tKnoten
Knoten= record
{Sohnzah1:0..m;
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{Schlissdls: array [1.. m] of integer,
{Sohn} p: array [0.. m| of Knotenzeiger
end;

Man verlangt nun zusatzlich zu den bereits angegebenen Bedingungen (1) — (5)
folgende Anordnung der Schlissel:

(6) Fur jeden Knoterp mit | Schlusselrsy,...,5 und (I + 1) S6hnenpy,...,p
(fm/2] <I+1<m)gilt: Fir jeded, 1<i <I, sind alle Schlussel iffi,_, kleiner
alss, unds wiederum ist kleiner als alle SchlusselTp.

Das ist die nattirliche Erweiterung der von bindren Suchbdumen wohlbekannten O
nungsbeziehung auf Vielwegbaume. (Nattrlich haben wir auch hier wieder stillschwe
gend vorausgesetzt, dal? samtliche Schliissel paarweise verschieden sind.)

Das Beispiel in Abbildung 5.46 zeigt einen B-Baum der Ordnung 3, der die Schlii:
selmengg1, 3, 5, 6, 7, 12, 1pspeichert.

5.5.1 Suchen, Einfigen und Entfernen in B-Baumen

Das Suchemach einem Schliisse&lin einem B-Baum der Ordnunign kann als na-
turliche Verallgemeinerung des von binaren Suchbaumen bekannten Verfahrens &
gefalRt werden. Man beginnt bei der Wurzel und stellt zun&chst fest, ob der gesucl
Schlussek einer der im gerade betrachteten Knopagespeicherten Schlussgl. .., s,

1< | <m-1, ist. Ist das nicht der Fall, so bestimmt man das kleinste< i <1, fiir
dasx < s ist, falls es ein solcheisgibt; sonst istx > §. Im ersten Fall setzt man die
Suche bei dem Knoten fort, auf den der Zeigen zeigt; im letzten Fall folgt man dem
Zeigerp,. Das wird solange fortgesetzt, bis man den gesuchten Schlussel gefunden
oder die Suche in einem Blatt erfolglos endet. Es ist klar, dal3 man im schlechtesten F
hdchstens alle Knoten auf einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt betrachten mul
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Wir lassen offen, wie die Suche naximnerhalb eines Knotersmit den Schliisseln
.,§ und den Zeigerrmpo,..., p erfolgt. Um dasjenige zu finden, fir dax = s

gilt, bzw. das kleinsté zu bestimmen, fir das < § ist, bzw. festzustellen, da3>
§ ist, kann man beispielsweise sowohl lineares als auch binares Suchen verwend
Da diese Suche in jedem Fall im Internspeicher stattfindet, beeinfluit sie die Effiziel
des gesamten Suchverfahrens weit weniger als die Anzahl der Knoten, die betract
werden missen, die ja unmittelbar mit der Zahl der bei der Suchexwtbrderlichen
Hintergrundspeicherzugriffe zusammenhangt.

Um einen neuen Schliusselin einen B-Bauneinzufiigensucht man zunéchst im
Baum nachx. Daxim Baum noch nicht vorkommt, endet die Suche erfolglos in einem
Blatt, das die erwartete Position des Schllisgealsprasentiert. Sei der Knotgnder
Vater dieses Blattes. Der Knotgmhabe die Schlisset,...,5 gespeichert, und die
Suche naclx ende beim Blatt, auf das der Zeigarzeigt, 0< i < |. Dann sind zwei
Falle moéglich:

Fall 1: Der Knoterp hat noch nicht die maximal zulassige Anzai- 1 von Schlis-
seln gespeichert. In diesem Fall figt mam p zwischens unds.; ein (bzw. vor
s, fallsi = 0, und nactls, fallsi = 1), schafft ein neues Blatt, und nimmt meinen
neuen Zeiger auf dieses Blatt auf. Der Einfligevorgang (vgl. Abbildung 5.47) ist dam
beendet.

, S S+1 g 8 XS4t

égg ..... Y 5555 ..... E

Pi P Po Pi-
Abbildung 5.47

Fall 2: Der Knotenp hat bereits die maximal zuldssige Anzai- 1 von Schliisseln
gespeichert. In diesem Fall ordnen wir den Schltisseiner Gré3e entsprechend unter
diem—1 Schlissel vop ein, schaffen, wie vorher im Fall 1, ein neues Blatt und teilen
nun den zu grof3en Knoten nmit Schliisseln undn+ 1 Bléttern als S6hne in der Mitte
auf. D.h.: Sindky, ..., kn die Schlussel in aufsteigender Reihenfolge (also die -
vor bereits gespeichertem— 1 Schliissel und der neu eingefligte Schliiggedo bildet
man zwei neue Knoten, die jeweils die Schlusse!. ., Kim/2-1 undKryy2141;- -, Km
enthalten, und fugt den mittleren Schluskgl,»; auf dieselbe Weise in den Vater des
Knotensp ein. DiesesleileneinesiiberlaufendefKnotens wird solange rekursiv langs
eines Pfades zuriick von den Blattern zur Wurzel wiederholt, bis ein Knoten erreicl
ist, der noch nicht die Maximalzahl von Schliisseln gespeichert hat, oder bis die Wurz
erreicht ist. Mul3 die Wurzel geteilt werden, so schafft man eine neue Wurzel, die d
durch Teilung entstehenden Knoten als S6hne und den vor der Teilung mittleren Schili
sel als einzigen Schliissel hat. Der Vorgang des Teilens eines tiberlaufenden Knoten:
in Abbildung 5.48 dargestellt.
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q)p ...... L e

/ teile(p)
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undteile(¢ p), falls ¢ p (nach Einfligen vonk(gw) m Schlissel hat

Abbildung 5.48

Es ist klar, dal man im unglnstigsten Fall dem Suchpfad von den Bléattern zur(
zur Wurzel folgen und jeden Knoten auf diesem Pfad teilen muf3. Daraus ergibt si
sofort, daf? das Einfiigen eines neuen Schliissels in einen B-Baum der Ordimihg
N Schltsseln (undll + 1 Blattern) inO(logyy,,»; (N + 1)) Schritten ausfuhrbar ist.

Wir verfolgen ein Beispiel und fliigen in den in Abbildung 5.46 gezeigten B-Baurr
der Ordnung 3 den Schliissel 14 ein. Dazu zeigen wir die Situation in den Abbildur
gen 5.49-5.51 jeweils unmittelbar vor der Teilung eines Knotens; ein lberlaufends
also zu teilender Knoten ist jeweils durch einemarkiert.

Zum Entferneneines Schlissels aus einem B-Baum der Ordmarggeht man um-
gekehrt vor. Man sucht den Schliissel im Baum, entfernt ihn und verschmilzt gegek
nenfalls einen Knoten mit einem Bruder, wenn er nach Entfernen eines Schlirssels
terlauft, also weniger al§3'] — 1 Schlussel gespeichert hat. Ein Unterlauf der Wurzel,
die ja nur einen Schliissel gespeichert haben muf3, bedeutet nattrlich, daf3 die Wul
keinen Schlussel mehr gespeichert und nur noch einen einzigen Sohn hat. Man k:
dann die Wurzel entfernen und den einzigen Sohn zur neuen Wurzel machen. Wir ib
lassen die Ausfuhrung der Details dem interessierten Leser und weisen lediglich ¢
die Ahnlichkeit zum Entfernen von Schliisseln aus 1-2-Bruder-Baumen hin. Wie do
muf3 man das Entfernen eines Schliissels eines inneren Knotens aus einem B-Baur
nachst auf das Entfernen eines Schliissels unmittelbar oberhalb der Blatter reduzie
Dann wird man den Fall, dal man zum Auffiillen eines unterlaufenden Knotens ein
Schliissel von einem Bruder dieses Knotens borgen kann, anders behandeln als den
daf ein unterlaufender Knoten nur (unmittelbare) Briider hat, die die Minimalzahl vo
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Abbildung 5.51

Schliisseln gespeichert haben. In diesem Fall kann der Knoten mit einem Bruder v
schmolzen werden. Es ist nicht schwer zu sehen, dal3 das Entfernen eines Schlissel:
einem B-Baum der Ordnung mit N Schlusseln stets i0(log}y, 2 (N + 1)) Schritten
ausfihrbar ist.

B-Baume sind also eine weitere Moglichkeit zur Implementation von Worterbiichert
die es gestattet, jede der drei Operationen Suchen, Einfliigen und Entfernen von Sch
seln in logarithmischer Zeit in der Anzahl der Schlissel auszufiihren. Das Verhalte
im Mittel ist besser. Wie im Falle von 1-2-Bruder-Baumen gilt auch hier, dal3 die Ge
samtzahl der ausgefihrten Knotenteilungen fiir eine Folge iterierter Einfigungen line
mit der Anzahl der insgesamt erzeugten Knoten zusammenhangt. Weil ein B-Baum ¢
Ordnungm, derN Schliissel gespeichert hat, héchstens

N-1
gt
innere Knoten haben kann, ist die mittlere Anzahl von Teilungsoperationen konstat
wenn man Uber eine Folge vbhEinfligeoperationen in den anfangs leeren Baum mit-
telt, obwohl naturlich eine einzelne Einfugeoperatd(iog;,,) N) Knotenteilungen
erfordern kann.

Erwartungswerte fur die in einem Knoten gespeicherte Schlisselzahl, also fir c
Speicherplatzausnutzuegnes B-Baumes der Ordnungund weitere das Einfligever-
fahren charakterisierende Parameter kann man mit Hilfe der Fringe-Analysetechnik t
rechnen (vgl, ]). Es ergibt sich, daR man (unabhangigwaine Speicherplatzaus-
nutzung vonn 2= 69% erwarten kann, wenn man eine zuféllig gewahlte FolgeNon
Schliisseln in den anfangs leeren B-Baum der Ordmuegfiigt, d.h. die Knoten des
entstehenden B-Baumes sind nur zu g(8 geflllt.


Literaturverweis [196]
[196] A. C. Yao. On random 2-3 trees. Acta Informatica, 9:159-170, 1978. 
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Fugt man Schlissel in auf- oder absteigend sortierter Reihenfolge in den anfan
leeren B-Baum ein, entstehen B-Baume mit besonders schlechter Speicherplatzaus
zung. Die Knoten sind (in allen Fallen, in denlin= 2- [%1“ ist) minimal gefillt,

d.h. die Wurzel hat nur einen und jeder andere innere Knoterifiyi- 1 Schlissel.
B-Baume verhalten sich also gerade anders als 1-2-Bruder-Baume: B-Baume werc
besonders diinn, 1-2-Bruder-Baume aber besonders dicht, wenn man Schlissel in :
oder absteigend sortierter Reihenfolge einfugt.

Es gibt verschiedene Vorschlage, die schlechte Speicherplatzausnutzung von
B&umen zu verhindern. Man kann (wie bei 1-2-Bruder-Baumen) zunachst die unm
telbaren oder gar alle Briider eines tberlaufenden Knotens daraufhin untersuchen,
man ihnen nicht Schliissel abgeben kann, bevor man den Knoten teilt und den mittler
Schliissel und damit eventuell auch das Uberlaufproblem auf das nachsthéhere Nive
verschiebt (vgl. hierz ]). Andere Vorschlage zielen darauf ab, fir eine Folge be
reits sortierter Schlis -Baume nicht durch iteriertes Einflgen in den anfangs leer
Baum zu erzeugen, sondern mdglichst optimale Anfangsstrukturen zu erzeugen in (
Hoffnung, daR nachfolgende Einfligungen oder Entfernungen von Schliisseln den Ba
hdchstens allmahlich, d.h. fiir eine grol3e Zahl solcher Operationen, stark vom Optimt
abweichen lassen.

5.6 Weitere Klassen

Neben den in 5.2 und 5.5 genannten Beispielen flur Klassen balancierter Baume f
det man in der Literatur zahlreiche weitere Vorschlage. Allen Klassen gemeinsam i
die Eigenschaft, daf3 durch die jeweils geforderte Balance-Bedingung eine Klasse v
Baumen definiert wird, deren Hohe logarithmisch in der Knotenzahl bleibt. Sonst we
den aber sehr unterschiedliche Ziele verfolgt. Wir geben zunachst eine grobe Ubersi
und besprechen dann zwei Aspekte genauer.

5.6.1 Ubersicht

Dichte Baume

Wie wir bereits gesehen haben, besitzen Bruder-Baume und B-Baume im allgemein
mehr Knoten als zur Speicherung einer Menge von Schliisseln unbedingt notwendig |
Man kann mit Hilfe der Technik der Fringe-Analyse zeigen, da man in beiden Falle
eine Speicherplatzausnutzung von etwa 70% fir ,zuféllig” erzeugte Baume erwarte
kann. Verschiedene Vorschlage zielen daraufiédhtebalancierte Baume zu erhalten,
die vollstandigen Baumen nahekommen. D.h. sie sollen geringe Hohe und keine ,,ib¢
flissigen“ Knoten haben, aber natirlich soll das Einfligen und Entfernen von Schliisse
immer noch in logarithmischer Schrittzahl ausfiihrbar sein.


Literaturverweis [33]
[33] K. Culik, Th. Ottmann und D. Wood. Dense multiway trees. ACM Trans. Database Systems, 6:486-512, 1981.
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Es ist intuitiv klar, wie man das erreichen kann. Man bezieht in die Umstrukturie
rungen immer gréRere Umgebungen (Nachbarn von Knoten auf demselben Nive:
gréRere ,Verwandtschaften von Knoten auch auf verschiedenen Niveaus) in die B
trachtungen ein. Das Einflige- oder Entferne-Problem wird erst dann rekursiv— anal
zu Bruder-Baumen und B-Baumen — auf das nachsthdhere Niveau verschoben, we
es sich in der fixierten gréReren Umgebung nicht |6sen laf3t. Die Art!O , 11
zeigen, dal3 man auf diese Weise vollstandigen Baumen beliebig nal n ke
und asymptotisch eine Speicherplatzausnutzung von 100% erreicht. Natirlich hangt
Komplexitat der zum Rebalancieren erforderlichen Umstrukturierungsalgorithmen vc
der Grof3e der jeweils betrachteten Umgebung ab. Je mehr Briider oder Nachbarn e
Knotens man in die Betrachtung einbezieht, umso komplizierter werden die Einflg
und Entferne-Verfahren. Andererseits werden aber die (durch iteriertes Einfligen) ¢
zeugten Baume auch immer dichter.

Reduktion der Balanceinformation

AVL-Baume haben gegeniber gewichtsbalancierten Baumen den groRen Vorteil, d
die an jedem Knoten zur Sicherung der AVL-Ausgeglichenheit zu speichernde und :
Uberprifende Balanceinformation sehr klein ist. Es geniigt, sich einen von drei mdg
chen Werten 0, 1 oder1 an jedem Knoten fir die Hohendifferenz zwischen linkem
und rechtem Teilbaum zu merken. An jedem Knoten eines gewichtsbalancierten Be
mes muld man dagegen das Gewicht des gesamten Teilbaumes dieses Knotens,
eine prinzipiell nicht beschrankte Information mitfiihren. Es hat eine ganze Reihe vc
schlieBlich auch erfolgreichen Versuchen gegeben, ,einseitig* hdhenbalancierte Bé
me und Algorithmen mit logarithmischer Schrittzahl zum Einfligen und Entfernen vol
Schlusseln fur solche Baume zu finden. Ein einseitig, z.B. linksseitig h6henbalancier
Binarbaum ist dabei charakterisiert durch die Eigenschaft, daf fir jeden Kpaoles
Baumes gilt: Die H6hen der beiden Teilbaume ywaind entweder gleich oder aber
der linke Teilbaum vorp ist um 1 héher als der rechte. Zur Speicherung der Hohendif:
ferenz reicht also ein Bit an jedem Knoten au 79] wurde eld(ing®n) Schritten
ausfuihrbarer Einfigealgorithmus undHOO] n logarithmischer Schrittzahl, d.h. i
O(logn) Schritten ausfiihrbares Verfa zum Entfernen von Schlisseln fiir einseit
héhenbalancierte Baume angegeben.

Man kann zu solchen Verfahren auch auf dem ,Umweg" Giber einseitige Bruderbaun
kommen. Zunachst wird die Bedingung an die Verteilung der unaren und binaren Kn
ten in Bruderbaumen wie folgt verscharft. Wir verlangen, daf3 jeder unéare Knoten einq
rechtenBruder haben soll mit zwei S6hnen. Fir die so definierte KlasseRemhts-
Bruder-Baumerkann man Verfahren zum Einfligen und Entfernen von Schliisseln ar
geben, deren Laufzeit logarithmisch in der Knotenzahl ist (vgl. d [137]). Brudel
Baume kann man als ,expandierte* hohenbalancierte Baume und ekehrt héhen
lancierte Baume als durch Zusammenziehen unérer Knoten mit |hren§ve|ls einzig

Sohnen entstehende kontrahierte Bruder-Baume auffassen [13 n [156] wi
dieser Zusammenhang ausgenutzt und ein in Iogarithmisch hritt ausfihrbe
Einfligeverfahren fir einseitig h6henbalancierte Baume angegeben. Auch in diesen F
len kann man beobachten, dal3 eine Verschéarfung der Balancebedingungen dazu fi
daf die Update-Verfahren komplizierter werden.



Literaturverweis [118]
[118] H. A. Maurer, Th. Ottmann und H.-W. Six. Implementing dictionaries using binary trees of very small height. Information Processing Letters, 5(1):11-14, 1976.
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Wege zur Vereinheitlichung

Die grol3e Vielfalt der in der Literatur zu findenden Klassen balancierter Baume mac
es schwer, die verschiedenen Klassen miteinander zu vergleichen. Man mdchte f
ner nicht fir jede neue Variante einer Balancebedingung, also fiir jede neue Fordert
an die statische Struktur von Baumen, entsprechende Einflige- und Entferne-Verfahi
jedesmal neu erfinden. Es hat daher nicht an Versuchen gefehlt, méglichst viele Klz
sen balancierter Baume in einem einheitlichen Rahmen zu behandeln. Zwei Vorsch
ge sind in diesem Zusammenhang bemerkenswertRdteschwarz-Baumeon Gui-

bas und Sedgewicb!)] und d&hichtenmodeNon van Leeuwen und Overmars
[!). Rot-schwarz-Batime erlauben es, AVL-Baume, B-Baume und viele andere Kla
s alancierter Baume einheitlich zu reprasentieren und zu implementieren. Ein R
schwarz-Baum ist ein Binarbaum, dessen Kanten entweder rot oder schwarz sind. [
roten (auch: horizontalen) Kanten dienen dazu, Knoten mit mehr als zwei Nachfolger
wie sie etwa in B-Baumen vorkommen, bindr zu reprasentieren; die schwarzen Ka
ten entsprechen den sonst Ublichen Kanten zwischen Véatern und Séhnen. Knoten
Ordnung 3 und 4 kann man in diesem Rahmen wie in Abbildung 5.52 représentieren

entspricht oder

_—

Abbildung 5.52: Rote Kanten sind dick, schwarze dunn gezeichnet.

Als Balancierungsbedingung wird dann verlangt, daf3 alle Pfade von der Wurzel z
einem Blatt dieselbe Anzahl von schwarzen Kanten haben — dabei werden nur die Ke
ten zwischen inneren Knoten gezahlt. (Das entspricht offenbar der von B-B&aumen u
Bruder-Baumen bekannten Bedingung, daf3 alle Blatter denselben Abstand zur Wur.
haben missen.) Weitere Balancebedingungen hdngen davon ab, welche Baumklass
diesem Rahmen repréasentiert werden soll. Will man etwa die Klass& 8i€-Baume
(das sind Baume, bei denen jeder innere Knoten 2, 3 oder 4 Séhne hat) im Rahmen
Rot-schwarz-Baume reprasentieren, so wird zusétzlich verlangt, daf3 kein Pfad von
nem inneren Knoten zu einem Blatt zwei aufeinanderfolgende rote Kanten haben da
Damit sind in einem 2-3-4-Baum nur die ,roten” TeilbAume aus Abbildung 5.53 még:
lich.


Literaturverweis [106]
[106] J. van Leeuwen und H. M. Overmars. Stratified balanced search trees. Acta Informatica, 18:345-359, 1983.

Literaturverweis [70]
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Abbildung 5.53

Ein neuer Knoten wird stets an der erwarteten Position unter den Blattern mit ein
roten Kante angefiigt. Dadurch kann es vorkommen, dal3 zwei rote Kanten aufeinz
derfolgen. In einem solchen Fall wird eifotationoder einFarbwechsehusgefuhrt,
ein Prozel3, der sich rekursiv bis zur Wurzel fortsetzen kann. Wir geben je ein Beispi
fur diese Operationen an (siehe Abbildung 5.54); die nicht angegebenen symmetriscl
Falle sind analog zu behandeln.

Farbwechsel

% 2 é&
(Doppel-)Rotation
é :>

Abbildung 5.54

Wir zeigen am Beispiel der Schliisselfolge 4, 3, 18, 6, 17, 10, 9, 11, wie mit Hilfe
dieser Operationen 2-3-4-Baumen entsprechende Rot-schwarz-Baume erzeugt wel
kénnen.

Nach Einfiigen der Schliissel 4, 3, 18 in den anfangs leeren Baum entsteht:
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Einfigen des Schlissels 6 an der erwarteten Position unter den Bléttern ergibt :
nachst:

Wir geben die weitere Operationsfolge kurz an:

Einfigen von 17 Rotation
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Einfigen von 9 Rotation

Es ist nicht schwer zu sehen, dal3 die Operationen Farbwechsel und Rotation aus
chen, um aus einem giltigen, einem 2-3-4-Baum entsprechenden Rot-schwarz-Ba
wieder einen solchen Baum zu machen, wenn man einen neuen Knoten wie besch
ben einfugt.

AVL-Baume lassen sich als spezielle Baume dieser Art auffassen, wenn man ih
Kanten richtig farbt. Definieren wir als Héhe eines Knotens die Lange des langste
Pfades von dem Knoten zu einem Blatt. Dann farbt man genau diejenigen Kanten r
die von Knoten mit gerader Hohe zu Knoten mit ungerader Héhe fuihren. Es ist leicl
zu zeigen, daf’ dadurch ein AVL-Baum zu einem speziellen giltigen 2-3-4-Baum |
Rot-schwarz-Reprasentation wird.

Auch andere Klassen balancierter Baume lassen sich in diesem Rahmen darstel
Auf welche Weise eine Darstellung durch Rot-schwarz-Baume mdglich ist, mul3 me
sich aber in jedem Fall gesondert Uiberlegen.
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Im nachsten Abschnitt stellen wir eine Variante des Schichtenmodells von van Lee
wen und Overmar 6] vor, das auf spezielle Bedirfnisse (konstante Zahl strukture
ler Anderungen pr date und Entkopplung von Updates und Rebalancierung) zug
schnitten ist. Das Schichtenmodellist ein Rahmen zur statischen Definition von Klass
balancierter Baume. Man sorgt wie im Fall von héhen- oder gewichtsbalancierten Ba
men durch geeignete Strukturbedingungen dafir, dal? Baunié Biittern stets eine
Hohe haben, die i®(logN) liegt.

Fur diein | definierten Klassen balancierter Baume ist leicht zu sehen, daf3 nic
jeder zur je en Klasse gehdrender Baum durch iteriertes Einfiigen von Schli
seln in den anfangs leeren Baum erzeugt werden kann. Ob und gegebenenfalls wel
Unterschiede zwischen einer statisch definierten Klasse von balancierten Baumen
der Klasse aller Baume bestehen, die durch Ausfiihren von Einflige- oder Entfern
Operationen aus gegebenen Anfangsbaumen gewonnen werden kénnen, ist flr v
Klassen balancierter Baume und zugehériger Update-Verfahren noch offen (vgl. hier

:

5.6.2 Konstante Umstrukturierungskosten und relaxierte
Balancieren

Die bisher dargestellten Verfahren zum Ausgleichen von Ba&umen nach dem Einfig
oder Entfernen eines Schliissels in einem balancierten Suchbaum fiihren im schle
testen Fall eine logarithmische Zahl struktureller Anderungen durch. Es kann vorkor
men, daf? man fir sdmtliche Knoten langs eines Pfades von den Blattern zur Wurzel F
tationen durchfuhren oder Knoten spalten bzw. verschmelzen muf3. Wir stellen jetzt ei
Klasse balancierter Baume vor, die sich nach jeder Einflige- oder Entferne-Operati
durch endlich viele (h6chstens drei) Rotationen wieder ausgleichen lassen. Eine Kla:
von Baumen dieser Art und Update-Verfahren fir diese Klasse wurden erstmals v
Olivié angegebe@?]. Einen anderen Vorschlag findet m [181].

AulRer dieser schaft, dal pro Update kamstante U ukturierungskosten
erforderlich sind, haben die in diesem Abschnitt definierten Baume eine weitere, b
merkenswerte Eigenschaft: Sie eigenen sich besonders gut flr den EinSéehrin
benutzerumgebungener Situationen, wo plétzlich eine sehr groRe Zahl von Updates
erledigt werden muf3, so daR mdglicherweise nicht genug Zeit ist, um die erforderliche
Umstrukturierungen sogleich nach jeder einzelnen Update-Operation durchzufiihren

Ohne es explizit zu fordern, sind wir namlich bisher stets stillschweigend davon au
gegangen, daf} die drei Worterbuchoperationen Suchen, Einfiigen und Entfernen \
Schliisseln in Baumen strikt nacheinander ausgefiihrt werden. Die jeweils nachste O
ration darf erst begonnen werden, wenn die jeweils vorangehende vollstéandig abcg
schlossen ist. Insbesondere dann, wenn mehrere Benutzer gleichzeitig konkurriere
auf eine als Baum strukturierte Menge von Daten zugreifen kénnen, méchte man ak
auch mehrere Such-, Einflige- und Entferne-Prozesse gleichzeitig (englisch: conc
rent) ausfiihren kénnen. Solange nur Suchoperationen ausgefihrt werden, gibt es
bei wenig Probleme. Denn so kdnnen durchaus mehrere Suchprozesse auf dense
Knoten zugreifen (Man muf3 die jeweils betrachteten Knoten nur fiir Schreibprozes
sperren). Man kann sich also eine Menge parallel ablaufender Suchprozesse in ein
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Suchbaum vorstellen als einen Strom von voneinander unabhéngigen, von oben ()
der Wurzel) nach unten (zu den Blattern) verlaufenden Einzelprozessen, die sich ni
gegenseitig storen. Die nach dem Einfligen oder Entfernen von Schliisseln insbesonc
bei balancierten Baumen durchgefihrten Strukturanderungen kdnnen jedoch dazu f
ren, daR begonnene und noch nicht beendete Suchprozesse falsche Ergebnisse lie
Es kann ferner vorkommen, daR parallel ablaufende strukturelle Anderungen nach eil
Einflige- oder Entferne-Operation sich gegenseitig stéren. Wir erlautern dies an eine
einfachen Beispiel. Nehmen wir an, in einem AVL-Baum wird eine Suche nach einel
Schlussek begonnen, bevor eine vorangehende Einflige- oder Entferne-Operation vo
standig abgeschlossen wurde, die unter anderem eine Rotation bei einem ¢noten
Wiederherstellung der AVL-Ausgeglichenheit ausfiihrt, vgl. Abbildung 5.55.

Abbildung 5.55

Nehmen wir an, der Prozel3 des Suchens nach dem Schkisselauf dem Weg
von der Wurzel abwarts beim Knot@nangelangt. Ein Schliisselvergleich ergibt, dal3
nunmehr der linke Sohn vagpbetrachtet werden muf3. Nehmen wir an, dal} jetzt eine
Rotation beig ausgefiihrt wird, bevor der Suchprozel fortgesetzt wird. Es folgt, daf3 di
Suche nachk moglicherweise im falschen Teilbaum fortgesetzt wird.

Ahnliche Probleme treten bei nahezu allen Balancierungsverfahren auf. Es konn
sogar dann falsche Ergebnisse geliefert werden, wenn auf eine Balancierung verzicl
wird, wie bei natlrlichen Baumen. Entfernt man den Schliissel eines inneren Knote
aus einem solchen Baum, muf3 er zun&chst durch seinen symmetrischen Vorganger ¢
Nachfolger ersetzt werden. ,Uberholt* nun ein Such-Prozel einen Entferne-Proz
an einem solchen Knoten, bevor die Schliissel ausgetauscht wurden, kann eine St
falsch dirigiert werden. Wie wir weiter unten erlautern, kann man die beim Entferne
von Schlisseln auftretenden Probleme aber dadurch umgehen, daf3 man Blattsuchl
me verwendet.

Es gibt verschiedene Vorschléage in der Literatur, ein reibungsloses, korrektes Mitei
ander verschiedener Such-, Einflige- und Entferne-Prozesse sicherzustellen. Wir n
nen einige Ansatze.

Sperrstrategien
Knoten, die von einer begonnenen, aber noch nicht abgeschlossenen Umstruktu
rungsmafinahme betroffen sein kdnnten, werden fir nachfolgende Prozesse vorsorg
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gesperrt. Das Verfolgen einer naiven Sperrstrategie kann allerdings leicht dazu fiihre
dal etwa die Wurzel eines Baumes gesperrt werden muf3 und damit ein paralleles Ak
beiten mehrerer Prozesse praktisch unmdglich wird. Man findet jedoch in der Literat
eine groRe Zahl besserer, aber auch komplexerer Sperrstrategien.

Reine Top-down-Update-Verfahren

Es sind Update-Verfahren entwickelt worden, die wie Suchprozesse niemals bereits
spizierte und verlassene Knoten beeinflussen kbnnen. Statt also beispielsweise in eir
B-Baum nach dem Einfiigen eines Schliissels einen Suchpfad von unten nach oben
ruckzulaufen und dabei, falls nétig, Uberlaufende Knoten zu spalten, geht man so v
Bereits bei der Suche nach einem neu einzufiigenden Schliissel werden ,kritische®, ¢
die maximal mégliche Schliisselzahl enthaltende Knoten vorsorglich gespalten. M:
spart damit das Zurticklaufen langs des Suchpfades und kann gefahrlos mehrere F
zesse gleichzeitig ablaufen lassen. Es genlgt, die jeweils gerade betrachteten ode
spaltenden Knoten zu sperren, um eine konsistente Bearbeitung zu sichern.

Die Reduktion des Entfernens von Schliisseln innerer Knoten auf das Entfernen c
symmetrischen Nachfolgers oder Vorgangers kann es erfordern, Zeiger auf den Knot
weit oben im Baum stehenzulassen (,dangling pointer), die spater erneut inspizie
werden mussen. Um ein reines Top-down-Vorgehen zu ermdglichen, betrachtet m
daher Blattsuchbdume und wahlt die ,Wegweiser* an den inneren Knoten so, daf? ¢
auch nach dem Entfernen von Schlisseln der Blatter stehenbleiben kénnen, ohne |
nachfolgende Suchoperationen falsch geleitet werden.

Umstrukturierung als Hintergrundprozel3

Die nach dem Einfugen oder Entfernen von Schlisseln in balancierten Suchbaumn
unter Umstanden erforderlichen Umstrukturierungen werden von den Update-Operat
nen abgekoppelt und als getrennte, im Hintergrund ablaufende, lokale, strukturelle A
derungsoperationen implementiert. Es wird also darauf verzichtet, nach jeder Einfig
oder Entferne-Operation einen das jeweilige Balancierungskriterium erfiillenden Suc
baum wiederherzustellen. Vielmehr wird eine Anzahl von Umstrukturierungsprozess
generiert, die konkurrierend zu den eigentlichen Update-Operationen ausgefuhrt we
den. Erst wenn alle diese Prozesse vollstandig beendet sind, muf3 wieder ein balancie
Suchbaum vorliegen.

Man spricht in diesem Fall vorelaxiertem BalancierenStatt zu fordern, dafd die
Balance-Bedingung unmittelbar nach jeder Update-Operation wiederhergestellt wir
kdnnen die Umstrukturierungsoperationen nach Belieben zurtickgestellt und nach E
darf oder Mdglichkeit mit den Such- und Update-Operationen verschrankt ausgeftt
werden. In der Literatur findet man zahlreiche Vorschlage fiir relaxiertes Balanciere
(vgl. z.B. I [.]). Wir beschreiben jetzt eine besonders einfache
und elega 4].
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Stratifizierte Baume

Stratifizierte Baume sind Blattsuchbaume, die aus verschied&fechter{auchStra-
Bengenannt) bestehen. Als Balancebedingung wird gefordert, daf? alle Blatter dens
ben Abstand zur Wurzel haben miissen, wenn man nur die Anzahl der Straf3en zahilt.
nunZ die in Abbildung 5.56 gezeigte Menge von vier Bindrbaumen mit den Hohen |
und 2. Dann ist die Klasse dgrstratifizierten Baumeie kleinste Klasse von Baumen,

A OROVO!

Abbildung 5.56: MengeZ von stratifizierten Baumen

die man wie folgt erhalt:
1. Jeder Baum augist Z-stratifiziert.

2. Sei einZ-stratifizierter Baum gegeben. Ersetzt man jedes Blatt des Baumes dur
einen Baum aug, so ist das Ergebnis wieder efnstratifizierter Baum.

Z-stratifizierte Baume kénnen daher schematisch wie in Abbildung 5.57 dargeste
werden. Man beachte, dal3 die Zerlegung eines gegebenen Bindrbaumes in StralRer
zeigt, dal3 der Baurd-stratifiziert ist, nicht eindeutig sein muf3. Wir sehen also Bau-
me mit verschiedenen Zerlegungen als verschieden an und denken uns die Zerleg
stets explizit gegeben. Eine Moéglichkeit zur Repréasentation der Stra3engrenzen ist,
Knoten unterhalb und oberhalb einer Stralengrenze unterschiedlich einzuférben. E:
nicht schwer zu sehen, dal3 die soeben definierte Klass&-deatifizierten Baume
identisch ist mit der Klasse der symmetrischen bin@éséume , der Klasse der
halb-balancierten Baume von Olivi 4] und der Klasse der ROt-schwarz Baume v
Guibas und Sedgewi!O], wenn die jeweiligen Update-Verfahren nicht beriic
sichtigt. Ferner ist kldy @al die Hohe einéstratifizierten Baumes miil Blattern
(gemessen in der Anzahl der Kanten eines langsten Pfades von der Wurzel zu ein
Blatt) von der GroRenordnuri@(logN) ist.

Wir beschreiben jetzt die Update-Verfahren, also das Einfligen und Entfernen v
Schlisseln fuz-stratifizierte Baume. Den Umstrukturierungsoperationen, die nach ei
ner Einfigung oder Entfernung eines Schlussels ausgefuhrt werden muissen, liegt
gende Idee zugrunde:
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Abbildung 5.57: Struktur eine<Z-stratifizierten Baumes

Es wird entweder eine auf die lokale Umgebung eines Knotens beschrankte stri
turelle Anderung durchgefiihrt, oder das Umstrukturierungsproblem wird ohne jec
Strukturédnderung auf das nachst hohere Niveau, das heif3t auf die néchste StralRe
schoben. Unter Strukturveranderung verstehen wir dabei stets nur die Anderung v
Zeigern; Farbanderungen, also jede lokale Verschiebung einer Stral3engrenze, zal
nicht. Dieser Unterschied ist gerechtfertigt durch die bereits oben erlauterte Tatsacl
daR es nicht erforderlich ist, Knoten in einer Mehrbenutzerumgebung zu sperren, we
sich lediglich ihre Farbe &ndert. Denn eine Farb&nderung kann niemals eine Sucho
ration in die falsche Richtung leiten.

Einflgen in Z-stratifizierte Baume

Um einen neuen Schlissel in eingystratifizierten Suchbaum einzufligen, bestimmen
wir zunachst seine Position unter den Blattern und ersetzen das Blatt, bei dem die
folglose Suche endet, durch einen inneren Knoten mit zwei Bléattern. Diese zwei Bl&
ter speichern jetzt den alten Schlissel, wo die Suche endete, und den neu eingefli
Schliissel. Beachte, daR der so entstandene Baum jetZZatratifizierter Suchbaum
mehr ist, weil ein innerer Knoten unmittelbar unter der untersten Stral3engrenze auftri
Um das zu korrigieren und die Balancebedingung wiederherzustellen, versehen wir d
sen Knoten mit einer Push-up-Marke (siehe Abbildung 5.58). Die Aufgabe, die wir fu
einen Knoten mit einer Push-up-Marke [6sen mussen, ist, ihn Uber die Stralengrer
hinlber zu schieben, unterhalb der er auftritt. (Diese Aufgabe nennen wir auch eil
Push-up-Forderung.) Dabei missen wir darauf achten, dafs stimtifizierte Struktur
des Baumes wiederhergestellt wird. Zugleich wollen wir erreichen, dal3 nur eine ko
stante Anzahl struktureller Anderungen ausgefiihrt wird. Daher gehen wir so vor, d
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Abbildung 5.58: Einfligen eines neuen Schllissels mit Setzen einer Push-up-Marke

das Beseitigen einer Push-up-Marke aus einer Bewegung des Knotens mit der Ma
Uber die Stral3engrenze hinweg besteht und

1. entweder zu einer strukturellen Anderung fiihrt, die nur ein paar Knoten auf dé
gerade betrachteten Straf3e betrifft, und Halt oder

2. zueiner Push-up-Forderung fiihrt fir einen Knoten, der unmittelbar unterhalb d
Grenze zur ndchsthéheren StraRe auftritt, aber zu keiner strukturellen Anderur

Wir unterscheiden also zwei Félle zur Behandlung von Knoten mit einer Push-uj
Marke:

Fall 1 [Es gibt genug Platz in der nachsthéheren Schicht]

Dieser Fall liegt vor, wenn der Knoten mit der Push-up-Marke an einem Baum at
der MengeZ hangt, der nicht die maximale Anzahl von vier Blattern hat. In diesem Fall
kann man durch Ausfiihren von héchstens zwei Rotationen (Einfach- oder Doppelrof
tion) den Baum aug durch einen anderen mit einem zusétzlichen Blatt ersetzen, all
Teilbdume in der gleichen Reihenfolge wieder anh&ngen und so die Balancebedingt
wiederherstellen. Abbildung 5.59 zeigt die in diesem Fall erforderlichen Strukturéands
rungen. Dabei sind alle symmetrischen Félle weggelassen.

Fall 2 [Es gibt nicht genug Platz auf der nachsthdéheren Schicht]

Dieser Fall liegt vor, wenn der Knoten mit der Push-up-Marke ein Blatt eines voll
standigen Bindrbaumes der Hohe 2 ist. Denn nun kann man die Push-up-Fordert
nicht durch eine lokale Strukturdnderung auf der nachsthéheren Schicht erledigen.
so verschieben wir in diesem Fall die Push-up-Forderung rekursiv auf die nachsth
here Schicht, indem wir die Marke einfach an die Wurzel dieses vollstéandigen Bina
baums der Hohe 2 auf der nachsthéheren Schicht heften und den Knoten, der vorher
Push-up-Marke hatte, Giber die Stral3engrenze hinaufziehen, ohne eine Strukturande
durchzufuhren. Abbildung 5.60 zeigt eine der vier Mdglichkeiten, wo der Knoten mi
der Push-up-Marke vorkommen kann. Wir nehmen stillschweigend an, daf3 eine ne
Schicht und eine neue Spitze eingefligt werden, sobald eine Push-up-Marke die Wur
des urspriinglich gegebengrstratifizierten Baumes erreicht hakstratifizierte Bau-
me wachsen also an der Wurzel durch Abspalten eines Knotens von einem Baum,
einen Knoten mehr hat als der Baum mit Hohe 2 und der maximalen Blattzahl 4.
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(a)
Rotation q
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Abbildung 5.59: Lokale Umstrukurierungen bei einer Push-up-Forderung
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Abbildung 5.60: Rekursive Verschiebung einer Push-up-Forderung zum nachstshéheren Nive:
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Wie wir gesehen haben, kann eine einzelne Einfligung zu einer Push-up-Fordert
fur einen Knoten fiihren, der unmittelbar unterhalb der untersten Stra3engrenze a
tritt. Das Erfullen dieser Push-up-Forderung kann entweder zu einer Reihe weiter
Push-up-Forderungen fir Knoten fiihren, die auf dem Suchpfad liegen und unmittelk
unterhalb der Grenzen zu nachsthdheren Schichten auftreten, ohne eine Struktura
rung durchfiihren zu mussen, oder aber zu einer lokalen Strukturdnderung und H:
Dabei besteht die Strukturdnderung in dem Ersetzen eines Baumes aus deraMeng
von StrafRenb&umen durch einen anderen. Sie wird realisiert durch eine Einfach- o
Doppelrotation. Damit durfte klar sein, dal’ eine Push-up-Forderung stets durch ei
konstante Zahl struktureller Anderungen erfiillt werden kann.

Wir beschreiben jetzt, wie eingolge von Einfligungebehandelt wird, so daf} es
nicht erforderlich ist, den Baum nach jeder einzelnen Einfiigung umzustrukturiere
(Dabei lassen wir naturlich zu, daf3 der Baum zwischenzeitlich nicht Erstmatifiziert
ist). Zunachst beobachten wir, dal? Push-up-Forderungen akkumuliert werden kénr
und im Baum konkurrierend aufsteigen kénnen so lange nur gesichert ist, dal3 k
ne zwei Push-up-Forderungen denselben StraBenbaum betreffen. Falls also meh
Push-up-Marken an Knoten angebracht sind, die vom selben StraRenbaum Uber ¢
StraBengrenze herunterhdngen, behandeln wir sie einfach nacheinander in belieb
Reihenfolge wie oben beschrieben. Sobald eine Push-up-Forderung verschwunder
(durch eine Strukturanderung oder durch rekursives Hinaufschieben auf die nachstl
here Schicht), kdnnen wir bereits damit beginnen, die nachste Push-up-Forderung
erfiillen. Abbildung 5.61 zeigt an einem Beispiel, wie hier vorzugehen ist.
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Abbildung 5.61
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Dies l6st das Problem, wie man Folgen von Einfligungen behandeln kann, die sar
lich verschiedene Blatter des urspriinglich gegebéhstratifizierten Baumes betref-
fen. Wir figen einfach an jeden neu erzeugten internen Knoten unterhalb der unters
StraBengrenze eine Push-up-Marke an. Nun sehen wir, daf3 wir dasselbe auch in ¢
Falle tun kénnen, daR eine Einfligung in ein Blatt fallt, das nicht Blatt des urspring
lich gegebene-stratifizierten Baumes ist, sondern ein Blatt, das durch eine friihere
Einfigung erzeugt worden ist. Das heif3t, wir kbnnen Push-up-Forderungen fur Knote
die unter der untersten Stralengrenze auftreten, einfach akkumulieren und wie vorl
erledigen. Wir erfillen sie in der Weise, dal’ wir stets Knoten unmittelbar unterhal
der untersten StralRengrenze des urspringlich gegelesiatifizierten Baumes zu-
erst behandeln (Diese Bedingung gilt zum Beispiel, wenn wir die Push-up-Forderung
in derselben Reihenfolge erfiillen, in der wir die Knoten eingefiigt haben.)

In dieser Weise kann also eine Folge von Einflilgungen zu einem Wachstum des
springlich gegebened-stratifizierten Baumes unterhalb der untersten Stral3engren
ze fuhren, das vergleichbar ist mit dem Wachstum eines naturlichen Suchbaum
Jeder neu erzeugte Knoten hat eine Push-up-Marke. Die Push-up-Forderungen w
den, wie oben beschrieben, von oben nach unten, aber sonst in beliebiger Reihen
ge erledigt. Sind alle Push-up-Forderungen erfiillt, ist der resultierende Baum wied
ein Z-stratifizierter Suchbaum. Abbildung 5.62 zeigt schematisch das Bild &ines
stratifizierten Baumes nach einer Reihe von Einfligungen mit noch nicht erfillten Pus|
up-Forderungen.

Entfernen ausZ-stratifizierten Baumen

Um einen Schlissel aus einérstratifizierten Suchbaum zu entfernen, suchen wir ihn
zunéchst unter den Blattern und versehen das Blatt mit einer Loschmatk&ine
Léschmarke kann entweder unmittelbar beseitigt werden durch eine Strukturanderu
in der Umgebung des betroffenen Blattes auf der untersten Schicht, oder aber sie fi
dazu, daf der Bruder des entfernten Blattes mit einer Pull-down-Marke (Pull-dowr
Forderung) versehen wird. Denn eine an einem Blatt eines Baum&smaitsirei oder
vier Blattern angebrachte Loschmarke kann leicht dadurch entfernt werden, dafd m
den Baum aug durch einen Baum ersetzt, der ein Blatt (und einen inneren Knoten
weniger hat. Hat allerdings ein Blatt eines Baumes Ausit nur zwei Blattern ei-

ne Loschmarke, so kann man nach Entfernen des Blattes die Balancebedingung ni
direkt wiederherstellen. Vielmehr fuihrt das Beseitigen der Léschmarke zu einer Pul
down-Forderung ). Das ist in Abbildung 5.63 erlautert, in der alle symmetrischen
Falle weggelassen wurden.

Hat ein Knoten (also anfangs der Bruder des entfernten Blattes) eine Pull-dow
Marke, so befindet er sich selbst unmittelbar unter einer StraBengrenze und sein Ve
zwei StralRen oberhalb der Straf3e, auf der er selbst auftritt. Das ist natirlich ein Ve
stolR gegen dig&-Stratifiziertheit des Baumes. Um diesen Versto3 zu beheben, miisse
wir den Vater des Knotens mit der Pull-down-Marke eine Stral3e hinunterziehen ur
zugleich dafur sorgen, daf? die Schichtenstruktur des Baumes durch eine konstante
zahl struktureller Anderungen wiederhergestellt wird. Das Beseitigen einer Pull-dowr
Marke besteht also in einer Bewegung eines Knotens Uber eine Stralengrenze n
unten hinweg und
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Abbildung 5.62: Z-stratifizierter Baum nach einer Reihe von Einfligungen mit noch nicht erfull-
ten Push-up-Forderungen

1. entweder einer lokalen strukturellen Anderung destratifizierten Baumes in
der Schicht, in der der Vater des Knotens mit der Pull-down-Marke anschliel3er
vorkommt und Halt

2. oder aber in einer rekursiven Verschiebung der Pull-down-Marke zum Vater de
Knotens und keiner strukturellen Anderung im Baum.

Wir unterscheiden also wieder zwei Falle je nachdem, wieviele Knoten in der unmi
telbaren Verwandtschaft des Knotensit der Pull-down-Marke vorkommen.

Fall 1 [Es gibt genug Knoten in der Umgebung des Knotemsit der Pull-down-
Marke, vgl. Abbildung 5.64]

In diesem Fall kann die Pull-down-Forderung durch eine strukturelle Anderung, di
nur wenige Knoten in der Umgebung des Knotehetrifft, erledigt werden.

Um festzustellen, olfall 1 vorliegt, inspizieren wir zunachst den Brudewmvonv.
w kann auf derselben Schicht wie sein Vapeauftreten oder eine Schicht darunter.
(Beachte, dafé genau zwei Schichten unterhalb vpiliegt.)
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Abbildung 5.64: Der Knoten mit der Pull-down-Marke hat genug Knoten in seiner Umgebung
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Wir betrachten zunéchst den Fall, da@indw in der gleichen Schicht liegen. Dann
wissen wir, daf3 auBer dem Zeiger, geundv miteinander verbindet, wenigstens vier
weitere Zeiger die StralRengrenze schneiden, unterhalb ddieggt. Also ist es auf
jeden Fall méglich, den Teilbaum mit Wurzeldurch einen neuen Strallenbaum Zus
zu ersetzen und die Teilbdume unterhalb wgo neu zu verteilen, daReinen Vater
auf der zwischewr und p liegenden Schicht erhélt und dfestratifizierte Baumstruktur
wiederhergestellt wird.

Um die Fallunterscheidung zu vereinfachen und die mehrfache Behandlung &hr
cher Falle zu vermeiden, zeigen wir allerdings nicht explizit, wie in diesem Falle de
Baum umzustrukturieren ist. Vielmehr fithren wir die folgende Transformation durct
die den hier vorliegenden Fall auf einen anderen Fall reduziert, der ebenfall§alhter
1 subsumierbar ist; Fuhre eine einfache Rotationgbaus wie in Abbildung 5.65 (d)
zu sehen, in der wieder alle symmetrischen Falle weggelassen wurden. Man beacl!
dal als Ergebnis dieser Rotatipreinen Sohn auf der nachsten und den anderen Sohi
v zwei Schichten unter seiner eigenen Schicht hat. Ferner tpatiewd der Vater vorp
auf der gleichen Schicht auf.

Wir kdnnen jetzt also annehmen, da@ndw auf verschiedenen Schichten auftreten.
Das heif3t, ein Sohmvon p ist zwei und der andere Sofwvon p eine Schicht unter-
halb vonp. Der Knotenw kann keinen, einen oder zwei Séhne auf derselben Schich
haben. Die letzteren beiden Félle lassen sich urd#rl subsumieren und wie in Ab-
bildung 5.65 (a) und (b) gezeigt behandeln, wobei wieder alle symmetrischen Fal
weggelassen wurden.

Im Falle, daf3v keinen Sohn auf derselben Schicht hat, schauen wir nach oben zu
Vater g von p. g kann auf derselben Schicht wieauftreten. Dies ist ebenfalls eine
Situation, die unteFall 1 subsumiert wird. Denn es ist in diesem Falle méglagghden
Sohnp wegzunehmen, so daf*dennoch Wurzel eines Stral3enbaumes oberhallpvon
bleibt, wie in Abbildung 5.65 (c) zu sehen.

Der einzige Fall, der nicht untdfall 1 subsumierbar ist, ist also eine Situation, in
der der auf der Schicht unter der Schicht vorauftretende Knotemv keinen Sohn
auf derselben Schicht wig hat und in demp und der Vateq von p auf verschiedenen
Schichten auftreterplundw sind also jeweils Wurzeln von Baumen aimit der Héhe
1). Diese Situation bezeichnen wir &all 2:

Fall 2 [Es gibt nicht genligend Knoten in der Umgebung des Knotemst einer
Pull-down-Marke]

In diesem Fall hat also der Knotermit der Pull-down-Marke die minimale Anzahl
von Verwandten in seiner Umgebung. Wir kénnen die Pull-down-Forderung daher nic
in der Umgebung von erledigen. Also verschieben wir die Pull-down-Forderung von
v auf den Vatemp, indem wir einfachp unter die StralRengrenze oberhalb dexuftritt,
hinunterziehen und die Pull-down-Marke lpeainbringen, vgl. Abbildung 5.66.

Man beachte, daR in diesem Fall keinerlei strukturelle Anderung (Anderung vo
Zeigern) ausgefuhrt wird. Ferner erfillt der Knotenoffensichtlich die Invarianz-
Bedingung, die wir oben fir Knoten mit Pull-down-Marke formuliert haben, namlich:
p tritt unmittelbar unter einer StraRengrenze auf und der Vatepd@yt zwei Stral3en
oberhalb vorp.

Wir nehmen wbrigens stillschweigend an, dal’ eine Schicht an der Spitz&- des
stratifizierten Baumes verschwindet, wenn eine Pull-down-Marke den&a@nWur-
zel pdes Baumes erreicht hat und die Schicht zwischen dem Knated seinem Vater
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Abbildung 5.65: Lokale Umstrukurierungen bei einer Pull-down-Forderung
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Abbildung 5.66: Rekursive Verschiebung einer Pull-down-Forderung zum néchsthéheren Nivee
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p leer geworden ist. Denn in diesem Fall macht das Hinunterschieben des Kipoten:
unter die oberste Stral3engrenze diese Grenze Uberflissig.

Wie wir gesehen haben, fiihrt eine einzelne Entfernung aus efstratifizierten
Baum dazu, dal3 ein Blatt des Baumes mit einer Léschmarke versehen wird. Die E
seitigung dieser Loschmarke kann entweder unmittelbar durch eine auf die Umgebu
dieses Blattes beschrankte strukturelle Anderung auf der untersten Schicht erfolg
oder aber sie |6st eine Pull-down-Forderung fiir den Bruder des entfernten Blattes a
Pull-down-Forderungen (also Knoten mit Pull-down-Marken) kénnen in dem Baur
hochsteigen durch rekursive Verschiebung auf héhere Schichten, aber ohne struktur
Anderungen, bis sie schlieRlich durch eine strukturelle Anderung beseitigt werden, c
aber immer nur eine konstante Anzahl von Knoten und Zeigern betrifft.

Wir erlautern jetzt, wie ein€olge von Entfernungeim der Weise behandelt werden
kann, so daf3 es nicht erforderlich ist, den Baum direkt nach jeder einzelnen Entfernu
wieder umzustrukturieren. Zunachst beobachten wir, daf3 Entfernungen einfach dadu
akkumuliert werden kénnen, dafd man fiir jede Entfernung ein Blatt mit einer Loschma
ke versieht und zunachst nichts weiter tut. Die Loschmarken kdnnen nun konkurriere
in beliebiger Reihenfolge beseitigt werden, wie oben beschrieben, so lange nur sich
gestellt ist, dal3 die Beseitigung von mehreren Léschmarken niemals denselben S
Renbaum betrifft. Man muf3 sie nur nacheinander in beliebiger Reihenfolge behand
durch die zuvor beschriebenen Rebalancierungsoperationen. Das impliziert insbes
dere, daf3 die Beseitigung einer Loschmarke eines Knotens mit Pull-down-Marke (&
Ergebnis einer vorher beseitigten Loschmarke), nicht erfolgen kann, bevor die Pu
down-Marke beseitigt oder im Baum weiter hochgestiegen ist. Beachtet man aber die
Bedingung, so ist gesichert, dal3 die Beseitigung zweier Loschmarken an den Blatt:
desselbeZ-Strallenbaumes immer zu einem korrekten Ergebnis fuhrt: Bevor die zwe
te Loschmarke beseitigt wird, hat eine Pull-down-Forderung den Vater des betroffen
Blattes eine Schicht hinuntergezogen, vgl. hierzu Abbildung 5.67 fiir eine graphiscl
Erlauterung.

Kommen als Folge mehrerer beseitigter Léschmarken mehrere Pull-down-Marken
Knoten im Baum vor, so kann man sie stets konfliktfrei mit Hilfe der angegebene
Transformationen entweder beseitigen oder auf die nachsthdhere Schicht verschiel
Solange sie nicht denselben Baum Zumetreffen, kénnen sie sich namlich nicht stéren
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Abbildung 5.67: Beseitigung zweier Loschmarken an den Blattern desséligtmallenbaumes

und man kann sie daher in beliebiger Reihenfolge behandeln. Kommt in der Umg
bung eines Knotens mit Pull-down-Marke ein weiterer Knoten mit Pull-down-Marke
vor, mu3 die weiter oben liegende Pull-down-Marke zuerst beseitigt werden. Diese
Top-down-Vorgeherur Beseitigung mehrerer Pull-down-Marken ist immer méglich
und korrekt mit Ausnahme eines einzigen Falls: Es kann als Ergebnis des rekursiv
Verschiebens mehrerer Pull-down-Marken nach oben vorkommen, dal3 beidexS6hn
undw eines Knoten$ eine Pull-down-Marke haben undundw zwei Schichten un-

ter p liegen. Dann verschiebe man einfgelum eine Schicht nach unten, beseitige die
Pull-down-Marken vorv undw und bringe eine Pull-down-Marke bpian, fallsp kei-

nen Vater auf seiner Schicht hat; sonst gentigt bereits das Hinunterschiebgnwzon
beide Pull-down-Forderungen zu erfiillen. Das ist graphisch in Abbildung 5.68 gezeic

A
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Abbildung 5.68: Gleichzeitiges Beseitigen von zwei Pull-down-Marken

Auf diese Weise wird sichergestellt, daR jede Folge von akkumulierten Entfernunge
und die von lhnen ausgelésten Umstrukturierungsprozesse beliebig verzahnt ausgefi
werden kénnen, ganz genauso, als hatte man sie nacheinander (seriell) ausgefihrt.
bildung 5.69 zeigt schematisch einen nach einer Reihe von Entfernungen und struk
rellen Anderungen entstandengsstratifizierten Suchbaum.
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Abbildung 5.69: Z-stratifizierter Baum nach einer Reihe von Entfernungen mit noch nicht erfull-
ten Pull-down-Forderungen

Wie wir gesehen haben, wachsen und schrumgfstratifizierte Suchbdume also an
der Wurzel. Neue Schliissel wandern in den Baum von unten hinein, das heif3t tiber
unterste StralRengrenze. Ebenso werden Schliissel entfernt, indem man sie an der u
sten StraRengrenze aus dem Baum herauszieht. Jetzt kénnen wir erklaren, wie belie
verzahntérolgen von Einfligungen, Entfernungen und Umstrukturierursgegefuhrt
werden kénnen.

Wenn eine Einfliigung oder Entfernung in ein Blatt fallt, das unmittelbar unter der ur
tersten Stra3engrenze liegt, geschieht zunachst nichts Neues mit Ausnahme der M
lichkeit, daB jetzt eine Einfiigung in ein Blatt fallen kann, das eine Loschmarke tréagt. E
ist klar, wie man dann vorzugehen hat: Beseitige die Loschmarke und flige den Schl
sel an dieser Stelle wieder ein, siehe Abbildung 5.70.

Falls umgekehrt eine Entfernung in ein Blatt fallt, das durch eine friihere Einfiigun
entstanden und das noch nicht hinaufgewandert ist zur untersten Stralengrenze, k
man das Blatt und den zugehorigen inneren Knoten einfach entfernen und eine Pt
down-Marke beseitigen. Abbildung 5.71 zeigt ein Beispiel fur dieses Ereignis.

Abgesehen von diesen geringfiigigen Anderungen und Zusétzen ist nichts Ne
es erforderlich, um sicherzustellen, da® Einfligungen, Entfernungen und Rebalanc
rungsoperationen (das heil3t also das Beseitigen von Push-up-, Lésch- und Pull-do
Marken) nebenlaufig und beliebig verzahnt ausgefiihrt werden kénnen. Man muf3
Konfliktfall (wenn mehrere Push-up-, Pull-down- oder Léschmarken an Knoten in de
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Abbildung 5.70: (Wieder-)Einfligung eines Schlissels in ein Blatt mit Léschmarke
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Abbildung 5.71: Entfernung eines durch Einfiigung entstandenen Blattes
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selben Umgebung vorkommen) nur darauf achten, der Top-down-Strategie zu folge
Die jeweils weiter oben befindliche Marke mul3 ggfs. zuerst beseitigt werden. Das i
mit Hilfe der beschriebenen Transformationen immer mdglich. Diese Uberlegunge
kdnnen im folgenden Satz zusammengefal3t werden:

Satz 5.4 Sei T ein Z-stratifizierter Suchbaum, und sei eine beliebig verzahnte Folge vc
Einflgungen, Entfernungen und Transformationen zur Rebalancierung gegeben, die
T angewandt wird. Dann ist die Anzahl der strukturellen Anderungen (Anderungen v
Zeigern, die erforderlich sind, um die Balancebedingung fir T wieder herzusteller
das heifl3t, um T wieder Z-stratifiziert zu machen) hdchstens von der Grof3enordnu
O(i +d), wobei i die Anzahl der Einfiigungen und d die Anzahl der Entfernungen ist.

Wir sehen also, daR man mit derselben Anzahl struktureller Anderungen auskomr
die man auch aufzuwenden héatte, um einen gegebenen Baum jeweils unmittelbar n
einer Update-Operation wiedgrstratifiziert zu machen.

Wir bemerken abschlieRend noch, dalR keinerlei Umstrukturierungsoperationen
forderlich sind, wenn man zunéachst eine Reihe von Einflgungen und dann eine R
he von Entfernungen fir einen gegebenen Baum ausfuhrt und am Schluf’ der Ba
wieder seine urspringliche Gestalt hat, ohne da3 man zwischendurch irgendwels
Rebalancierungs-Operationen begonnen oder erledigt hat. Dies ist ein durchaus wic
ger Unterschied zu anderen in der Literatur vorgeschlagenen Verfahren zum relaxier
Balancieren.

5.6.3 Eindeutig reprasentierte Worterbicher

Auch wenn eine Klasse von Baumen durch eine statische Bedingung an die Struktur
B&ume festgelegt ist, kann es immer noch viele verschiedene Baume in der Klasse
ben, die samtlich die gleiche Menge von Schlisseln speichern. Wir kénnen beginne
mit dem anfangs leeren Baum eine Reihe von Einflige- und Entferne-Operationen al
fuhren, um schlieRlich einen Baum zu erhalten, der eine bestimmte Menge von Schli
seln speichert. In der Regel hangt die Struktur dieses Baumes von seiner Entstehur
geschichte, also von der Reihenfolge der Einflige- und Entferne-Operationen ab.

Wir wollen jetzt Baume als spezielle, durch Zeiger verbundene Graphen auffasse
die in ihren Knoten die Schliissel speichern. Wir nennen ein Woértermeangen-
eindeutigreprasentiert, wenn jede Menge von Schliisseln durch genau eine derarti
Struktur reprasentiert ist. Bei Mengen-Eindeutigkeit kommt es also auf die Reihenfolc
der Operationen, mit der man eine Struktur zur Speicherung einer gegebenen Schl
selmenge erzeugt, nicht an. Es gibt genau einen Graphen, dessen Knoten die Schlt
speichern.

Wir nennen ein WorterbuchroRen-eindeutigeprasentiert, wenn sogar jede Men-
ge derselben GroRRe jeweils durch genau eine Struktur reprasentiert wird. Grof3e
Eindeutigkeit impliziert naturlich Mengen-Eindeutigkeit. Wir verlangen dariiberhinau:
stets, daf3 die Knoten des Graphen angeordnet sind und die Schliissel der Grof3e na
den Knoten mit aufsteigender Ordnungsnummer abgelegt sind. Wir bezeichnen die
Eigenschaft auch alSrdnungs-Eindeutigkeit
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Das Problem der eindeutigen Reprasentierung von Worterbiichern besteht in der ¢
che nach mdglichst effizienten Algorithmen zum Suchen, Einfligen und Entfernen vc
Schlusseln fur Worterbiicher, die mengen- oder gréf3eneindeutig reprasentiert sind.

Ein einfaches Beispiel fir eine groRen-eindeutige Reprasentierung von Worterb
chern sind sortierte, verkettet gespeicherte lineare Listen. Die im Abschnitt 5.3.2 b
schriebenen randomisierten Suchbaume sind ein Beispiel fiir eine mengen-eindeut
aber nicht gréBen-eindeutige Reprasentation von Worterbiichern. (Dabei unterstell
wir, dal3 die zur Berechnung der Prioritaten benutzte Hash-Funktion beliebig, aber fe
gewahlt ist.)

Man kann nun zeigen, dal3 die Forderung nach mengen- oder grél3en-eindeutiger |

prasentierung von Worterbiichern zur Folge hat, dal3 wenigstens eine der drei Wi
terbuchoperationen Suchen, Einfligen und Entfernen von Schliisseln méiloair)
Zeit fur Strukturen mih Schlisseln benétigt. Es wurde erstmals von Snyd [174] far
eine grof3e Klasse von Verfahren zum Suchen, Einfligen und Entfernen Schluss
in Datenstrukturen gezeigt, dal3 die untere Grenze fur den Aufwand zur Ausfihrur
dieser Operationen bei eindeutig reprasentierten Datenstrukturen von der GréRenc
nungQ (1/n) ist. Es ist also kein Zufall, dal? AVL-Baume, Bruder-Baume, gewichtsba-
lancierte Baume, B-Baume und all die anderen zuvor genannten Klassen balanciel
B&ume keine eindeutig reprasentierten Datenstrukturen sind. Der Wert dieser Aus:
ge hangt naturlich stark von dem in diesem Zusammenhang benutzten Verfahrens- L
Aufwandsbegriff ab. Natirlich sollten alle bekannten Verfahren zum Suchen, Einflige
und Entfernen von Schliisseln in Listen, balancierte und unbalancierte Baume aller £
darunter subsumierbar sein.

Snyder (vgl. 1) gibt auch eine von ihm ,Qualle" genannte gréRen-eindeutig
Struktur zur Re entation von Worterbuchern an, die es erlaubt, jede der drei Wort
buchoperationenin Ze® (/n) auszufiihren. Die in den Beweisen fiir die obere und un-
tere Schranke zugelassenen Operationen stimmen aber nicht Gberein. Wir werden j
eine grélRen- und ordnungseindeutige Reprasentation von Wérterbiichern angeben,
die von Snyder angegebene untere Schranke im gewissen Sinne unterbietet.

Dazu betrachten wir eine gréRen- und ordnungseindeutige Repasentation von W
terbiichern durch Graphen mit begrenztem Ausgangsgrad (jeder Knoten hat héchst
die Ordnung, k fest) und nehmen an, dal3 es fir jede Zabknau einen Graphen mit
n-Knoten gibt. Ferner unterstellen wir, daf die Knoten eines jeden Graphen eine fes
Ordnung haben. Die Elemente einer gegebenen Menge von Schliisseln den @riil3e
dann in den Knoten des Graphen in der Weise gespeichert, daf§jddste Schlissel
im Knoten mit der Ordnungsnummieabgelegt ist, fir jedeis

Jede Suche startet bei einem bestimmten Knoten, den wiwdizelnennen und
lauft dann Kanten des Graphen entlang, bis das gesuchte Element in einem Knoi
gefundenist oder die Suche erfolglos endet. Alle Elemente missen also von der Wur.
aus erreichbar sein. Daraus folgt sofort, dal3 jeder Knoten mit Ausnahme der Wurz
wenigstens eine in den Knoten hineinfihrende Kante hat. Die Kosten der Suche si
die Anzahl der bei der Suche durchlaufenen Kanten plus eins.

Wenn man eine Update-Operation ausfiihrt, also eine Einfligung oder Entfernun
darf der Graph durch eine der folgenden Operationen verandert werden: Schaffen o
Entfernen eines Knotens, das Andern, Hinzufiigen oder Entfernen einer den Knoten v
lassenden Kante (Zeiger-Anderung), Austauschen von Elementen zwischen zwei Kr
ten.


Literaturverweis [174]
[174] L. Snyder. On uniquely represented data structures. In Proc. 18th Annual Symposium on Foundations of Computer Science, Providence, Rhode Island, S. 142- 147, 1977.
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stenmodell kann man nun die folgende untere Schranke beweis gl. [9].

Satz 5.5 Fir jede gro3en- und ordnungseindeutige Reprasentation von Wérterblche
durch Graphen benétigt wenigstens eine der drei Worterbuchoperatione@ Zte’if3) .

Jede dieser Operationen verlangt Kosten der Gr('jrsenorda(ﬁ)% In diesem Ko-

Wir verzichten auf einen Beweis dieses Satzes und zeigen vielmehr eine mit derim S
behaupteten unteren Schranke tibereinstimmende obere Schranke.

Halbdynamischec-Ebenen-Sprunglisten

Wir flhren zunéchst eine Variante der von Snyde 174] eingefuhrten Struktur ein, d
wir 2-Ebenen-Sprungliste nennen, fur die dies Worst-case-Zeitschranke fir
alle drei Worterbuchoperationen gilt. Um die Prasentation von 2-Ebenen-Sprunglist
zu vereinfachen, nehmen wir an, ddfX n < (i + 1) fiir ein festes ist. Das heif3t, wir
nehmen an, daR die GroReles Worterbuches nicht beliebig infolge von Einfligungen
und Entfernungen schwanken kann, sondern immer zwischen gegebenen Schrar
i2 < n< (i + 1) fiir ein festes bleibt. Eine 2-Ebenen-Sprungliste der Grafgesteht
nun aus einer doppelt verketteten Liste voKnoten 1,... n. Fir jedesp, 1< p<n

sind also die Knotem und p+ 1 miteinander durch ein Paar von Zeigern auf Ebene
1 miteinander verknipft. Wir nennen die Folge der durch Zeiger auf Ebene 1 miteir
ander verknlpften Knoten auch die 1-Ebenen-Liste. Ferner sind die Knoten1l,
2i+1,...,|n/i] -i+ 1 miteinander zu einer 2-Ebenen-Liste verknupft, die wir auch
die obersteEbenen-Liste nennen. Der letzte Knoten dieser Liste isiMiezelder 2-
Ebenen-Sprungliste. Abbildung 5.72 zeigt die Struktur einer 2-Ebenen-Sprungliste.

1 i+1 A+1 Infi]-i+1 n

Abbildung 5.72: 2-Ebenen-Sprungliste der Gréfle

Wir verlangen, dal3 die Elemente einer Mengem&ichlisseln in aufsteigender Ord-
nung in den Knoten 1, 2..., n abgelegt sind. Damit haben wir also eine gréf3en- und
ordnungseindeutige Reprasentation von Worterbiichern.

Nun sollte klar sein, wie man nach einem Schliissel in einer solchen Struktur suc
und dabei héchstens Schlusselvergleiche ausfuhrt: Man benutze ausgehend von de
Wurzel die oberste Ebenen-Liste, um die Folge von héchsténsten zu bestimmen,
die den gesuchten Schlissel enthalten kann und fiihre anschlie3end eine lineare St
durch, indem man den Zeigern auf Ebene 1 folgt. SolarigeBereichi? < n< (i + 1)2
bleibt, kdnnen Updates ebenfalls in Z6€iti) ausgefuhrt werden: Bestimme zuerst die
Einflige- oder Entferneposition in der 1-Ebenen-Liste. Das ber@igiSchritte. Dann
flge das Element in diese Liste ein oder entferne es daraus. Das ist eine in konstal
Zeit ausfuihrbare Operation. Sie hat zur Folge, dal3 eine Folge von Knoten auf Ebe


Literaturverweis [9]
[9] A. Andersson und Th. Ottmann. New tight bounds on uniquely represented dictionaries. In SIAM Journal of Computing, volume 24, S. 1091-1103, October 1995.
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1, die von einem Zeiger auf der obersten Ebene tbersprungen wird, entweder zu le
geworden st (nach einer Einfligung) oder zu kurz (nach einer Entfernung). Also miss
einige Zeiger auf der obersten Ebene um eine Position nach links oder um eine Positi
nach rechts verschoben werden.

Abbildung 5.73 zeigt ein Beispiel einer Einfligung von Schlussel 9 in eine 2-Ebener
Sprungliste der GroR3e 11, die die Schlud&eB,5,7,8,10,11,12,14,17,19} speichert.
Beachte, daf? das Einfligen die Lange des Schwanzes der 2-Ebenen-Sprungliste um
verlangert.

GGGGG@@@@

Einfligeposition

Abbildung 5.73: Einfligung von 9 in eine 2-Ebenen-Sprungliste

Folglich muf3 die oberste Ebenen-Liste um ein Element verlangert werden, sobald
Lange des Schwanze#bersteigt. Analog kann eine Entfernung es erfordern, die ober
ste Ebenen-Liste um ein Element zu verkiirzen. Das Adjustieren der obersten Eben
Liste nach einer Einfugung oder Entfernung ist aber in jedem F&Nih Schritten im
schlechtesten Fall mdglich.

So wie wir 2-Ebenen-Sprunglisten eingefihrt haben, sind sie nur halbdynamisc
weil wir nicht erlaubt haben, dal3 ihre GroRebeliebig variieren darf. Es ist aber
nicht allzuschwer, sich zu Gberlegen, daR man die Struktur auch volldynamisch m
chen kann, ohne daf? man ihre wesentlichen Eigenschaften zerstort. Wir verzichten
eine explizite Darstellung und verweisen dazu [9]. Statt dessen flhren wir hall
dynamischec-Ebenen-Sprunglisten fir jedes> natirliche Verallgemeinerung
von 2-Ebenen-Sprunglisten ein. Wir nehmen also der Einfachheit halber wieder an, d
i < n< (i+21)°fur ein festes ist. Einec-Ebenen-Sprungliste der GréR®esteht nun
ausn Knoten 1, ... n. Die Knoten sind miteinander verknlpft durch Zeiger, die auf
verschiedenen Ebenen verlaufen, ndmlich auf unteren Ebenen und auf oberen Eben

Untere EbenerEir jedesj, 1< j < [¢/2], und jedep, 1< p< n—il~1, sind die
Knotenp und p+il—1 durch ein Paar von Zeigern auf Ebepmiteinander verkniipft.

Obere EbenenFir jedesj, [c/2] +1 < j < ¢, sind die Knoten 1, 2il-141,
2-il7141, 3.iI-141, ... miteinander verkniipft, wobei héchstén! — 1 Knoten in


Literaturverweis [9]
[9] A. Andersson und Th. Ottmann. New tight bounds on uniquely represented dictionaries. In SIAM Journal of Computing, volume 24, S. 1091-1103, October 1995.
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einem Schwanz lbrig bleiben. Der letzte Knoten dieser obersten Ebenen-Liste ist ¢
Wurzel.

Die Knoten einerc-Ebenen-Sprungliste, die durch Zeiger auf Ebg¢meaiteinander
verknipft sind, bilden die Folge dg¢fEbenen-Liste. Eing-Ebenen-Liste hat maximal
die Lange|n/il=1| = O(i°~1*1). Man beachte den Unterschied zwischen den unterer
und oberen Ebenen. In den unteren Ebenen ist jeder Knoten Teiljelts#nen-Liste,
wahrend die oberen Ebenen jeweils nur ejAeébenen-Liste enthalten, die jede nur
einige Knoten einschlie3en.

Abbildung 5.74 zeigt die Struktur einer 3-Ebenen-Sprungliste der Gré3e 30 mit zw
unteren und einer obersten Ebenen-Liste. Man beachte, da&Elenen-Sprungliste
der GroRen einen Speicherbedarf valc- n) hat.

NI

Abbildung 5.74: 3-Ebenen-Sprungliste der Gré3e 30

Wir verlangen wieder, dalR die Schlissel einer Menge véiementen in aufstei-
gender Reihenfolge in den Knoten 1, . n. ginerc-Ebenen-Sprungliste der GroRe
abgelegt sind. Das ergibt dann eine gré3en- und ordnungseindeutige Reprasenta
von Worterbilichern.

Um nach einem Schlissel auchen beginnen wir bei der Wurzel in der obersten
Ebenen-Liste und bestimmen die Folge von héchié&ehKnoten, die den gesuchten
Schliissel enthalten kénnen. Dann folgen wir fir jedesc—1,¢c— 2,...,1 einer Folge
von Zeigern auf Ebeng, um die Position des gesuchten Schlissels injeiebenen-
Liste zu bestimmen, bis wir den gesuchten Schliissel gefunden habepdeleiVert
1 bekommen hat und der gesuchte Schlissel nicht an seiner erwarteten Position in
1-Ebenen-Liste gefunden wurde. Beachte, daB fur jgdes-1> j > 1, die Suche
beschrankt ist auf einen Teil d¢rEbenen-Liste mit Lange hdchstensSo folgt, dafd
eine erfolgreiche oder erfolglose Suche in ZB{t-i) = O(c- n¥/°) im schlechtesten
Fall ausfuhrbar ist.

In Abbildung 5.75 ist ein mdglicher Suchpfad in der 3-Ebenen-Sprungliste von Ab
bildung 5.74 durch fettgedruckte Zeiger dargestellt.

Um einen Schlissel in eirieEbenen-Sprunglis&inzufiigenbestimmt man zunachst
die erwartete Position des neuen Schlissels durch eine Suche wie vorher erlautert. D
fugt man das neue Elementatie unterenj-Ebenen-Listen ein, £ j < [c/2]. Es wer-
den alle Zeiger auf Ebeng die Uber die Einfligeposition hinwegspringen, adjustiert;
siehe Abbildung 5.76. Das heil3t, eine Einfligeoperation kann aufgefaf3t werden als
gleichzeitiges Einfligen des neuen Elementeld ih angeordnete, doppelt verkettete,
lineare Listen fiir allg, 1< j < [c/2]. Das benotigt ZeiO(1+i+i2+... +il%/21-1)
= O(i[%/21-1) insgesamt. Dann miissen die Zeiger aller Knoten in den Listen auf de
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Sodiptades

TEVEVENEE SR AN TR0 SRRV ENE N

gesuchter Schlissel

Abbildung 5.75: Beispiel eines mdglichen Suchpfades

oberen Ebenen rechts von der Einfligeposition um eine Position nach links verschok
werden. Das benotigt ZeB(5¢_ ¢z 41 N/i171) = O(F5_ ¢/ 11171 = O(i12) im
schlechtesten Fall. Die Gesamtkosten sind @¢d%?1-1 +il¢/2]). Das fiihrt zu zwei
Fallen, je nachdem obgerade oder ungerade ist. tsgerade, benétigt das Einfligen
Zeit O(4/n), ist c ungerade, bendtigt das Einfligen eines neuen Elementes ic-eine
Ebenen-Sprungliste der GroReZeit O(n(c~1/2%), In jedem Fall ist die resultierende
c-Ebenen-Sprung-Liste eine Liste der Grafse 1.

L J
Y

i
erwartete Position
des neuen Elementes

Abbildung 5.76: Auswirkungen durch eine Einfligung in eifigebenen-Liste

Das Entfernen kann in véllig analoger Weise mit den gleichen asymptotischen Koste
durchgefiihrt werden. Man geht gerade umgekehrt wie beim Einflgen vor.

Auch hier kann man die Struktur volldynamisch machen, also die Beschrankung, di
n stets zwischei® und (i + 1)¢ bleiben muR, fallen lassen. Dazu gibt es allgemeine
Techniken, die hier nicht weiter erlautert werden. Insgesamt erhalten wir folgendes R
sultat:

Satz 5.6 Fur jedes c> 3 sind c-Ebenen-Sprunglisten eine grof3en- und ordnungsein
deutige Reprasentation von Worterbuichern, die Pldiz 6) beansprucht. Die Worter-
buchoperationen verlangen zu ihrer Ausfiihrung hdchstens die folgenden Kosten: D
Suchen ist ausfilhrbar in der Zeit(© n/°); Einfiigen und Entfernen benétigen Zeit
O(y/n), wenn ¢ gerade ist, und Zeit(@° /%), wenn ¢ ungerade ist.
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Wahlt man in diesem Satz= 3, erhalt man das im Lichte von Snyder's Ergebnis
[ etwas Uberraschende Resultat, daf3 in 3-Ebenen-Sprunglisten jede der drei W
ttchoperationen in Ze@(n%/3) ausfiihrbar ist.

5.7 Optimale Suchbaume

Suchb&aume sind eine Datenstruktur zur Speicherung von Schlisseln, so dal} insbe:
dere die Such- (oder Zugriffs-)Operation effizient ausfihrbar ist. Wir haben bisher ke
nerlei Annahmen uber die Zugrifidufigkeiteryemacht und vielmehr darauf geachtet,
daB auch die zwei anderen Worterbuchoperationen, das Einfliigen und Entfernen \
Schlisseln, effizient ausfithrbar sind. In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, daf3|
Schliisselmenge fest vorgegeben ist und die Zugriffshaufigkeiten sowohl fiir die Schli
sel, die im Baum vorkommen, als auch fur die nicht vorhandenen Objekte im vorhine
bekannt sind. Es wird das Problem diskutiert, wie man unter diesen Annahmen ein
Loptimalen®, d.h. die Suchkosten minimierenden Suchbaum konstruieren kann. Da.
werden zunachst ein Kostenmalfd zur Messung der Suchkosten und der Begriff des
timalen Suchbaumes préazise definiert. Dann werden ein Verfahren zur Konstrukti
optimaler Suchbaume angegeben und dessen Laufzeit und Speicherbedarf analysie

Im allgemeinen hat man nicht nur Schliisgsehach denen mit Haufigkedt (erfolg-
reich) gesucht wird, sondern man nimmt an, daf3 auch die Haufighgitsrkannt sind,
mit denen nach ,nicht vorhandenen” Objekten im Interyijl kj.1) erfolglos gesucht
wird. Wir gehen also von folgender Situation aus:

S= {Ki,...,kn} Menge vorN verschiedenen Schliisseka,< kz < ... < ky.

a; = (absolute) Haufigkeit, mit der naghgesucht wird, K i <N.

| = (ko,kn+1) Offenes Intervall aller Schlussel, nach denen — erfolgreich oder er
folglos — gesucht wird; es gikg < ky undky < kn.1. Typische Werte sindlg = —o
und kN+1 = 400,

bj = (absolute) Haufigkeit, mit der nach einen& (kj,Kj+1) gesucht wird, mit 6<
J<N.

In einem Suchbaum i bezlglichl sind diek; die Werte der inneren Knoten. Die
Intervalle zwischen den Schliisseln werden durch die Blatter reprasentiert. Als M:
fur die gesamten Suchkosten eines Baumes nimmt man Ublicherweigewdightete
Pfadlange die mit Hilfe des Gewichtes eines Baumes definiert ist:

W = z a + z bj
T ]
heil3t dasGewichtdes Baumes, und

P= ii (Tiefe(k) +1) & + JN%Tiefe(Blatt(kj ,Kj+1))bj

heiRtgewichtete Pfadlangdges Baumes.


Literaturverweis [174]
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Beispiel: Gegeben sei eine Menge von vier Schliisseln mit folgenden Zugriffshaufig
keiten fir die Schlissel und Intervalle:

(—oo,k) ki (ki,k2) ko (ko,ks) ks (Ks,ka) ks (Ka,00)
4 1 0 3 0 3 0 3 10

Ein mdglicher Suchbaum fiir diese Menge ist in Abbildung 5.77 angegeben. De
Baum hat die gewichtete Pfadlange 48.

Abbildung 5.77

Die gewichtete Pfadlange mif3t, wieviele Schliisselvergleiche fur die erfolgreiche
und erfolglosen Such-Operationen insgesamt ausgefiihrt werden. Jeden im Baum
speicherten Schlisskelfindet man mit Tiefék;) + 1 Schlusselvergleichen wieder. Sucht
man nach einenx € (kj,kj;1), also nach einem Schlissel, der im Baum nicht vor-
kommt, mufd man bei der Gblichen Implementation von Bdumen (Bléatter werden durc
nil-Zeiger in ihren Vétern reprasentiert) genau Tikfekj.-1) Schltsselvergleiche aus-
fuhren, um festzustellen, dafm Baum nicht vorkommt.

Bemerkung: Statt der absoluten Haufigkeiten verwendet man oft auch die relative
Suchhaufigkeiten; = & /W und; = b;/W und betrachtet sta® die normierte ge-
wichtete Pfadlange PV.

Seien nurN Schlussek;, 1 <i < N, mit Haufigkeiteng;, 1 <i < N, ein Schlussel-
intervall | = (ko,kn4+1) mit ko < kg undky < kn1 undbj, 0 < j <N, gegeben. Ein
SuchbaunmT fur S= {ky,...,kn} bezlglichl heiRtoptimal wenn seine gewichtete
Pfadlange minimal ist unter allen Suchb&umenStezuglichl.

Wir wollen jetzt ein Verfahren zur Konstruktion optimaler Suchb&ume angeben. E
beruht wesentlich auf der folgenden Beobachtung: Jeder Teilbaum eines optimal
Suchbaumes ist selbst ein optimaler Suchbaum.
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Das folgt unmittelbar aus der folgenden, rekursiven Berechnungsmethode fir die ¢
wichtete Pfadlénge. 13t ein Baum mit linkem Teilbaurf; und rechtem Teilbaurfy, so
kann man die gewichtete Pfadlanger) des Baumed wie folgt aus den gewichteten
PfadlangerP(T;) undP(T;), den Gewichten der Teilbaume und der Zugriffshaufigkeit
fur die Wurzel berechnen:

P(T) = P(T)+ Gewich(T))
+Zugriffshaufigkeit der Wurzel
+P(T;) + Gewich(T;)

= P(T)+P(T) +Gewich(T) ()

Ist dabei furS= {ky,...,kn} undl = (ko,knt1) der Schlissel an der Wurzel 1 <
I <N, so ergibtsich als Schlusselmenge fir den linken Teilb8um{ky, ...,k 1} und
als Schlusselintervall = (ko,k); entsprechend ergibt sich fiir den rechten Teilbaum
S = {k|+1,...,kN} undl” = (k|,kN+1).

FallsT ein Blatt ist, gilt naturlichP(T) = 0.

Wir teilen nun den gesamten Suchraymeo, ki )ky(ki, ko)ko ... kno1 (kn—1,kn)
kn(kn, ) in immer groRere, zusammenhangende Teile ein, fir die wir jeweils eine
optimalen Suchbaum konstruieren. D.h. wir berechnen gré3ere optimale Teilbdume ¢
kleineren. Sei

T(i, j) optimaler Suchbaum fi(k;, ki+1)kit1- - . Kj(Kj,Kj+1),

W(i, j) das GewichtvorT (i, j), alsoW(i, j) = by + a1+ ... +a;+bj,
P(i, j) die gewichtete Pfadlange vari, j).

Wegen(x) kann man offenbar den optimalen Suchbalifn j) und seine gewichtete
PfadlangeP(i, j) berechnen, sobald man den Indeder Wurzel vorT (i, j) kennt. Das
zeigt Abbildung 5.78.

T(,j), W(i,]), P(,]) sind definiert fur allej > i. Fallsj =i ist, bestehT (i, j) nur
aus dem Blattk;,ki;+1). Es gilt:

W(i,i) = by = Haufigkeit, mit der nachx € (ki,ki+1)
(i) gesuchtwird  (0<i<N)
W(,j) =W(i,j—1)+aj+bj  (0<i<j<N)

[ Pii)=0 (0<i<N)
(if) { P(,)) =W(i.))+ min{P(i,| —1)+P(.})}  (O<i<j<N)

Seir(i, j) diejenige Zahl, fir die das Minimum angenommen wird, also der Index
der Wurzel vonT (i, j). Gesucht isfT (0,N); dieser Baum ist durch die Zahlefi, j),
0<i < j <N, offenbar vollig bestimmt. Die beiden Gleichungéin und (ii) legen
unmittelbar ein Verfahren zur (simultanen) BerechnungW, j), P(i, j), r(i, j) fur
allei undj mit 0 <i < j < N nahe: Definieren wir diBreite heines Baumes als die
Anzahl der im Baum gespeicherten Schlissel, so haben die B&dimg die Breite
h=j—iflrallei, j mit0<i< j<N.Daherkoénnenw(i,j), P(i,j), r(i, ) durch
Induktion tbeth = j —i wie folgt berechnen:

Falll1lh=j—i=0]

Dann istj =i, alsoT (i, i) :m ,0<i<N.
SetzaW(i,i) := by, P(i,i) := 0, r(i,i) undefiniert.
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Fall2[h=j—i=1]
Dannistj =i+ 1, undT(i,i + 1) hat den Schlisséd;; an der Wurzel, & i < N.
Abbildung 5.79 zeigt diese Situation.

Setze
W(@,i+1) = W(i,i)+ar1+W(i+1i+1),
PG,i+1) = W(,i+1),
r(i,i+1) = i+1

Fall3[h=j—i>2
Firjedes, jmith=j—i>2,0<i< j<N, bestimmen wir dasjenige(das grofdte,
falls es mehrere gibt),< | < j, fur dasP(i,| — 1) + P(l, j) minimal wird. Wegen(l —
1-i) <hund(j—I) < hkénnen wir dabei voraussetzen, dafd alle in Frage kommende
WerteP(i,| — 1) undP(l, j) bereits bekannt sind.

Setze

W(,j) = Wi, -1 +W(,j)+a,
P(i, J) P(i,1 =1)+P(l,J) +W(, j),
r(i,j) = 1

Das beschriebene Verfahren benétigt drei Felder zur Speicherung der Werte v
W(i,j), P(i,]),r(i,]); es hat also Platzbeda®{N?).

Die Falleh=0 undh = 1lassen sich i®(N) Schritten erledigen. Zur Ausfihrung der
im Fall h > 2 angegebenen Operationen reicl@iN®) Schritte. Um das einzusehen,
kénnen wir annehmen, daf alle GewicWé, j) fir 0 <i < j < N bereits (in hdchstens
O(N?) Schritten) berechnet wurden. Dann beschreibt das folgende Programmstiick ¢
im Fall 3 auszufiihrenden Operationen:

T(@,1-1)
(kikivn)  kign - ki1 (-1,ki) (ki kin) Kipa oo Ko (kjKjpa)

Zugriffs— ; ; ; S ; : ;
haufigkeit: bi ait1 a-1 b1 a b a1 g bj

Abbildung 5.78
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/A

kiakH-l ki+17ki+2

Zugriffs—
haufigkeit: W(i,i) a1 W(i+1i+1)

Abbildung 5.79

for h:=2toNdo
fori:=0to (N—h)do

begin
ji=i+h;
finde das (grofdte) I, & | < j, fur das

P(i,1 — 1) + P(l, j) minimal wird;

P(i, ) := P(i,] — 1)+ P(1, ) + W(i, );
r(i,j) =1

end

In der innererfor-Schleife ist das Minimum voh = j — i Elementen zu bestimmen;
alle anderen Operationen sind jeweils in konstanter Schrittzahl ausfuhrbar. Das erg
folgende Abschétzung fur die Gesamtschrittzahl:

N N—h

N
O(h+1)= S O((N=h)(h+1)) = O(N®
h;i;(+)h; (( )(h+1)) = O(N?)

Fur grofReN ist das naturlich in vielen Fallen nicht effizient genug. Man erhélt eine
Verbesserung durch Ausnutzen des sogenarivitarotonieprinzipsMan kann zeigen,
daf furalle, jmit0<i< j<Ngilt:

ri,j =1 <r(i,j) <r(i+1,j)

(Einen Hinweis auf den Beweis findet man z.BH89].)
Dann genigt es, in der innerdor-Schleife zUM" Auffinden desjenigdn fur das
P(i,1 — 1)+ P(l, j) minimal wird (bzw. des gré3tehmit dieser Eigenschaft, wenn es
mehrere solchkgibt), | aus dem Bereich(i, j — 1) <1 <r(i+1, j) zu betrachten. Fir

festesh ist dann die inneréor-Schleife in folgender Schrittzahl ausfuhrbar:


Literaturverweis [89]
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( h+z +1,i+h)—r(i,i+h—1)+1)>

=O(N—-h+r(1,h)—r(0,h—1)+
+r(2,h+1)—r(1,h)+1

+r(3,h+2) —r(2,h+1)+1

+r(N=h+1,N)—r(N—h,N—1) +1)

O(N—h+N—-h+1+(r(N- h+1N)—r(0h 1))
SN

= O(N)

Damit ist das Verfahren insgesamt@{N?) Schritten ausfiihrbar.

Beispiel (Fortsetzung): Wir geben die Belegung der Feldr, j), P(i, j), r(i, j), mit

0<i < j <4, furdie am Anfang dieses Abschnitts und in Abbildung 5.77 angegebene
Schlissel, Intervalle und Suchhaufigkeiten an. Zunachst berechnet man die Belegt
des Felde¥V(i, j), vgl. Tabelle 5.3.

Wi, j) | i\] 21314
0 8|11 24
1 3 19
2 0 16
3 13
4 10
Tabelle 5.3

Nun berechnet man der Reihe nach fir wachsehdesj — i die Werte vorP(i, j)
undr(i,j). Das Ergebnis zeigt Tabelle 5.4. Aus den Werten des Feldeg kann
man den Suchbaufi(0,4) in Abbildung 5.80 ablesen. Dieser Baufn{0,4) hat die
gewichtete Pfadlange(0,4) = 43.

Leider sind die (absoluten oder relativen) Zugriffshaufigkeiten fir eine konkrete Fol
ge von Schlisseln und Intervallen meistens nicht genau bekannt. Man ist dann ¢
Schatzungen angewiesen. Fir sehr gidRe man denke etwa an ein Lexikon mit vie-
len hunderttausend Eintragen — ist auch ei®{iN?) Schritten ausfiihrbarer Algorith-
mus viel zu langsam. Statt einen optimalen Suchbaum nach der beschriebenen Meth
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11|19 43
28
19
13

|
N[N

W W (IN|W
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|

Tabelle 5.4

3(k)

3(k] 10[ kg ]

1y 3y

4| —00. kg 0k ko 0|ko. k3 0k3,ka
Abbildung 5.80

zu konstruieren, begniigt man sich daher damit, einen ,fast optimalen“ Suchbaum m¢
lichst effizient, d.h. mdglichst i®(N) Schritten zu konstruieren. Die bekannten Kon-
struktionsverfahren folgen meistens naheliegenden Strategien, wie z.B. der folgend
Wahle die Wurzel eines Teilbaums stets so, daf? die Summe der Zugriffshaufigkeiten:
alle Schlissel im linken und rechten Teilbaum sich mdglichst wenig unterscheidet. W
verzichten auf eine genauere Diskussion solcher Verfahren und eine prazise Definiti
des Begriffs ,fast optimal“. Der interessierte Leser konsultiere .[123].

5.8 Alphabetische und mehrdimensionale Sucl
baume

AufR3er den bisher vorgestellten Varianten von Baumen gibt es eine grof3e Zahl wi
terer. Wir diskutieren in diesem Abschnitt kurz sogenannte alphabetische Suchbau
(englisch: tries) und mehrdimensionale Suchb&ume. In beiden Fallen wird nicht me


Literaturverweis [123]
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vorausgesetzt, dal die in einer Baumstruktur zu speichernden Daten durch je einen ¢
zigen, als Einheit zu betrachtenden Schllissel charakterisiert werden kdnnen. Alphab
sche Suchbaume benutzen die Darstellung von Schliisseln als Ziffern- oder Buchstab
folgen; mehrdimensionale Suchbdume sind Strukturen zur Speicherung von Objekte
wie z.B. Punkten in der Ebene, die sich auf nattrliche Weise durch zusammengeset
Schlussel, wie z.B. ein Paar kartesischer Koordinaten, charakterisieren lassen.

5.8.1 Tries

Das Wort , Trie" wird Ublicherweise wie das englische Wort ,try“ gesprochen, um es
vom Wort ,tree” unterscheiden zu kénnen. Es hat seinen Ursprung im Wogva,

das auf die Verwendung von Tries als Suchstruktur hinweist. Wir erlautern die Trie
zugrundeliegende Idee an einem Beispiel. Die Menge der Wfnter, weil3, wo, wir,
sind} kann durch einen alphabetischen Suchbaum wie in Abbildung 5.81 représentie
werden.

Abbildung 5.81

Wir fassen die Worter also als Buchstabenfolgen auf, verzweigen genau dort, v
verschiedene Buchstaben unterschieden werden missen, und erhalten so eine Stru
in der wir samtliche Woérter durch buchstabenweises Vergleichen wiederfinden kénne
Suchen wir etwa nach dem Wort ,weil3", folgen wir zunachst dem Verweis fiir der
ersten Buchstaben, d.h. dem w-Zeiger, dann dem Verweis fir den zweiten Buchstak
usw., bis wir bei dem gesuchten Wort angekommen sind. Das Suchen (und Einfuigen)
alphabetischen Suchbaumen besteht also darirtemSchritt dem Zeiger fiir darten
Buchstaben zu folgen, und das solange zu wiederholen, bis man geniigend Buchsta
inspiziert hat, um das gesuchte Wort von allen anderen im alphabetischen Suchbaurr
unterscheiden.

Das genannte Beispiel entspricht insofern nicht dem allgemeinen Fall, als kein Wc
Prafix eines anderen ist. Beispielsweise ist es nicht ohne weiteres mdglich, das W
Wort" im obigen alphabetischen Suchbaum unterzubringen. Man macht daher zi
nachst alle Worter kiinstlich, durch explizite Berticksichtigung des Leerzeichens, gleic
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lang und kann danalle Wérter einer gegebenen Lankya einem alphabetischen Such-
baum der Héhé mit n" Blattern reprasentieren, wobedlie AlphabetgréRe bezeichnet.

Soll, wie im angegebenen Beispiel, nur eine sehr kleine Teilmenge des riesigen U
versums aller moglichen Schliissel mit Larigéber dem Alphabet von Buchstaben
reprasentiert werden, wahlt man nattrlich eine maglichst speicherplatzsparende Img
mentation. Das bedeutet zweierlei. Erstens werden fir groB&ht allen moglichen
Verzweigungen explizit reprasentiert. Zweitens werden unare Verweisketten (wie i
Beispiel) soweit wie mdglich verkirzt.

Besonderes Interesse haben binare Tries, also alphabetische Suchbaume fir Wi
Uber dem bin&ren Alphabg0, 1} gefunden, weil sie eng mit bindren Codes zusam-
menhangen, die zur Datenkomprimierung Verwendung finden. Offenbar kann man |
den binéaren Trie als bindren Code-Baum fiur die Werte der Blatter auffassen, wie
folgendem Beispiel (vgl. Abbildung 5.82).

000 codiert ,sind”, 10 codiert ,wer" usw. ,Wer weifl3 wo wir sind“ wird also codiert
durch 100010111000.

Abbildung 5.82

Ein Code ist dann besonders gut, wenn haufig vorkommende Wérter besonders ku
Codes haben. Es gibt eine Reihe von Verfahren, um fiir bekannte Haufigkeitsverteilt
gen in diesem Sinne ,optimale“ Codes als bindre Tries zu finden.

5.8.2 Quadranten- und 2d-Baume

Eine Menge angeordneter Schliissel kann man auffassen als eine Menge von Pun
auf der Linie. Suchbaume sind also Strukturen zur Speicherung von Punkten im e
dimensionalen Raum derart, dal sich die fur Punkte typischen Operationen Such
Einfigen und Entfernen effizient ausfihren lassen. Es gibt eine Reihe von Vorsch
gen zur Verallgemeinerung von Suchbdumen. Sie haben zum Ziel, Punkte im 2-, :
— allgemein imk-dimensionalen Raum — so abzuspeichern, daf3 wieder die fur Punl
te typischen Operationen gut unterstiitzt werden. Natirlich kann man auch Punkte
k-dimensionalen Raunk, > 2, in gewdhnlichen Suchbdumen abspeichern. Man bildef
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dazu einfach aus dek Koordinaten einen einzigen, den jeweiligen Punkt eindeutig
charakterisierenden ,Superschlissel* und benutzt diesen Schlussel fir die Operatior
Suchen, Einfigen und Entfernen. Solange man also keine anderen Operationen aus
ren will, besteht keine Notwendigkeit zur Verallgemeinerung von Suchbaumen. Typ
scherweise mdchte man aber fiir Punktekidimensionalen Raunk,> 2, auch andere
Operationen ausfuihren. Beispiele fiir solche Operationen sind:

Bereichsanfragéenglischrange query. Gegeben sei eikdimensionaler, rechtecki-
ger Bereich (ein ,Hyperrechteck”, werkt> 2 ist). Die Aufgabe besteht darin, alle ge-
speicherten Punkte zu berichten, die in den Bereich fallen. Dabei wird Ublicherweis
angenommen, dal3 die Bereichsgrenzen parallel zu kartesischen Koordinaten sind.

Partielle Bereichssuch@nglischpartial match query. Gegeben sindKoordinaten-
werte,i < k. Gesucht sind alle gespeicherten Punkte, die fiir die gegebenen Koordinat
die gegebenen Werte und fir die restlichen Koordinaten beliebige Werte haben.

Dies sind Beispiele fur typisch geometrische Suchoperationen. Eine gut gewah
Suchstruktur sollte auf geometrische Nachbarschaftsbeziehungen mdéglichst Rucksi
nehmen, um solche geometrischen Operationen zu unterstiitzen. Wir besprechen z
derartige Strukturen fir den Fédl= 2. Die Verallgemeinerung filkk > 2 ist offensicht-
lich. Wir erlautern, wie man eine Menge von Punkten in der Ebene der Reihe nac
in einen anfangs leeren Quadranten-Baum bzw. 2d-Baum iteriert einfligt analog zL
Einfligen in nattrliche Baume.

Quadranten-Baume

SeienN PunkteP,P,, ..., Py in der Ebene gegeben. Die Punkte lassen sich wie folgtin
einen Baum der Ordnung 4 einfugéh.wird in der Wurzel gespeichert. Ein duréh
gelegtes Koordinatenkreuz zerlegt die Ebene in vier Quadranten (vgl. Abbildung 5.8

Py

1] A%

Abbildung 5.83

Die Wurzel erhalt vier Zeiger auf Séhne, einen fur jeden Quadranten. Der nachs
PunktP, wird i-ter Sohn vorP;, wennP, in deni-ten Quadranten bzgP; fallt. Ent-
sprechend fahrt man fiir die tibrigen Punkte fort. D.h. der jeweils nachste Punkt wi
i-ter Sohn seines Vaters, wenn er in ddgan durch den Vater definierten Quadranten
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fallt und der Vater nicht bereits einénten Sohn besitzt. Hat der Vater schon ein¢gn
Sohn, so wird das Einfugen bei diesem Sohn fortgesetzt.

Betrachten wir als Beispiel die sieben Punkte- (7,9), B = (15,14), C = (10,5),
D =(3,13), E=(136), F = (17,2), G= (3,2) in Abbildung 5.84.

Abbildung 5.84

Fugt man diese Punkte der Reihe nach in den anfangs leeren Quadranten-Baum
erhalt man Abbildung 5.85.

(B) (D) © (9
OO00000ooooo & oo ®

Abbildung 5.85
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Es dirfte klar sein, wie man in einem Quadranten-Baum nach Punkten sucht oc
weitere Punkte einfligt. (Das Entfernen von Punkten ist offenbar nicht so einfach, es ¢
denn, der zu entfernende Punkt hat nur Blétter als S6hne.) Zur Bestimmung aller Pun!
in einem gegebenen, rechteckigen Bereich beginnt man bei der Wurzel und prift,
der dort gespeicherte Punkt im Bereich liegt. Dann setzt man die Bereichssuche bei
den Soéhnen fort, deren zugehdériger Quadrant einen nichtleeren Durchschnitt mit de
gegebenen Bereich hat.

2d-Baume

Wir bauen einen Bindrbaum wie einen natirlichen Baum, wobei wir allerdings abwect
selnd diex- undy-Koordinate der Punkte heranziehen, um die Position des jeweils nact
sten Punktes im Baum zu bestimmen. Wir erlautern das Verfahren wieder am Beisp
derselben Menge von sieben Punkten in Abbildung 5.86.

Abbildung 5.86

Beginnt man, zunachst naghdann nacly, dann wieder nachk usw. zu unterschei-
den, ergibt sich durch iteriertes Einfigen der Punkte .,G in den anfangs leeren
Baum der 2d-Baum in Abbildung 5.87.

Wieder durfte unmittelbar klar sein, wie man nach einem Punkt sucht bzw. wie ma
einen neuen Punkt in einen 2d-Baum einflgt. Das Entfernen von Punkten ist dageg
nicht so einfach. Bereichsanfragen werden offenbar dadurch unterstiitzt, daf3 eine |
reichssuche immer dann bei nur einem von zwei Séhnen fortgesetzt werden muf3, we
der Bereich ganz auf einer Seite der durch den Punkt definierten Trennlinie liegt.

Quadranten-und 2d-Baume ebenso wie zahlreiche andere Strukturen zur mehrdim
sionalen Suche sind intensiv studiert worden. Der interessierte Leser mdge dazu et
das Buch .2] konsultieren.


Literaturverweis [122]
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Unterscheidung nach

X

y

Abbildung 5.87

5.9 Aufgaben

Aufgabe 5.1
Gegeben sei die Folde von acht Schlisseln

F=4,87257316
a) Geben Sie den Zu gehdrenden natirlichen Baum an.

b) Welcher Baum entsteht aus dem in a) erzeugten Baum, wenn man den Schiliis
4 |6scht?

c) Geben Sie alle Folgd# von acht Schliisseln an, die die Eigenschaft haben, dall
der zuF’ gehorende natiirliche Baum mit dem vBrerzeugten Ubereinstimmt
undF’ wie folgt beginntF’' = 4,2,8,7,. ..

Aufgabe 5.2

a) Geben Sie den natirlichen Baum an, der entsteht, wenn man der Reihe nach
Schliissel 1(5,14,9,11,12 15,6 in den anfangs leeren Baum einfligt.

b) Ersetzen Sie in dem bei a) erhaltenen BaumniliZeiger durch Verweise auf
den symmetrischen Vorganger (wenn der linke Sohn eines Knatkist) bzw.
Nachfolger (wenn der rechte Sohn eines Knotghsst), soweit diese existieren.

¢) Welcher Baum entsteht, wenn man Schliissel 10 entfernt?

Aufgabe 5.3
Die Struktur eines Bindrbaumes sei durch folgende Typvereinbarung festgelegt:
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type Knotenzeigee= tknoten
knoten= record
key: integer,
rechts, links Knotenzeiger
end;

Ein Baum sei durch einen Zeiger auf die Wurzel und der leere Baum sei durch eine
nil-Verweis reprasentiert.

Schreiben Sie Funktionen, die die Anzahl der inneren Knoten, die gesamte Pfadlan
(das ist die Summe aller Abstande aller inneren Knoten von der Wurzel, gemessen
der Zahl der Kanten) und die Gesamtanzahl der Blatter berechnet.

Aufgabe 5.4
Bindrbdume seien wie in Aufgabe 5.3 vereinbart; jedoch soll jeder Knoten zusétzlic
eine KomponentBoehebesitzen. Wir nehmen an, dal3 jeder innere Knoten zwei S6hne
besitzt. Beide Zeiger eines externen Knotens haben denniVededer Baum bestehe
aus mindestens einem (externen) Knoten.

Erganzen Sie die folgende Definition einer Funktion

function tiefstknotefwurzel: Knotenzeigej : Knotenzeiger

in Pascal so, daB fir das Argumemtrzel als Funktionswert ein Zeiger auf einen
externen Knoten mit maximaler Tiefe (Endpunkt eines Pfades maximaler Lange) |
dem inwurzelt wurzelnden Bindrbaum berechnet wird.

function tiefstknotefwurzel: Knotenzeiger: Knotenzeiger
var p: Knotenzeiger
begin

markhoehéwurzel;

p:= wurzel

while do

tiefstknoten=p
end

Ein Aufruf markhoehéwurze) bewirkt, dal der Komponenteehejedes Knotens
k in dem Binarbaum mit Wurzedurzeft die Hohe des ik wurzelnden Teilbaums als
Wert zugewiesen wird.

Aufgabe 5.5

Gegeben sei ein Binarbaudmit ganzzahligen Schlisseln. Gegeben sei auRerdem eil
Schliissek. Gesucht ist irB der gré3te Schllissel x.

a) Geben Sie einen Algorithmus an, der diese Aufgalé&(im Schritten 16st, wenn
h die Hohe vorB ist.

b) Setzen Sie die Vereinbarungen von Aufgabe 5.3 voraus und schreiben Sie in P
cal eine vollstandige Funktion zu dem in a) entwickelten Algorithmus. Dabei
kénnen Sie davon ausgehen, daB fur jedeg grofiter im Bindrbaum gespei-
cherter Schlissel mit We x stets vorkommt, da im Binarbaum ein ,unechter”
Schlussel mit Wert-c gespeichert ist.
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(Hinweis: Verwenden Sie einen Hilfszeiger, der stets am jeweils letzten Knote
stehenbleibt, an dem man beim Hinabsteigen im Baum rechts abgebogen ist.)

Aufgabe 5.6

Ein gefadelter Bindrbaum sei durch einen Zeiger auf die Wurzel gegeben. Entwerfen ¢
eine Pascal-Prozedteinfiige die beim Aufruf mitfeinfligéwurzel, kK den Schliisseét
unter Beibehaltung der Fadelung in den Baum einflgt.

Aufgabe 5.7
Gegeben sei die Folge der Schlissel eines sortierten Bindrbaumes in Hauptreihenfo

20,15,5,18,17,16,25,22
a) Stellen Sie diesen Baum mit Vorganger- und Nachfolger-Fadelung graphisch d
b) Geben die Reihenfolge der Schliissel in Nebenreihenfolge an.

Aufgabe 5.8
Das Durchlaufen aller Knoten eines Baumes in ,umgekehrter Hauptreihenfolge“ist w
folgt definiert:

1. Betrachte die Wurzel.
2. Durchlaufe den rechten Teilbaum der Wurzel in umgekehrter Hauptreihenfolge
3. Durchlaufe den linken Teilbaum der Wurzel in umgekehrter Hauptreihenfolge.

a) Gegeben sei der Binarbaum aus Abbildung 5.88 mit acht inneren Knoten (BI&
ter sind durchil-Zeiger repréasentiert). Jeder innere Knoten hat ein unbesetzte
Schlisselfeld. Tragen Sie die Schlissél, 1. .,8 so in diesen Baum ein, daf3 der
Schliissel die Knotennummer in umgekehrter Hauptreihenfolge ist.

b) Das Knotenformat eines Binarbaums sei wie in Aufgabe 5.3 vereinbart.

Ein nichtleerer binarer Baum mit einer festen Anzihlhvon inneren Knoten sei
gegeben durch einen Zeiger auf die Wurzel. Schreiben Sie eine Prozedur

procedure numeriere(var wurzel: Knotenzeigey,

die eine ,Numerierung“ aller inneren Knoten (wie in a) beschrieben) in umge
kehrter Hauptreihenfolge vornimmt.

¢) Wie kann man (eventuell durch Einfiihren zusatzlicher Zeiger anstellail:on
Zeigern) die Speicherung von Baumen analog zur Fadelung fir die symmetrisc
Reihenfolge so @ndern, dal? man einen Binarbaum in umgekehrter Hauptreihe
folge iterativ durchlaufen kann?

Aufgabe 5.9

Erstellen Sie eine rekursive Pascal-Prozd®fiad(p : Knotenzeigerk : integer), die fur
einen sortierten Binarbaum mit Zeigeurzelauf die Wurzel beim AufruPfad(wurzel,
k) die Schlisselwerte auf dem Pfad vom Knoten, der den Suchschkispeichert,
zur Wurzel in dieser Reihenfolge ausgibt. Es sei bei einem Aurfatiwurzel, R

garantiert, dal’ der Schliségim Baum auftritt.
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L
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Abbildung 5.88

Aufgabe 5.10

a) Gegeben sei der in Abbildung 5.89 gezeigte Bindrbaum mit vier inneren Knotel

Abbildung 5.89

Geben Sie an, mit welcher Wahrscheinlichkeit dieser Baum durch sukzessiv
Einfugen der Schlussel aus der Mende2, 3,4} in den anfangs leeren naturli-
chen Baum erzeugt wird, wenn jede Permutation der Schliissel4 als gleich-
wahrscheinlich vorausgesetzt wird.
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b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt der in a) angegebene Baum in der Men
ge aller strukturell verschiedenen Binarbaume mit vier inneren Knoten vor, wen
jeder sortierte Bindrbaum mit Schliisseln.1,4 als gleichwahrscheinlich vor-
ausgesetzt wird?

Aufgabe 5.11
Gegeben sei der nattrliche Baum aus Abbildung 5.90:

Abbildung 5.90

a) Geben Sie alle Reihenfolgen von Schlisseln an, die diesen natirlichen Bal
erzeugen.

b) Geben Sie alle Ubrigen strukturell méglichen Baume mit gleicher Héhe und fir
inneren Knoten an.

Aufgabe 5.12

a) Zeigen Sie, dal3 der vollstandige natirliche Bindrbaum mit sieben inneren Knot
von mindestens 49 Permutationen der ZaHlgn. ., 7} erzeugt wird bei sukzes-
sivem Einflgen der Schliissel aus der Mefig, 3, ..., 7} in den anfangs leeren
Baum.

b) Geben Sie einen natirlichen Baum mit sieben inneren Knoten an, der nur gen
einmal erzeugt wird.

Aufgabe 5.13

a) Geben Sie alle natlrlichen Baume mit vier inneren Knoten an, die jeweils vo
genau einer Permutation der Zahlen.1,4 erzeugt werden.

b) Geben Sie einen nattrlichen Baum mit zehn inneren Knoten an, der von gen
zwei Permutationen der Zahlen. 1,10 erzeugt wird, und nennen Sie die Per-
mutationen.
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Aufgabe 5.14
Geben Sie den AVL-Baum an, der durch Einfligen der Schlissel

10,15,11,4,8,7,3,2,13
in den anfangs leeren Baum entsteht.
Aufgabe 5.15

a) Ergénzen Sie die folgende Pascal-Funktionsdefinition so, daf3 als Funktionswi
die Hohe des durch den Zeigprauf die Wurzel gegebenen Baumes geliefert
wird.

function hoehe(p : Knotenzeiger: integer,
var |, r : integer,

b) Erganzen Sie die folgende Pascal-Funktionsdefinition so, daf3 detriféayenau
dann geliefert wird, wenn der durch den Zeigeauf die Wurzel gegebene Baum
héhenbalanciert ist. Die Funktidroehedarf dabei verwendet werden.

function ausgeglicherip : Knotenzeiger: boolean

Aufgabe 5.16
Gegeben sei der in Abbildung 5.91 gezeigte 1-2-Bruder-Baum:

Abbildung 5.91

a) Geben Sie den Baum an, der durch Einfiigen des Schlissels 2 entsteht (mit 2\
schenschritten).

b) Geben Sie den Baum an, der durch Entfernen des Schliissel 11 aus dem urspr
lich gegebenen Baum entsteht.
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Abbildung 5.92

Aufgabe 5.17

a) Gegeben sei der in Abbildung 5.92 gezeigte Bruder-Baum mit Héhe 5 un
21 Blattern.

Geben Sie eine Position unter den Blattern an, an der eine weitere Einfligung
einer Umstrukturierung bis zur Wurzel hin und damit zu einem Wachstum de
Hohe des Baumes um 1 fihrt.

b) Welche Eigenschaft muf ein Bruder-Baum haben, so daf eine einzige weite
Einfigung zu einem Wachstum der Hoéhe fuhrt?

c) Wieviele Blatter muf? ein Bruder-Baum mit Hohavenigstens haben, damit ei-
ne einzige weitere Einfligung an geeigneter Stelle zu einem Bruder-Baum nr
Hoheh+ 1 fihren kann?

d) Geben Sie fir jede HoHeeinen Bruder-Baum mit Héhle mit minimal mogli-
cher Blattzahl und eine Position unter den Blattern an, so daf? eine Einfligung
dieser Stelle zu einem Bruder-Baum mit Hdhe 1 fiihrt.

Aufgabe 5.18
a) Geben Sie einen Bruder-Baum der Hohe 4 mit minimal méglicher Blattzahl an.

b) Wieviele Schliissel muR man mindestens einfligen, damit die Héhe des Baun
um 1 wachst? Wieviele Schliussel kann man hdchstens einfligen, ohne dal3
Baum in der H6he wéachst?

c) Geben Sie fur den unter a) konstruierten Baum eine langstmaogliche Folge v
Schlusseln an, derart, daf3 der durch ihr sukzessives Einfligen entstehende Be
nicht in der H6he wachst. (Markieren Sie die Einfligestellen oder geben Sie e
plizit eine Schlisselfolge an.)
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Aufgabe 5.19

a) Welche beiden Bruder-Baume entstehen durch iteriertes Einfligen der Schlis
1,2,...,7und 12,...,15 in den anfangs leeren Baum? Was kann man aufgrunc
dieser zwei Beispiele fiir eine aufsteigend sortierte FolgeNren2k — 1 (k > 1)
Schlisseln als Resultat der Einfligung mit Hilfe des Einfligeverfahrens fiir 1-2
Bruder-Baume erwarten?

b) Welche Folge von 1-2-Bruder-Baumen wird erzeugt, wenn man der Reihe nac
7 Schlussel imbsteigendeReihenfolge in den anfangs leeren Baum einfiigt?
Geben Sie die Folge der 7 erzeugten Baume an.

c) Welche Anderung an dem in Abschnitt 5.2.2 angegebenen Verfahren zum Ei
fiigen von Schliisseln in 1-2-Bruder-Baume bewirkt, dafd beim iterierten Einfu
gen von Schliisseln in absteigender Reihenfolge vollstandige Bindrbdume erze:
werden?

Aufgabe 5.20

a) Geben Sie an, welche 1-2-Bruder-Baume mit finf Schltsseln (und sechs BI¢
tern) durch Einfligen von funf Schliisseln in den anfangs leeren Baum entsteh
kénnen.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten die BAume aus a) auf, wenn man eine z
fallige Folge von fiinf Schliisseln in den anfangs leeren Baum iteriert einfligt’
Es wird also angenommen, daf? die dem jeweiligen Einfligeschritt vorangehen
(erfolglose) Suche nach dem jeweils einzufiigenden Schliissel mit gleicher War
scheinlichkeit an jedem der Blatter des Baumes enden kann.

Aufgabe 5.21
Gegeben sei der in Abbildung 5.93 gezeigte 1-2-Bruder-Baum mit drei Schlisse
(durch Punkte angedeutet) und Héhe 2.

Abbildung 5.93

Geben Sie an, mit welcher Wahrscheinlichkeit daraus ein 1-2-Bruder-Baum mit sie
ben Schlisseln und Héhe 4 durch Einflgen weiterer vier Schliissel entsteht. Dabei w
vorausgesetzt, dalR der jeweils nachste einzufligende Schllissel mit derselben W
scheinlichkeit in jedes der Schlisselintervalle des gegebenen Baumes fallt.
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Aufgabe 5.22

Gegeben sei ein zufallig erzeugter 1-2-Bruder-BaumNn&chliisseln. Geben Sie die
Wahrscheinlichkeit dafiir an, dafR

a) die Umstrukturierung (mit Hilfe der Prozedup) bereits nach dem ersten Schritt
abbricht.

b) die Umstrukturierung wenigstens noch Knoten auf dem zweituntersten Nivee
innerer Knoten betrifft.

Aufgabe 5.23

Eine FolgeS=s1,...,sy vonN Schliisseln ist wie folgt auf Blécke von je zwei oder drei
Schliisseln aufzuteilen: Man schafft im ersten Schritt den B&ok. Dabei isteo ein
.Pseudoschlissel”, der gro3er als alleSauftretenden Schlissel ist. Hat man bereits
die BlockeBy, ..., Bk erzeugt, so ist die in der Reihenfolge der Blocke und innerhalb de
Blocke von links nach rechts vorkommende Folge von Schliisseln aufsteigend sortie
Der nachste SchliissgWird jeweils so in diese Folge eingefiigt, dal’ man versucht, ihr
in den von links her ersten Block einzufligen, der einen Schliissel groeemilsalt.
Hat dieser Block bereits drei Schllissel, so zerlegt man ihn in zwei Blécke mit je zwe
Schlisseln.

Beispiel: S=3,2,1,5,4

—: [3a]=[12][3a)

=5 \1,2\|3,5,oo\:>4|1,2\

3,4\

5,00‘

Berechnen Sie die mittlere Anzahl von Blécken der Gré3e 2 und 3Mdtihfligun-
gen unter der Annahme, daR3 jede #8&rmdglichen Anordnungen volNl Schitsseln
gleichwahrscheinlich ist.

Aufgabe 5.24 ) .
a) Geben Sie die Struktur eines hohenbalancierten Baumes der Héhe 4 an, fiir

die Wurzelbalance (Verhéltnis der Anzahl der Blétter des linken Teilbaums zu
Gesamtblatterzahl) moglichst klein ist.

b) Zeigen Sie: Es ist mdglich, héhenbalancierte Baume mit Hiddrezugeben, fur
die die Wurzelbalance mit wachsender Héheeliebig klein wird.

Aufgabe 5.25

a) Fugen Sie die Punkte1®,23 4,12,17,8,11, 2,9 und 13 in einen anfangs leeren
B-Baum der Ordnung 3 ein.

b) Entfernen Sie die Punkte 12 und 17.

¢) Welchen Aufwand bendtigt man zum Entfernen eines Schlissels im mittlere
(schlechtesten) Fall?
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