Kapitel 4

Hashverfahren

In den Kapiteln 1 und 3 haben wir einige Methoden kennengelernt, die es erlaube
eine Menge von Datensétzen so zu speichern, dal3 die Operationen Suchen, Einfl
und Entfernen unterstitzt werden. Jeder Datensatz ist dabei gekennzeichnet durch ei
eindeutigen Schlussel. Zu jedem Zeitpunkt ist lediglich eine (kleine) TeilmEnale

ler moglichen Schltissd{ (englisch: keys) gespeichert. Statt nun bei der Suche nacl
einem Datensatz mit Schlisgehehrere Schliisselvergleiche mit Schliisselrikaass-
zufuihren, wird bei Hash-Verfahren versucht, durch édeeechnundestzustellen, wo
der Datensatz mit Schliisdegespeichert ist. Die Datensétze werden in einem linearer
Feld mit Indizes 0...,m— 1 gespeichert; dieses Feld nennt manHgshtabellemist

die GréReder Hashtabelle. Eine Abbildung, ditashfunktion h K — {0,...,m—1}
ordnet jedem Schlisséleinen Indexh(k) mit 0 < h(k) < m—1 zu, dieHashadres-

se Im allgemeinen isK eine sehr kleine Teilmenge vdf; so treten etwa in einem
Pascal-Programm nur wenige de26- 36’° zulassigen Namen auf (ein Name beginnt
mit einem der 26 Buchstaben, danach kommen bis zu 79 weitere Buchstaben oder -
fern, wenn eine Programmgzeile bis zu 80 Zeichen lang ist). Die Hashfunktion kann als
im allgemeinen nicht injektiv sein, sondern muf3 verschiedene Schlissel auf diesel
Hashadresse abbilden. Zwei Schlugsk! mit h(k) = h(k') heiBenSynonymgbefinden
sich beide Schlussel in der aktuellen Schlisselméhg® ergibt sich einédrel3kol-
lision. Treten inK keine Synonyme auf, so kann jeder Datensatz in der Hashtabelle &
der seiner Hashadresse entsprechenden Stelle gespeichert werden. Bei Adref3kolli
nen hingegen muf eine Sonderbehandlung vorgenommen werden.

Ein Hashverfahren mu3 also zwei Forderungen geniigen. Erstens sollen mdglic
wenige Kollisionen auftreten. Dies kann angestrebt werden durch die Wahl einer ,gi
ten“ Hashfunktion. Zweitens sollen Adref3kollisionen mdglichst effizient aufgeldst wer:
den.

Die Wahl der Hashfunktion werden wir im Abschnitt 4.1 diskutieren. Die Abschnit-
te 4.2 und 4.3 sind ganz der Diskussion von Strategien zur Kollisionsauflosung ur
ter verschiedenen Annahmen gewidmet. Weil auch die beste Hashfunktion Kollisione
nicht ganz vermeiden kann, sind Hashverfahren im schlimmsten Fall sehr ineffizien
Realisierungen der Operationen Suchen, Einfugen und Entfernen; im Durchschnitt si
sie aber weitaus effizienter als Verfahren, die auf Schliisselvergleichen basieren. So
etwa die Zeit zum Suchen eines Schllissels nicht abhangig von der Anzahl der gesy
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cherten Schliissel, vorausgesetzt, dal3 geniigend viel Speicherplatz zur Verfligung st
Fur eine Hashtabelle der GroRe die geraden Schlissel speichert, nennen wir den
Quotienten aus undm, o = n/m, denBelegungsfaktoder Tabelle. Die Anzahl der
zum Suchen, Einfigen oder Entfernen eines Schlissels benétigten Schritte hangt
wesentlichen vom Belegungsfakmmab. Dabei mul? man bei manchen Hashverfahren
annehmen, daf? nur wenige Entferne-Operationen durchgefiihrt worden sind, weil die
auch im Mittel die Effizienz nachhaltig beeintrachtigen. Hashverfahren sind also g
rade dann besonders effizient, wenn nach vielen anfanglichen Einfugeoperationen 1
nur noch gesucht und fast nicht entfernt wird.

Im folgenden legen wir der Beschreibung der Hash-Verfahren die Definition der Ha:
htabelle als Feld von Datenséatzen zugrunde:

const
m = {eine geeignete positive ganze Zghl
type
datensatz record
k: key,
item: itemtype
end;
hashadresse-0.. m—1;
hashtabelle= array [hashadresgeof datensatz
var
t : hashtabelle

Wegen der fest gewahlten Gré3e der Hashtabelle sind die meisten der von uns
sentierten Verfahren nur halbdynamisch. Es kdnnen nie mehm &latensétze (kol-
lisionsfrei, falls zusatzlicher Speicherplatz verwendet wird) gespeichert sein. Hiervc
unterscheiden sicynamische Hashverfahrebei denen die GroR3e der Adrel3tabelle
(in Springen) variabel ist; wir werden solche Verfahren in Abschnitt 4.4 behandell
Im Abschnitt 4.5 schlieRlich prasentieren wir ein populares Hashverfahren fiir mehrc
mensionale Schlissel, das ebenfalls dynamisch ist und sich fir eine Realisierung
Externspeichermedien mit Direktzugriff eignet, dasdfile.

Bei der Analyse der Effizienz von Hashverfahren geht es uns in erster Linie um d
durchschnittliche Laufzeit fiir die Operationen Suchen, Einfigen und Entfernen. I
schlimmsten Fall sind diese Operationen extrem langsam; dieser Fall ist leicht dire
aus der Beschreibung der Verfahren ableitbar. Wir werden stets zwei Erwartungswe
Cn undC;, angeben, bezogen auf feste Tabellengrd3Babei istC, der Erwartungs-
wert fir die Anzahl der betrachteten Eintrage der Hashtabelle bei egithgr Suche,

C/, der Erwartungswert fiir die Anzahl der betrachteten Eintrage der Hashtabelle b
erfolgloserSuche. Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung unserer Rechnung zugrund
liegt, werden wir jeweils an Ort und Stelle erlautern.

Dem Entfernen eines Datensatzes mul} stets eine erfolgreiche Suche vorausge
entsprechend ist der Aufwand fur das Entfernen geGdevenn der betreffende Ein-
trag lediglich als entfernt markiert wird. Dem Einfligen eines Datensatzes muf} ste
eine erfolglose Suche vorausgehen; entsprechend ist der Einfiige-Aufwand@grade
wenn der betreffende Datensatz einfach an der ersten gefundenen freien Stelle eir
tragen wird. Betrachten wir jedoch zunéchst mégliche Hashfunktionen etwas genaut
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4.1 Zur Wahl der Hashfunktion

Eine gute Hashfunktion sollte mdglichst leicht und schnell berechenbar sein und die :
speichernden Datensatze mdglichst gleichmafig auf den Speicherbereich verteilen,
AdreRkollisionen zu vermeiden.

Die von der Hashfunktion zu gegebenen Schliisseln gelieferten Hashadressen sol
also Uber dem AdreRRbereich gleichverteilt sein, und zwar selbst dann, wenn die Schli
selauK alles andere als gleichverteilt sind (etwa bei der Vorliebe von Programmierer
fur Namen wiex, x1, x2, y1, y2, z1, 2). Dal3 dennoch Adrel3kollisionen selbst bei ei-

ner optimal gewahlten Hashfunktion wahrscheinlich sind, zeigBidkday Paradox
vgl. g Wenn 23 Personen oder mehr in einem Raum sind, haben wahrscheinli
zwei on am gleichen Tag des Jahres Geburtstag. Allgemeiner gilt: Wenn eine He

hfunktion y/Tm/2 Schlussel auf eine Hashtabelle der Grafiabbildet, dann gibt es
wahrscheinlich eine Adref3kollision (fim= 365 ist| /Tim/2| = 23).

Wir werden im folgenden von nichtnegativen ganzzahligen Schliisseln ausgehen,
soK C Ng annehmen. Wenn Schliissel zunachst als Zeichenfolgen gegeben sind (v
im Beispiel der Namen in Pascal-Programmen), so interpretieren wir die ihnen entspi
chenden Bitfolgen einfach als positive ganze Zahlen, etwa im Dualsystem. Dann i
klar, dal3 eine Hashfunktion nicht nur gleichverteilte Schlliissel mdglichst gleichmafi
auf den AdreRbereich streuen mul3, sondern auch Haufungen (englisch: cluster) f
gleicher Schlissel aufbrechen muf3.

4.1.1 Die Divisions-Rest-Methode

Ein naheliegendes Verfahren zur Erzeugung einer Hashadrggs® < h(k) < m—1,
zu gegebenem Schlusset Ng ist es, den Rest vokbei ganzzahliger Division durch
mzu nehmen:

h(k) =k modm

Dann ist allerdings eine gute Wahl vomentscheidend. Ist etwa eine gerade Zahl,

so isth(k) gerade, wenik gerade ist; isk ungerade, so ist audf(k) ungerade. Das

ist fur viele Schlussel schlecht, z.B. dann, wenn die letzte Dualziffer einen Sachverh:
reprasentiert (0 = mannlich, 1 = weiblich). Ebenfalls schlecht wére die Wahhvon
als Potenz der Basis des Zahlensystems, in dem Schlissel dargestellt sind. So lie
etwam=2' die letzteni Bits der Dualdarstellung vok fiir h(k); die restlichen Bits
gehen iberhaupt nicht in die Betrachtung ein. Ahnliche Argumente zeigem kizile

der Zahlerr' + j, i und j kleine nichtnegative ganze Zahlen, teilen sollte, wobdie
Basis des Zahlensystems der Schliissel ist. Eine gute Wahl ishdils, Primzahl zu
wéhlen, die keine solche Zatil+ j teilt. Diese Wahl hat sich in praktisch allen Féllen
ausgezeichnet bewahrt (v'39]).
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4.1.2 Die multiplikative Methode

Der gegebene Schlussel wird mit einer irrationalen Zahl multipliziert; der ganzzahlig
Anteil des Resultats wird abgeschnitten. Auf diese Weise erhalt man fur verschiede
Schliissel verschiedene Werte zwischen 0 und 1; fur Schlisad, 1..,n sind diese
Werte ziemlich gleichméaRig im Intervd, 1) verstreut, wie ein Satz von Vera Turan

Soés .] (vgl. aucr.]) zeigt:

SeiO© eine irrationale Zahl. Plaziert man die Pun@e- |©|, 20 — | 26|,
30-1(30|,...,n®—|nO| in das Intervall[0, 1], dann haben dig+ 1 In-
tervallteile héchstens drei verschiedene Langen. Aul3erdem fallt der nach-
ste Punkt(n+ 1)@ — | (n+ 1)@®], in einen der gréRten Intervallteile.

Von allen Zahler®, 0 < © < 1, fihrt dergoldene Schnitt

,_VB-1
®

= ~ 0.6180339887

zur gleichmaRigsten Verteilung. Damit erhalten wir folgende Hashfunktion:

h(k) = [m (kg™ — [ko™]) |

Insbesondere bilden die Wethél), h(2),...,h(10) fuir m= 10 gerade eine Permutation
derZahlen01,...,9,namlich 6,2, 8,4,0,7, 3,9, 5, 1. Der Leser kann sich selbst davo
Uberzeugen, daR jede dieser Hashadressen, in der gegebenen Reihenfolge betracht
ein grof3tes Intervall zwischen zwei bereits betrachteten Hashadressen fallt und die
Intervall gemaf dem goldenen Schnitt teilt.

Man kann die Berechnung vdmk) noch beschleunigen, wenn man ganze Zahlen
im Rechner als Bruchzahlen mit Dezimalpunkt vor der hdchstwertigen Ziffer ansieh
und wenn man fum eine Zweierpotenz wahlt; dann &Rt sich die Berechnung von
h(k) mit einer ganzzahligen Multiplikation und einer (oder zwei) Shift-Operation(en)
vornehmen. Wir wollen diﬂer nicht im einzelnen erlautern; der interessierte Les

sei verwiesen a ] ode 5].

Neben diesen enM den gibt es noch zahlreiche andere, die z.B. nach ei
Transformation des Schlissels (in ein anderes Zahlensystem oder durch Quadrie
oder durch Falten auf kurze Lange mit Verkntipfen von Teilstlicken) einzelne Ziffern
positionen auswahlen. Lum, Yuen und Do!13] haben das Verhalten einer Reihe v
schiedener Hashfunktionstypen studiert. u gehoéren das Divisions-Rest-Verfahr
die multiplikative Methode, die Ziffernanalyse, die Mid-square-Methode, die Faltung
und die algebraische Verschliisselung. Sie haben festgestellt, dal das Divisions-R
Verfahren im Durchschnitt die besten Resultate lieferte. Wir werden daher ab Al
schnitt 4.2 stets eine nach dem Divisions-Rest-Verfahren arbeitende Hashfunktion v
wenden, wenn wir Hashverfahren und damit Strategien zur Kollisionsauflosung b
schreiben.



Literaturverweis
[185] V. Turan So's. On the theory of diophantine approximations. Acta Math. Acad. Sci. Hung., 8:461-472, 1957.

Literaturverweis [89]
[89] D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, Vol.3: Sorting and Searching. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.

Literaturverweis
[175] T. A. Standish. Data Structure Techniques. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1980.

Literaturverweis [113]
[113] V. Y. Lum, P. S. T. Yuen und M. Dodd. Key-to-address transform techniques: a fundamental performance study on large existing formatted files. Comm. ACM, 14:228-235, 1971. 


Literaturverweis [89]
[89] D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, Vol.3: Sorting and Searching. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.


4.1 Zur Wahl der Hashfunktion 173

4.1.3 Perfektes und universelles Hashing

Ist die Anzahl der zu speichernden Schliissel nicht gréRer als die Anzahl der zur Ve
flgung stehenden Speicherplatze, gilt also fur die Teilmetagier MengeK aller
maoglichen SchlissgK| < m, so ist eine kollisionsfreie Speicherung venimmer
mdglich. Wenn wirK kennen unK fest bleibt, kénnen wir leicht eine injektive Ab-
bildungh: K — {0,..,m— 1} z.B. wie folgt berechnen: Wir ordnen die Schliissel in
K lexikographisch und bilden jeden Schlissel auf seine Ordnungsnummer ab. Wir h
ben damit eingerfekteHashfunktion, die Kollisionen ganzlich vermeidet. Eine solche
Situation K fest und vorher bekannt) liegt z.B. dann vor, wenn den Schlisselworten e
ner Programmiersprache feste Platze in einer Symboltabelle zugeordnet werden soll
Dieser Fall ist aber eher die Ausnahme als die Regel. Im allgemeinen kenn€icvidr
nicht und kénnen selbst dann, wefid] < m bleibt, nicht sicher sein, daf Kollisionen
vermieden werden.

Bleiben wir beim Beispiel der Verwaltung von Tabellen durch Compiler. Es kdnnte
z.B. sein, dal3 eine vom Compiler fest gewahlte Zuordnung von benutzerdefinierten N
men zu Platzen in einer Symboltabelle auf besondere Vorlieben eines Programmier
fur die Wahl von Namen keine Rucksicht nimmt und daher jedesmal zu vielen Kollisio
nen fihrt. Denn sobald die Hashfunktion fest gewahlt ist, kann man stets viele Schlis:
finden, die samtlich auf dieselbe Hashadresse abgebildet werden. Die einzige Moglic
keit, diese sehr unerwiinschte Situation zu vermeiden, ist, die Hashfunktion zuféllig al
einer sorgfaltig gewahlten Menge von Hashfunktionen auszuwahlen. Statt anzunehm
daR die aktuelle Schliisselmenigezufallig und gleichverteilt im UniversurK aller
mdglichen Schlissel gewahlt wird, machen wir also eine wesentlich weniger kritisch
Annahme Uber das Hashverfahren: Wir nehmen an, daf’ die vom Verfahren benut
Hashfunktiorh zufallig und gleichverteilt aus einer Mengt moglicher Hashfunktio-
nen gewahlt wird. Die Auswahl vamist Teil des Verfahrens und unterliegt, ganz anders
als die Auswahl vork C K, nicht einer méglicherweise sehr einseitigen Vorliebe des
Benutzers. Diese Art der Randomisierung garantiert daher (ganz ahnlich wie bei ra
domisiertem Quicksort), dal3 eine schlecht gewahlte Schlusselenipht jedesmal
zu vielen Kollisionen fuihrt: Zwar kann eine einzelne FunkiioaH noch immer viele
Schlussel aukK auf dieselbe Adresse abbilden. Gemittelt Giber alle Funktioneilaus
ist das aber nicht mehr moglich.

Sei alsoH eine endliche Kollektion von Hashfunktionen, so daR jede Funktion aus
H jeden Schlissel im UniversulQ aller méglichen Schlussel auf eine Hashadresse
aus{0,..,m— 1} abbildetH heif3tuniversell wenn fur je zwei verschiedene Schlussel
Xy €K gilt:

[fhe H :h(x) =h(y)}|
H|
Mit anderen WortenH ist universell, wenn flr jedes Paar von zwei verschiedenen

Schlisseln hdchstens darte Teil aller Funktionen der Klasse zu einer Adref3kollision
fur die Schlussel des Paares fithren.

1
< =
m
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Betrachten wir also ein beliebiges, festes Paar von zwei verschiedenen Schiiisse
undy. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da@ndy von einer zufallig au$l ge-
wahlten Funktiorh auf dieselbe Hashadresse abgebildet werden, h6chsten®&nn
hochstens Amder Funktionen aulll fiihren zu einer AdreRkollision b&iundy.

Wir definieren eine Funktiod, die fir zwei Schliisset undy ausK und eine Hash-
functionh € H anzeigt, ob eine Kollision vorliegt:

1 fallsh(x) = h(y) undx
sy = { 3 [Ieh9 =) undxy

Man kannd wie folgt auf Mengery C K von Schliisseln und auf gahk ausdehnen:
3(x,Y,h) = 3(x,y; h)
2

d(xy,H) =3 3(xyh)
heH

Offenbar istH universell, wenn fiir je zwei beliebigey € K mit x # y gilt:
3(x,y,H) < H|/m

Wir Uberlegen uns zunachst, welche Vorteile es hat, mit einer universellen Kasse
von Hashfunktionen zu arbeiten, bevor wir die Existenz solcher Klassen nachweise
Nehmen wir an, wir wollen eine (vorher nicht bekannte) Folge von Schliisseln aus de
UniversumK ' aller moglichen Schlissel in die Hashtabelle der Gndalso auf eine
der AdresseH0,...,m— 1} abbilden. SeH eine universelle Klasse von Hashfunktio-
nenh: K — {0,...,m— 1}. Dann wéhlen wir eine Funktiohe H zufallig aus und
bilden mit ihr die Schlussel der Reihe nach auf die Hashadressen ab. Die Hashfunkt
bleibt also bei der ganzen Folge von Einfligungen fest. Soll ein Schikiasaler Stelle
h(x) gespeichert werden, so kann es naturlich sein, daB dieser Platz bereits besetz!
Nehmen wir an, daf3 zum Zeitpunkt des Einfllgens xander Hashtabelle bereits die
MengeSvon Schliisseln gespeichert ist und jeweils alle Schllissel mit derselben Has
adresse in je einer linearen Liste zusammengefalit werden. Es ist verniinftig, als Maf3
den Aufwand zum Einfligen vaxin die Hashtabelle die Anzahl der Elemente 8&uzs
nehmen, mit denexkollidiert (Das wird im folgenden Abschnitt 4.2 genauer erlautert).
Um diesen Aufwand abzuschatzen, berechnen wir den Erwartunds{®extS, h)]:

E[3(x,S h)] > d(xSh)/H|

= ? > 2 Sxy.h

heH yeS
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Man kann also erwarten, daR eine aus einer universellen Kthsam Hashfuntionen
zufallig gewahlte Funktiorh eine beliebige, noch so ,einseitig” gewéhlte Folge von
Schliisseln des Universurfs so gleichméRig wie nur moglich tiber die zur Verfligung
stehenden Adressen verteilt.

Wir wollen jetzt zeigen, dafd universelle Klassen von Hashfunktionen existieren un
sogar relativ leicht konstruiert werden kénnen. Dazu nehmen wir an, daf3 alle Schlis:
nichtnegative ganze Zahlen sind ufil| = p eine Primzahl ist, d.h. wir setzen zur
VereinfachunK = {0,...,p— 1} voraus.

Fur zwei beliebige Zahlea€ {1,...,p—1} undb € {0,..., p— 1} sei die Funktion
hap: K — {0,...,m— 1} wie folgt definiert:

han(X) = ((ax+b) mod p) modm.
Dann gilt:

Satz 4.1 Die KlasseH = {hap| 1< a< pund0<b< p} ist eine universelle Klasse
von Hashfunktionen.

Zum Beweis Uberlegen wir uns zunéchst, dai fir festesdy, 0 < X, y < p, X # Y,
die Zahlenpaarér,q) mit r = (ax+ b) mod p undq = (ay+ b) mod p den gesamten
maoglichen Bereich aller Paafeq) mit 0<r, g < pundr # qdurchlaufen, wena und
b im gesamten Bereich4 a < p und 0< b < p gewahlt werden. Denn erstens ist fur
jedes zulassiga undb das Paafr,q) mitr = (ax+b) mod p undqg = (ay+b) mod p
ein zulassiges Padr,q) mit 0 <r, g< p undr # g, da hach Voraussetzumg# y und
p prim ist. Zweitens gilt auch fur jedes Paayg) mit 0 <r, g < p undr # g, dafd sich
r und g schreiben lassen in der Form= (ax+b) mod p undqg= (ay+b) mod p
mit geeignet gewdahltea undb im zulassigen Bereich4€ a< pund 0< b < p. Denn
weil p eine Primzahl ist, kann im Ring der Restklassen yotlas System von zwei
linearen Gleichungen= (ax+b) mod p undqg = (ay+b) mod p eindeutig nacta und
b aufgelost werden.

Nun gilt fur eine Funktiorh,, € H, daR siex undy auf dieselbe Hashadresse ab-
bildet, alsohap(X) = hap(y), genau dann, wen(ax+b) = (ay+ b) modm ist. Um
abzuschétzen, wieviele Funktionen ddisx undy auf dieselbe Adresse abbilden, ge-
nugt es also abzuschatzen, fiir wieviele Pdare) mit 0 < g, r < pundq#r die
Zahleng undr in dieselbe Restklasse moduitfallen. Fiir festes, 0< g < p, kann es
offenbar hdchsten@ — 1) /m Zahlenr # g geben mitg = r modm. Damit gibt es un-
ter denp- (p— 1) Zahlenpaarefq,r) mit g = (ax+ b) mod p undr = (ay+ b) mod p,
1<a< p,0<b< p, héchstenp(p—1)/mviele, fur diequndr in dieselbe Restklasse
modulomfallen. Also ist

l{he H :h(x) =h(y)}| < p-(p—1)/m=[H|/m
und damitH universell. O

Der gerade bewiesene Satz legt die folgende Strategie zur Wahl einer Hashfunkti
nahe. Nehmen wir an, wir wissen, wieviele Schliissel auf einen gegebenen Berei
vonm Adressen abgebildet werden. Dann wahlen wir eine Primgattie grof3er oder
gleich der Zahl der Schlissel ist, und wahlen zwei Zalleimd b zuféllig im Bereich
1<a< pund0< b < p. Dann isth,}, eine ,gute” Hashfunktion.
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Man beachte, dal3 wir keinerlei Voraussetzungen lber die GréRe des AdrelRberei
gemacht haben. Es schadet also niainheispielsweise als Zweierpotenz zu wahlen.
Klassen universeller Hashfunktionen wurden erstmals von Carter und Weg in [2
vorgestellt. Eine Verallgemeinerung des Begriffs der universellen Klasse von hfun
tionen und weitere Eigenschaften solcher Klassen findet man z. [123]. Dort werdt
auch Verfahren zur Konstruktion perfekter Hashfunktionen di ert, die effiziente
sind als das von uns zu Anfang dieses Abschnitts angegebene naive Verfahren.

4.2 Hashverfahren mit Verkettung der Uberlaufe

Soll in eine Hashtabellg die bereits den Schllissklenthalt, ein Synonyn’ von k
eingefiigt werden, so ergibt sich eine AdreRkollision. Der Riétz = h(K') ist bereits
besetzt, und/, ein Uberlaufer, mulR anderswo gespeichert werden. Eine einfache Art
Uberlaufer zu speichern, ist die, sie auRerhalb der Hashtabelle abzulegen, und zwa
dynamisch veréanderbaren Strukturen. So kann man etwa die Uberlaufer zu jeder Ha
adresse in einer linearen Liste verketten; diese Liste wird an den Hashtabelleneinti
angehangt, der sich durch Anwendung der Hashfunktion auf die Schllssel ergibt.

Beispiel:
GroRe der Hashtabelta= 7;
K ={0,1,...,500};
h(k) = k modm;
wir zeigen hier nur die zu den Datensatzen gehdrenden Schlissel (nicht die gan:
Datensatze).
Nach Einfiigen der Schlissel 12, 53, 5, 15, 2, 19, 43 in dieser Reihenfolge in d
anfangs leere Hashtabelle ergibt sich die in Abbildung 4.1 gezeigte Situation. Dak
haben wir Uberlaufer jeweils am Ende der aktuellen Uberlaufkette angefiigt.

Methode: Separate Verkettung der Uberlaufer
Jedes Element der Hashtabelist Anfangselement einer Uberlaufkette (verkettete li-
neare Liste).

Suchemach Schliisséd: Beginne bet[h(k)] und folge den Verweisen der Uberlauf-
kette, bis entweddr gefunden wurde (erfolgreiche Suche) oder das Ende der Uberlau
kette erreicht ist (erfolglose Suche).

Einflgeneines Schlissels Suche naclk; die Suche verlauft erfolglos (sonst wird
k nicht eingefiigt) und endet am Ende einer Uberlaufkette odefli&)]. Im letzteren
Fall tragek in t[h(K)] ein; sonst erzeuge ein neues Listenelement und hange es ans Er
der Uberlaufkette an.

Entferneneines Schllisselk. Suche naclk; die Suche verlauft erfolgreich (sonst
kannk nicht entfernt werden). Stektin der Hashtabelle, so streickelort; falls eine
Uberlaufkette bei[h(k)] beginnt, so Gibertrage das erste Element der Uberlaufkette nac
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t: 15 2 53 12 Hashtabelle
43 5
Uberlaufer
19
Abbildung 4.1

t[h(k)] und entferne es aus der Uberlaufkette. Steint einem Element der Uberlauf-
kette, so entferne dieses Element aus der Uberlaufkette.

Mit wenigen Modifikationen der zu Beginn dieses Kapitels angegebenen Definitio
der Hashtabelle laf3t sich diese Methode leicht in Pascal-ahnlicher Notation beschr
ben. Allerdings fallt auf, daR3 die unterschiedlichen Félle (Schlissel in Hashtabelle od
in Uberlaufkette, gegebenenfalls Nachziehen des ersten Uberlaufers in die Hashtat
le beim Entfernen, usw.) einige Abfragen erfordern, die die Laufzeit der Operatione
spurbar beeintrachtigen. Wenn man bereit ist, unter Umstanden etwas Speicherplatz
opfern, so kann man auch einfaalie Datensatze in den Uberlaufketten speichern; in
der Hashtabelle benétigt man dann nur Zeiger auf den Listenanfang.

Das obige Beispiel ist dann wie in Abbildung 4.2 darstellbar. Diese Methode ist al
direkte Verkettunger Uberlaufer bekannt. Im Unterschied zur separaten Verkettung de
Uberlaufer wird man hier weniger Speicherplatz bendétigen, wenn Datensétze ziemli
grof3 sind, weil man bei direkter Verkettung bei leeren Hashtabellenplatzen nur wen
Speicherplatz ungenutztlait. Sind jedoch die Datensatze klein und tiber die Hashtab«
gleichmafig verteilt, etwa ein Datensatz pro Hashadresse, so benétigt man bei direk
Verkettung der Uberlaufer natiirlich mehr Speicherplatz, und zwar fiir die Anfangsze
ger auf Uberlaufketten.

Methode: Direkte Verkettung der Uberlaufer
Jedes Element der Hashtaelle ist ein Zeiger auf eine (Uberlauf-) Kette.

Suchemach Schliisset: Beginne bet[h(k)] + und folge den Verweisen der Uber-
laufkette, bis entweddrgefunden wurde (erfolgreiche Suche) oder das Ende der Uber
laufkette erreicht ist (erfolglose Suche).
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Abbildung 4.2

Einfligeneines Schliissels Suche naclk; die Suche endet erfolglos am Ende einer
Uberlaufkette (sonst wirklnicht eingefiigt). Schaffe ein neues Listenelement und hang
es ans Ende der Uberlaufkette an.

Entferneneines Schlisselk. Suche naclk; die Suche verlauft erfolgreich (sonst
kannk nicht entfernt werden) und endet bei einem Element der Uberlaufkette. Entferr
dieses Element aus der Uberlaufkette.

Im wesentlichen handelt es sich hierbei also stets um Operationen in linearen v
ketteten Listen. Wir ergdnzen die zu Beginn dieses Kapitels angegebenen Definition
damit wir die beschriebenen Prozeduren genauer angeben kénnen.

type

zeiger= flistenelement
listenelement= record

k: key

item: itemtype

next: zeiger

end;

hashtabelledirekt array [hashadresgef zeiger,
listenoperatiorn= (suche, einfiige, entferjie

procedure operation(op: listenoperationvar z zeiger
var ds datensaty
{fuhrtin Liste ab Zeiger z Operation op mit Datensatz ds}aus
begin
if z=nil
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then {Listenendé
caseop of
suche write("Wert tritt nicht auf’);
entferne write("Wert nicht in der Liste);
einflige: begin

newz);
ztk:=ds.k
zt.item:= ds.item
zt.next:= nil
end
end
else
if zt.k=ds.k
then
caseop of
suche ds.item:= zt.item {liefere item in ds ab
entferne: z:= zt.next {&ndere Zeiger in der Liste
einfuge: write(Cist bereits vorhanden'
end
elseoperatior(op, Z'.next, d$
end {operatior}

Die Verwendung dieser Prozedur ist klar: Soll beispielsweise nach einem Datense
mit Schlissek gesucht werden, so wird fir eine Variable

var ds: datensatz

nach der Zuweisung

dsk:=k {Suchschlissegl

die Prozedur

operation(suche, th(dsk)], ds)

aufgerufen. Wenn ein Datensatz mit Schlissgéfunden wurde, so enthédlsitem
die entsprechende Information.

Analyse: Betrachten wir zunachst die Methode der direkten Verkettung der Uber
laufer. Wir nehmen an, dal® die Hashfunktion alle Hashadressen mit gleicher Wat
scheinlichkeit (Gleichverteilung) und von Operation zu Operation unabh&ngig liefer!
d.h. die Wahrscheinlichkeit, daR bei deten Operation die Adresgéausgewahlt wird
(0< j’ < m—1), ist unabhéngig von stets gleich Im, fiir alle j’.
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Bei einer erfolglosen Suche nakrbetrachten wir alle Eintrage der bgh(k)] be-
ginnenden Uberlaufkette. Die durchschnittliche Anzahl der Eintrage in einer Kette i
geraden/m, wennn Eintrage auim Ketten verteilt sind. Da dies auch der Belegungs-
faktora ist, erhalten wir:

C,=a

Ist bei einer erfolgreichen Suclieumi Listenelemente vom Listenanfatig(k)] ent-
fernt, so betrachten wir gerade digdgintrage. Sehen wir uns die Schliissel einmal in
der Reihenfolge an, in der sie eingefligt worden sind. Beim Einfligen-ths Schlis-
sels ist die durchschnittliche Listenlange geréaple 1) /m. Also betrachten wir bei ei-
ner spateren Suche nach déiten Schlussel geradetl(j — 1)/mEintrage im Durch-
schnitt, wenn stets am Listenende eingefiigt wird und kein Datensatz entfernt wurde.
Mittel ist die Anzahl der bei der erfolgreichen Suche nach einem Schliissel betrachtet
Eintrage also

n n—1 o}

S A+(j-)/m=1+——~1+

Ch= 5

Sl

wenn nach jedem Schlissel mit gleicher Wahrscheinlichkeit gesucht wird. Man beach
dal diese und die folgenden Analysen das Entfernen von Schliisseln nicht bericksi
tigen.

Die Analyse der Effizienz der erfolglosen und erfolgreichen Suche bei separater Ve
kettung ist etwas komplizierter; sie kann nachgelesen werd i [89]. Wir geben hi
nur das Resultat wieder:

Ci~a+e % Cn%1+%
Nach den angegebenen Methoden der direkten und separaten Verkettung der Uberla
ist klar, daR die Effizienz der erfolgreichen Suche auch gleichzeitig die Effizienz de
Entferne-Operation ist, und daf3 das Einfiigen gerade so effizient ist wie die erfolglo
Suche.

Die Effizienz der erfolglosen Suche 4Rt sich verbessern, wenn man die Uberlaufk
ten sortiert halt. Dann muf3 man beim erfolglosen Suchen nicht stets bis zum Listener
suchen, sondern kann im Mittel schon in der Mitte der Liste der Uberlaufer aufhore
(man beachte, daR die erfolglose Sucheofigf 1 im Mittel schneller ist als die erfolg-
reiche). Diese Modifikation lohnt sich besonders bei haufiger erfolgloser Suche, al.
etwa am Anfang des Aufbaus der Hashtabelle und der Uberlaufketten durch fortgese
tes Einflgen. In Féllen mit sehr begrenzter Dynamik, etwa in dem fir die Anwendun
von Hashverfahren typischen Fall vieler Einfligungen in einer Initialisierungsphase ur
vieler Suchanfragen danach, kann es attraktiver sein, die Effizienz der erfolgreich
Suche zu steigern, z.B. durch Verwendung selbstanordnender Listen (vgl. Kapitel 3)

Die direkte oder separate Verkettung der Uberlaufer weist einige wesentliche Vorzii
gegenlber anderen Hashverfahren auf, die wir im folgenden noch erldutern werden (\
Abschnitt 4.3). Der Erwartungswert (s.0.) und die Varianz fur die Anzahl der betract
teten Eintrage sind niedrig. Ein Belegungsfaktor von mehr als 1 ist moglich; d.h., selb
wenn die zu verwaltende Datenmenge mehr als vorgesehen wéchst, so arbeitet das
fahren noch korrekt. Echte Entfernungen von Eintrdgen sind méglich; eine Belastul
von Speicher und Laufzeit durch als geléscht markierte Eintrage wird vermieden. D
direkte Verkettung der Uberlaufer eignet sich fiir den Einsatz mit Externspeichern;


Literaturverweis [89]
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kénnte man etwa die Hashtabelle im Internspeicher halten und Datenseiten verkett
Tabelle 4.1 vermittelt einen Eindruck von der Effizienz der Verkettung der Uberlaufer
die angegebenen Werte errechnen sich durch Einsetzem wodie jeweilige Formel.

Anzahl bei der
Suche betracht separate Verkettung| direkte Verkettung

teter Eintrage | erfolgreich| erfolglos | erfolgreich| erfolglos
a=0.50 1.250 1.110 1.250 0.50
0.90 1.450 1.307 1.450 0.90
0.95 1.475 1.337 1.475 0.95
1.00 1.500 1.368 1.500 1.00
Tabelle 4.1

Die entscheidenden Nachteile der Methoden der Verkettung der Uberl4ufer sind d
Speicherplatzbedarf fiir die Zeiger und die Tatsache, daf selbst dann Platz fiir Uberl
fer auBerhalb der Hashtabelle benétigt wird, wenn in der Hashtabelle noch viele Plat
frei sind. Andere Hashverfahren, die ohne zusétzlichen Speicherplatz auskommen, w
den wir im nachsten Abschnitt prasentieren.

4.3 Offene Hashverfahren

Im Unterschied zur Verkettung der UberlauéeiRerhaltder Hashtabelle versucht man
bei offenen Hashverfahren, Uberlaufarder Hashtabelle unterzubringen. Wenn also
beim Versuch, den Schlisgelin die Hashtabelle an Positidi(k) einzutragen, fest-
gestellt wird, daft[h(k)] bereits belegt ist, so muf3 man nach einer festen Regel eine
anderen, nicht belegten Platz (eio#eneStelle) finden, an dem manunterbringen
kann. Da man von vornherein nicht wissen kann, welche Platze belegt sein werden u
welche nicht, definiert man fir jeden Schliissel eine Reihenfolge, in der alle Speiche
platze, und zwar einer nach dem anderen, betrachtet werden. Sobald ein betracht
Platz frei ist, wird der Schllissel dort gespeichert. Die Folge der zu betrachtenden Sp
cherplatze fir einen Schlissel nennt man Siemdierungsfolgeu diesem Schllssel.
Methoden, die diesem Schema folgen, hat W.W. Peterson ¢1fé6k Hashver-
fahrengenannt. Von den zahlreichen Varianten offener Has ahren werden wir nt
einige der wichtigsten erlautern; dabei geht es fastimmer um die Wahl einer geeignet
Sondierungsfolge.


Literaturverweis [146]
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Naturlich ist dasEntfernenvon Schliisseln bei all diesen Verfahren problematisch.
Ein bereits in der Hashtabelle vorhandener Schlisselsperrt ja einem neu einzufi-
genden Schliiss&l im allgemeinen einen Platz, déhgeman seiner Sondierungsfolge
betrachtet. Der neue Schliiskelveicht also auf einen anderen Platz (spéter in der Son:
dierungsfolge) aus. Wird nunentfernt, so kank’ nicht wiedergefunden werden, weil
der leergewordene Platz vérin der Sondierungsfolge vdd vor dem aktuellen Platz
vonk' auftritt. In diesem Fall wird bei den meisten Verfahren dann auch nicht wirklich
entfernt, sondern lediglich als entfernt markiert. Wird ein neuer Schlissel eingefugt, !
wird der Platz vork als frei angesehen; wird ein Schlussel gesucht, so wird der Plat
vonk als belegt angesehen. Der Effizienz von Hashverfahren ist diese Vorgehenswe
nicht besonders zutraglich; fir offene Hashverfahren gilt daher in besonderem Ma
die Annahme, daf fast nur eingefiigt und gesucht und fast nie entfernt wird.

Wir definieren nun ein Schema fiir offene Hashverfahren, das sich fir die meiste
(aber nicht alle) der offenen Hashverfahren als Grundlage eignet.

Methode: Offene Hashverfahren

Seis(j,k) eine Funktion vonj undk so, daf{h(k) — s(j,k)) mod mfir j =0,1, ...,
m— 1, eine Sondierungsfolge bildet, d.h. eine Permutation aller Hashadressen. Es
stets noch mindestens ein Platz in der Hashtabelle frei.

Suchemach Schlissét: Beginne mit Hashadresse= h(k). Solangek nicht int[i]
gespeichert ist untdi] nicht frei ist, suche weiter bei= (h(k) — s(j,k)) modm, fur
aufsteigende Werte vop Fallst|i] belegt ist, wurdé gefunden; sonst war die Suche
erfolglos.

Einfigeneines Schlussels k: Wir nehmen an, dafficht schon irt vorkommt (das
kann durch eine Suche festgestellt werden). Beginne mit Hashadre$gk). Solange
t[i] belegt ist, mache weiter bei= (h(k) — s(j,k)) modm, fir steigende Werte vop
Tragek beit[i] ein.

Entferneneines Schliissels Suche nach Schliisdel Verlauft die Suche erfolgreich
und isti die Adresse, an ddt gefunden wird, dann markietdi] als entfernt; sonst
kommtk nicht int vor und kann auch nicht entfernt werden.

Es ist leicht, dieses Schema in ein Programmstick zu Ubersetzen, wenn wir vora
setzen, dal3 wir etwa Uber eine entsprechende Markierung feststellen kénnen, ob
Platzt[i] frei, belegt oder als entfernt markiert ist. Wir verwenden dazu die Definitionet

type
zustand= (frei, belegt, entfernt
markentabelle= array [hashadresgeof zustand
var
marke: markentabelle

Anfangs sind alle Platze frei. Der Wert vanarkdi] gibt den Zustand des Plat-
zest[i] an. Wir nehmen an, daf denod-Operator zur Berechnung von Adres-
sen gemal der Sondierungsfolge wie beschrieben verwendet werden kann, daf3 |
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(h(dsk) — s(j,dsk)) mod m zyklisch beziglich des Bereichs.0Om— 1 von h(dsk)
aus ums(j,dsk) Positionen links liegt.

procedure Sucher{var ds datensatzvar t: hashtabellg;
{sucht in der Hashtabelle t nach Datensatz mit Schliissel ds.k und liefert
ds.item oder eine Meldung Uber die Erfolglosigkeit der Stiche
var
i, j - hashadresse
begin
j :=0; {Anzahl inspizierter Eintrage
repeat
i := (h(dsk) —s(j,dsk)) mod m;
ji=j+1
until (t[i].k = dsk) or (markdi] = frei);
if markdi] = belegt
then dsitem:= t(i].item
elsewrite("Suche erfolglos beendegt'
end

procedure Einfigen(ds datensatzvar t: hashtabellg;
{fugt Datensatz ds in Hashtabelle t &in
var
i, j : hashadresse
begin
j :=0; {Anzahl inspizierter Eintrage
repeat
i .= (h(dsk) —s(j,dsk)) modm;
j=j+1
until markdi] <> belegt
tli] :==ds
markdi] := belegt
end

procedure Entfernen(k: key var t: hashtabellg;
{entfernt Datensatz mit Schliissel k aus der Hashtabglle t
var
i, j - hashadresse
begin
j :=0; {Anzahl inspizierter Eintrage
repeat
i .= (h(k) —s(j,k)) modm;
j=j+1
until (t[i].k =Kk) or (markdi] = frei);
if markdi] = belegt
then markdi] := entfernt {entferng
elsewrite("Schllissel nicht vorhanden
end
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Natiirlich hatten auch die drei angegebenen Prozeduren wegen ihrer groen Ahnli
keit zu einer einzigen vereinigt und entsprechend parametrisiert werden kénnen; v
Uberlassen dies dem interessierten Leser. Um die Grundidee nicht zu verschleiern,
ben wir bei den angegebenen Prozeduren keine Vorkehrungen gegen mehrfaches Ei
gen des gleichen Schlissels getroffen und nicht sichergestellt, da’ wirklich immer €
freier Platz in der Hashtabelle existiert.

4.3.1 Lineares Sondieren

Beim linearen Sondieren ergibt sich fir den Schliksié Sondierungsfolge
h(k), h(k)—1, h(k)—2, ... ,0, m—=1, ..., h(k)+ 1,

also die Sondierungsfunktion
s(j,k) = J.
Beispiel:
Grol3e der Hashtabelle= 7;
K ={0,1,...,500};
h(k) = k modm;
s(j,k) = j (lineares Sondieren).
Dann fiihren die Schlissel 12, 53, 5, 15, 2, 19, in dieser Reihenfolge in die lee
Hashtabelle eingefiigt, zu folgenden Situationen. Nach Einfligen von 12, 53:

0 1 2 3 4 5 6

t: 53 12

Nach Einfigen von 5h(5) = 5 mod 7= 5 ist belegt; der néchste Index der Sondie-
rungsfolge ist 4, ebenfalls belegt; der nachste Index ist 3, nicht belegt:

0 1 2 3 4 5 6

t: 5 53 12

Nach Einfligen von 15, 2, 19 (Sondierungsfolge 5—4—3—-2-1-0):

0 1 2 3 4 5 6

t: 19 15 2 5 53 12
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Das lineare Sondieren (englisch: linear probing) ist zwar ein sehr einfaches Verfahre
hat aber auch einige Nachteile. Im gezeigten Beispiel etwa ist nach Einfligen von 1
53, 5 die Wahrscheinlichkeit fir einen neu einzufiigenden Schliissel, in der Hashtabe
an einer gewissen Hashadresse gespeichert zu werden, fir die verschiedenen H
adressen drastisch verschieden. Im Eintf@gwerden alle Schlissé mit h(k) = 2
oderh(k) = 3 oderh(k) = 4 oderh(k) = 5 gespeichert, im Eintragl] dagegen nur alle
Schlissek mit h(k) = 1. Bei einer uniformen Hashfunktion, die die Schlussel mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit auf jede der Hashadressen abbildet, hat in der beschriebel
Situationt[2] die Chance 47, mit dem ndchsten Schlussel belegt zu werden, wahren
diese Chance fitf1] nur 1/7 betréagt. Lange belegte Teilstiicke der Hashtabelle habel
also eine starkere Tendenz zu wachsen als kurze. Dieser Effekt wird noch verstér
weil lange belegte Teilstlicke zu gréReren zusammenwachsen (englisch: to coales
wenn die Lucken zwischen ihnen geschlossen werden. Als Folge dieses Phdnomens
primaren Haufungenglisch:primary clustering verschlechtert sich die Effizienz des
linearen Sondierens drastisch, sobald sich der Belegungstakiism Wert 1 ndhert.

Analyse: Eine Analyse der Effizienz des linearen Sondie;! [89] zeigt, daf fiir di
durchschnittliche Anzahl der bei erfolgloser bzw. erfolgreic uche betrachteten Ei

trageC/, bzw.C, gilt:

Q

% = 2(asen)
ST

Tabelle 4.2 vermittelt durch Einsetzen einiger Wertefim diese beiden Formeln einen
Eindruck von der Effizienz des linearen Sondierens.

Q

Anzahl
betrachtetel lineares Sondieren

Eintrage erfolgreich | erfolglos

o =0.50 15 2.5
0.90 55 50.5
0.95 10.5 200.5
1.00 — —

Tabelle 4.2


Literaturverweis [89]
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4.3.2 Quadratisches Sondieren

Um die primére Haufung des linearen Sondierens zu vermeiden, wird beim quadrs
schen Sondieren fir Schlus&alim h(k) herum mit quadratisch wachsendem Abstand
nach einem freien Platz gesucht. Die Sondierungsfolge fur SchKistel

h(k), h(k) + 1, h(k) — 1, h(k) + 4, h(k) —4, ...
Die Sondierungsfunktion ist fur die Sondierungsfahgk) — s(j, k) definiert als
s(i.k) = ([i/21)*(-1)!

Wennmeine Primzahl der Formi4- 3 ist, dann ist garantiert, daf3 die Sondierungsfolge
eine Permutation der Hashadressen (hbis1 ist, vgl. .].

Beispiel: Flge 12, 53, 5, 15, 2, 19 in die anfangs leere Hashtabelle ein. Das ergi
nach Einfigen von 12, 53, 5 (Sondierungsfdig®), h(5) + 1), 15, 2:

0 1 2 3 4 5 6

t: 15 2 53 12 5

Nach Einfugen von 19 (Sondierungsfolgd9) = 5, 5+ 1, 5— 1, (5+4) mod 7= 2,
5-4=1,(5+9) mod 7= 0):

0 1 2 3 4 5 6

t: 19 15 2 53 12 5

Zwar ist hier die priméare Haufung vermieden, aber ein anderes Phanomese-die
kundare Haufungenglisch:secondary clustering beeintrachtigt die Effizienz: Zwei
Synonymek und k' durchlaufen stets dieselbe Sondierungsfolge, behindern sich als
auf Ausweichplatzen. Das gilt natiirlich ebenfalls fir das lineare Sondieren. Im ang
gebenen Beispiel war das der Fall fir die Schlissel 5 und 19. Wirde man ein weitel
Synonym von 5 (etwa 26) einfligen, so wiirden sowohl Schliissel 5 als auch 19 denr
einzufiigenden Schliissel behindern.

Analyse: Eine Analyse der Effizienz des quadratischen Sondierens zeig!l. [89]
daR fur die durchschnittliche Anzahl der bei erfolgreicher bzw. erfolglose che b

trachteten Eintrag€, bzw.C}, gilt:
1 a
l+In{—|—=
+in (1 - or) 2

! o+1In !
1-a 1-a

Tabelle 4.3 vermittelt durch einige in diese Formeln eingesetzte Werte &inen
Eindruck von der Effizienz des quadratischen Sondierens.

Cn

Q

c,

Q
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Anzahl
betrachteten quadratisches Sondiergn

Eintrage erfolgreich | erfolglos
o =0.50 1.44 2.19
0.90 2.85 11.40
0.95 3.52 22.05
1.00 — —
Tabelle 4.3

4.3.3 Uniformes und zuféalliges Sondieren

Die beim linearen und beim quadratischen Sondieren auftretenden Probleme der |
méren und sekundaren Haufung liegen in der Unabhangigkeit der Sondierungsfunkti
von k begrindet. Die Sondierungsfolge ist fur alle Synonyme die gleiche. Schliss
werden sich natirlich weniger behindern, wenn die Sondierungsfolge auch fir Synon
me variiert. Im Idealfall landen Schliissel in rein zufallig gewahlten Platzen der Hashtz
belle mit gleicher Wahrscheinlichkeit fir jeden Platz. Diesen Fall realisieriiéarme
Sondierer(englisch:uniform probing. Hier ist die Folges(j,k) fir j =0,1,...,m—1

eine Permutation der Hashadressen, die nurkvabhéngt, und zwar so, daf3 jede der
m! mdglichen Permutationen mit gleicher Wahrscheinlichkeit verwendet wird. Mar
vermutet ], daR uniformes Sondieren die Anzahl der Kollisionen beim Einflige!
minimiert, a0 beziiglich des Einfligens optimal ist; die asymptotische Optimalitat is
bereits bekann 8]. Es ist jedoch sehr aufwendig, uniformes Sondieren praktisch
realisieren; daglfallige Sondierefenglisch:random probing bietet sich als Alterna-
tive mit fast gleicher Effizienz an. Hierbei wahlt man, abhangig koaeine zufallige
Hashadresse fi j,k). Im Gegensatz zum uniformen Sondieren kann es also vorkom
men, daf ein bereits figl j,k) gewahlter Wert flis(j’, k), j’ > j, nochmals gewahlt
wird, bevor alle Platze der Hashtabelle betrachtet wurden. Wir werden noch sehen (v
Abschnitt 4.3.4), daR auch ein anderes, weniger aufwendig zu realisierendes Verfahi
fast die gleiche Effizienz bietet wie das uniforme (und das zufallige) Sondieren.

Analyse: Wir betrachten hier nur die Effizienz des uniformen Sondierens; die des zu
falligen Sondierens ist geringfligig schlechter. Jeder Schliissel wird an einem zufall
gewahlten Platz in der Hashtabelle abgespeichert, also ist jed&dexoglichen Bele-
gungen dem Platze durcin Schliissel mitn— n freien Platzen gleichwahrscheinlich.
Die Wahrscheinlichkeit (englisch: probabilitp), dal3 genaiuPlatze inspiziert werden
missen, um defn+ 1)-ten Schllssel einzufugen, ist die Anzahl der Situationen, in
denen — 1 bestimmte Platze belegt sind und ein bestimmter Platz frei ist, bezogen a
die Anzahl aller Situationen mit Schlisseln, also

= (nT._+|1>/<r:>
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[198] A. C. Yao. Uniform hashing is optimal. J. Assoc. Comput. Mach., 32(3):687-693,1985.
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da aul3er dem— 1 fest vorgegebenen noeh- (i — 1) Schliissel aufn—i Platze
verteilt sind. Die durchschnittliche Anzahl betrachteter Platze beim Einfligen, d.h. b
erfolgloser Suche, ist dann

m

c, = ;Vpi
{mit_ipizl}
- m+1—i(m+1)pi—i(—i-pi)

= m+1—£(m+1—i)pi

6 =(5)

= meas g (o) ()
{re () -3 G1)]
m+1—i<m+1—i>%<m;1:1>/<:>
memony (T ()

i 3. (0)-(32)]
= m+1-(m- n)<mrf:i1>/<r:>

= m+1-(m- n)%
. (m+1)
~ (m=-n+1)

m

1
=" =—14+a+a’+a’+...
m-n 1-a

Q
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Die Potenzreihe fi€;, kann intuitiv interpretiert werden: Mit Wahrscheinlichkeit 1
mul3 mindestens ein Platz inspiziert werden, mit Wahrscheinlicokaiu® mehr als
ein Platz inspiziert werden, mit Wahrscheinlichkeft miissen mehr als zwei Plétze

inspiziert werden, usw.

Die durchschnittliche Anzahl der inspizierten Platze bei erfolgreicher Suche ist be

offenen Hashverfahren

Cn

also

1n71 ,
_ﬁi;Cia
1 m+l
nizom—i+1
m+1 1 1 1

n m+1 m m—n+2

n
{mit H, = 21'}’ die n-te harmonische Za}l
i=

. 1
{mlt Hp ~ Inn+y<+——

2n

Q

Q

m+1
o (Hmt1— Hm-nt+1)

1 .
W+> , wobeiy = 0.57...}
1
5 (In(m+1) +y—In(m—n-+1) )
1 ( m+1 )
—In{ ———
a m-n+1
1|n i
a l1-a

Zusammenfassend gilt also fir uniformes und n&herungsweise auch fur zuféllig

Sondieren:

c,
Ch

Q

Q

1

—a

1
1In 1
a 1-a

Tabelle 4.4 vermittelt durch einige in diese Formeln eingesetzten Werte diiten
Eindruck von der Effizienz des uniformen Sondierens.
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Anzahl
betrachteterl uniformes Sondieren

Eintrage erfolgreich | erfolglos
o =0.50 1.39 2
0.90 2.56 10
0.95 3.15 20
1.00 — —
Tabelle 4.4

4.3.4 Double Hashing

Die Effizienz des uniformen Sondierens wird bereits annahernd erreicht, wenn m
statt einer zufalligen Permutation fiir die Sondierungsfolge eine zweite Hashfunktic
verwendet; die gewahlte Sondierungsfolge fir Schllissst|

h(k), h(k) —h'(k), h(k) —2-h'(k), ... , h(k) — (m— 1)h/(k),

jeweils modulom, wennh'(k) die zweite Hashfunktion bezeichnet. Fir die Sondie-
rungsfunktion ergibt sich
s(j,k) = j- K (k).

Dabei muf¥Y (k) so gewahlt werden, daf fiir alle Schliisselie Sondierungsfolge
eine Permutation der Hashadressen bildet. Das bedeutelty @R 0 sein muf und
m nicht teilen darf. Wahlen wim als Primzahl, dann gilt dies sicher fiir jedgk)
und fur allek; diese Wahl vomist ja auch glnstig fir die Divisions-Rest-Methode bei
der Hashfunktiorh. Wahlt manh' (k) abhangig vorh(k), so werden manche (oder gar
alle) Synonyme die gleiche Sondierungsfolge haben; eine gewisse sekundare Haufl
ist die Folge. Das kann man vermeiden, wenn hi4k) von h(k) unabhangig wabhlt,
wenn also fiir zwei verschiedene Schltudsehdk’ gilt:

p[h(k) = h(K) undh (k) = (k)] = p[h(k) = h(k)] - p[W' (k) = H'(K)],

wobeip[Bedingungdie Wahrscheinlichkeit dafur ist, da3 die angegebene Bedingun
gilt. Anders ausgedriickt heif3t das: Sind zwei Schliussel Synonyme beziigiielsind
sie mit Wahrscheinlichkeitim Synonyme beziiglich’ (m' ist die Anzahl der Werte,
die die FunktiorY annehmen kann); also sind zwei Schltissel mit Wahrscheinlichkei
1/(m-m') Synonyme beziglich undh’ gleichzeitig.

Ist m eine Primzahl undh(k) = k modm, so erfillth'(k) = 1+ k mod (m— 2) die
obigen Anforderungen (das ist besser alskkmod (m— 1), weil m— 1 gerade ist).

Beispiel: Wir betrachten wieder den Fall, daf3 die Schlissel 12, 53, 5, 15, 2, 1
in die anfangs leere Hashtabelle der Grol3e 7 eingefiigt werden sollen. Wir wahl
also h(k) =k mod 7 undh’(k) = 1+ kmod 5. Die Sondierungsfolge fik ist h(k),
h(k) — h'(k), h(k) — 2/ (k), jeweilsmodulo m Das ergibt nach Einfligen von 12, 53:
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Nach Einfligen von 5 (Sondierungsfolgehigb) = 5 mod 7=5,5— (1+5 mod § =4,
5-2=23),15,2:

0 1 2 3 4 5 6

t: 15 2 5 53 12

Nach Einfligen von 19 (Sondierungsfolgeli$i9) = 19 mod 7= 5, 5— (1+ 19 mod
5)=0):

0 1 2 3 4 5 6

t: 19 15 2 5 53 12

Beim Einfligen des Schliissels 19 miissen hier also lediglich zwei Platze (né{&jlich
undt[Q]) inspiziert werden, wahrend es beim linearen und beim quadratischen Sondi
ren jeweils sechs Platze waren.

Double Hashing ist genauso effizient wie uniformes Sondieren; der theoretische U
terschied ist minimal, wenh'(k) unabhéngig vorn(k) gewahlt wird. Da Double Ha-
shing ein leichtimplementierbares Verfahren ist, bietet es sich als praktisch einsetzba
offenes Hashverfahren an. Entsprechend ist es die Grundlage fir zwei Methoden, |
denen versucht wird, auf Kosten der Einfiigezeit die Effizienz der erfolgreichen Suct
zu verbessern.

Verbesserung der erfolgreichen Suche

Methoden zur Verbesserung der erfolgreichen Suche basieren auf der Erkenntnis,
die durchschnittliche Suchzeit fir erfolgreiche Suche bei Hashverfahren ohne Ha
fung mit unterschiedlicher Reihenfolge des Einfligens der Schliissel variiert. So i
etwa die durchschnittliche Suchzeit im gerade betrachteten Beispiel fir die erfolgre
che Suche (Suchzeit(12) + Suchzeit(53) + Suchzeit(5) + Suchzeit(15) + Suchzeit(
+ Suchzeit(19))/6= (1+1+ 3+ 1+1+2)/6=1.5. Figt man die Schllssel jedoch in
der Reihenfolge 53, 5, 15, 2, 19, 12 ein, so ergibt sich die Situation

0 1 2 3 4 5 6

t: 19 15 2 53 5 12

und damit eine durchschnittliche erfolgreiche Suchzeit vp8-81.33.... Fur die
Einfigereihenfolge 12, 5, 19, 53, 2, 15 ergibt sich die durchschnittliche erfolgreich
Suchzeit zu 106 = 1.66....
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In Fallen, in denen wesentlich haufiger erfolgreich gesucht wird als eingefligt, kar
es daher lohnend sein, die Schliissel beim Einfligen eines neuen Schliissels so zu 1
ganisieren, dal3 die Suchzeit verkiirzt wird. So berichten etwa Bell und n [13], d:
ein COBOL-Compiler beim Ubersetzen 735 Eintrage in eine Symboltab orgenor
men und diese Tabelle 10988 Mal angesprochen hat; das sind etwa 14 Suchoperatic
pro Einfligung.

Brents Algorithmus
Betrachten wir in unserem Beispiel des Einfigens der Schlissel 12, 53, 5, 15, 2, 19
Operation des Einfligens von Schlissel 5. In der Situation

0 1 2 3 4 5 6

t: 53 12

wird Schlussel 5 nach Inspektion der Pléatze 5, 4, 3[8#keingetragen:

0 1 2 3 4 5 6

t: 5 53 12

Die durchschnittliche Suchzeit ist danft+ 1+ 3)/3=5/3= 1.66.... Die AdreR3-
kollision von Schlussel 5 mit Schlissel 12tijp] hatte man aber auch anders l6sen
konnen. Statt Schliissel 12 ifb] zu belassen, hatte man Schlussel 5[5 eintragen
kénnen und Schlissel 12 weiter sondieren lassen kdnnen. Die Sondierungsfolge
Schlussel 12 wére dann 12 moe5, 5— (14 12 mod § = 2 und die Situation damit

0 1 2 3 4 5 6

t: 12 53 5

mit einer durchschnittlichen Suchzeit fur die erfolgreiche Suche(iepl1+ 2)/3
=4/3=1.33.... Die entstandene Situation entspricht gerade derjenigen, die sich bei
Einfigen von 5, 53, 12 ergibt. Es ist also eine fiir die erfolgreiche Suche gilinstige Ei
fugereihenfolge simuliert worden.

Methode: Brents Algorithmus

Einflgeneines Schliissels Beginne mit Hashadresse- h(k). Solange[i] belegt ist,
betrachte die beiden Hashadresben (i — i (k)) modmundb’ = (i — h'(k')) modm
mit k' = t[i].k: Ist t[b] frei odert[b'] belegt, fahre fort mit = b; andernfalls trag& an
Hashadresseein und fahre fort mik = k' undi = b'. Jetzt istt[i] frei; tragek beit]i]
ein.


Literaturverweis [13]
[13] J. R. Bell und C. H. Kaman. The linear quotient hash code. Comm. ACM, 13:675-677, 1970.
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procedure BrentEinfigern(ds datensatzvar t: hashtabellg;
{fugt Datensatz ds in Hashtabelle t &in
var
i, b, bb: hashadresse
begin
i :=h(dsk);
while markdi] = belegtdo
begin
b:= (i — W (dsk)) mod m;
bb:= (i — h'(t[i].k)) mod m;
if (markdb] = frei) or (markdbb] = beleg}
theni:=Db
else begin
vertauschéds, i]);
i ;= bb;
end;
end;
tli] :=ds
markdi] := belegt
end

Brents Analys ] zeigt, dal3 die Zeit fur erfolglose Suche unverandert bleibt, ab
die Zeit fur erfol he Suche auch bei voller Hashtabelle stets unter durchschnittlic
2.5 inspizierten Eintragen liegt:

1
1-a
a a® o ad

145+ +1g— 15+ <25

Q

c,

Q

Cn

Bin&rbaum-Sondieren

Das Binarbaum-Sondieren (englisch: binary tree hashing) kann als eine Fortfiihru
von Brents Idee angesehen werdgqvnlw]). Wenn SchlkisseHashadressgk)
nicht in die Hashtabelle eingetra n kann, weil sich dort schon ein Schliissel
befindet, so gibt es zwei Mdglichkeiten. Entweder blédban seinem Platz, und fur

k wird geman der Sondierungsfolge fkirein anderer Platz gesucht, odérwird in

der Hashtabelle durdhersetzt, und fuk’ wird gemaf der Sondierungsfolge irein
anderer Platz gesucht.

Wenn sich auf eine der beiden Arten sogleich ein leerer Platz findet, so wird de
entsprechende Schliissel dort eingetragen, und das Einfligen ist beendet. Andernf
werden beide Alternativen analog weiterverfolgt. Hier liegt der Unterschied zu Brent
Algorithmus, bei dem nur die erste Alternative weiterverfolgt wird. Nach jeder Inspek:
tion eines belegten Platzes ergibt sich eine weitere mogliche Sondierungsfolge, naml
die zu dem in der Hashtabelle gespeicherten Schliissel. Insgesamt hat die Abfolge
Inspektionen einzelner Platze die Gestalt eines Binarbaumes:


Literaturverweis [23]
[23] R. P. Brent. Reducing the retrieval time of scatter storage techniques. Comm. ACM, 16:105-109, 1973.

Literaturverweis [69]
[69] G. H. Gonnet und I. Munro. Efficient ordering of hash tables. SIAM J. Comput., 8(3):463-478, 1979.

Literaturverweis [116]
[116] E. G. Mallach. Scatter storage techniques: A unifying viewpoint and a method for reducing retrieval times. The Computer Journal, 20(2):137-140, 1977.


194 4 Hashverfahren

k trifft auf k'

k weicht aus k' weicht aus

k trifft auf k” K trifft auf k™

Dieser Binarbaum wird niveauweise inspiziert; sobald ein freier Platz angetroffe
wird, wird der ausweichende Schlussel dort eingetragen. Die Analyse von Gonn
Munro . ergibt fur die erfolgreiche Suche:

3 g4

a a
Ml bt <22
Com Lt ottt <

Allerdings sind die Kosten fiur das Einfiigen, insbesondere bei fast voller Hashtabell
relativ hoch; in der beispielhaft betrachteten Anwendung des COBOL-Compilers spie
das aber kaum eine Rolle.

4.3.5 Ordered Hashing

Erinnern wir uns an das Beschleunigen der erfolglosen Suche beim Hashing mit Verk
tung der Uberlaufer. Dort haben wir die Uberlaufketten sortiert mit Schliisseln beleg
Statt beim Einfligen einen Schliissel hinten an die Uberlaufkette anzuhangen, haben
den Schliissel in der Uberlaufkette an der Position, die sich durch die Sortierung erg;
eingeflgt. Das kann man, ebenso wie die Beschleunigung der erfolgreichen Suche bi
Double Hashing, als die Simulation einer glinstigeren Einfligereihenfolge der Schlis:
mit unsortierten Uberlaufketten ansehen. Dieses Prinzip wollen wir nun auch auf offel
Hashverfahren anwenden. Die Synonyme des gesuchten Schkissén also in der
Hashtabelle so abgespeichert sein, dal’ wir sie gemaf der Sondierungsfbigesfiir
tierter Reihenfolge antreffen; wir wollen so den Fall simulieren, daf? diese Schlussel
sortierter Reihenfolge eingefligt worden sind. Wir legen uns hier (willkiirlich) auf eine
aufsteigende Sortierung fest.

Betrachten wir ein weiteres Mal das bekannte Beispiel. Haben wir die Schlussel 1
53, 5, 15, 2, 19 in die anfangs leere Hashtabelle nach dem Prinzip des Double Hash
eingeflgt, so ergibt sich folgende Situation:

0 1 2 3 4 5 6

t: 19 15 2 5 53 12



Literaturverweis [69]
[69] G. H. Gonnet und I. Munro. Efficient ordering of hash tables. SIAM J. Comput., 8(3):463-478, 1979.
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Die Synonyme 12, 5, 19 sind in dieser Reihenfolge eingefligt worden; entspreche
steht an der Hashadreskgl2) = h(5) = h(19) =5 der Schlissel 12. Bei einer Su-
che nach Schliussel 5 finden wir also zunachsh(®) die 12. Die Suche muf} also
fortgesetzt werden. Nehmen wir nun an, die Schlussel seien in aufsteigend sortier
Reihenfolge eingefugt worden; dann kdnnten wir (i = 12 > 5 bereits schlieRen,
dalR Schliissel 5 nicht in der Hashtabelle vorkommt; die erfolglose Suche kdnnte al
friher abgebrochen werden.

Soweit gleicht da®©rdered Hashinglem Sortieren der Uberlaufketten beim Verket-
ten der Uberlaufer. Es gibt aber zwei wesentliche Unterschiede, die durch die Unter|
gung eines offenen Hashverfahrens bedingt sind. Erstens kann ein neu einzuftigen
Schlissel nicht einfach in die Sondierungskette eingefligt werden; Schlussel, die in
Sondierungskette folgen, missen eventuell in dieser Kette nach hinten riicken (vgl. E
fugenin ein Array, Kapitel 1). Zweitens kann ein Schliissel, der in der Sondierungsket
nach hinten riickt, auf einen bereits belegten Platz treffen; das kann vielen Schliiss
in der Sondierungskette passieren. Der Platz, auf den ein solcher Schlussel trifft, ist
allgemeinen nicht mit einem Synonym belegt.

Der erste Unterschied ist nicht besonders problematisch, denn beim herkdmmlich
Einfligen eines neuen Schlissels werden ja ohnedies alle besetzten Platze in der ¢
dierungsfolge inspiziert. Der zweite Unterschied ist schon eher beunruhigend, denn
bedeutet doch, daR3 die Verschiebung in einer Sondierungskette auf andere tibergre
kann.

Fugen wir als Beispiel die Schliissel 2, 12, 15, 53, 5 in die anfangs leere Hashtabe
mit Double Hashing ein (vgl. Abschnitt 4.3.4). Nach Einfligen von 2, 12, 15, 53 ergib
sich:

0 1 2 3 4 5 6

t: 15 2 53 12

Nun soll Schlussel 5 eingefiigt werden, nach dem Prinzip des Ordered Hashing. Da
h(5) =5 ein groBerer Schliissel, ndmlich 12, gespeichert ist, wird 12 von 5 verdrancg
und 5 wird int[5] gespeichert. Fur Schliissel 12 muf3 nun geman seiner Sondierung
folge ein neuer Platz gesucht werden; in unserem Beispiel ist das wadeh = 3
der Platz[2]. Platzt[2] ist aber bereits belegt mit Schlissel 2, und 2 ist kein Synonym
von Schlissel 12. Nun gibt es zwei Mdglichkeiten: Entweder Schlissel 2 blgii,in
und Schlussel 12 sucht weiter, oder Schlussel 12 witfingespeichert, und Schlus-
sel 2 sucht einen anderen Platz. Die zweite Méglichkeit scheidet aus, denn, wirden \
Schlissel 12 in[2] speichern und dann nach Schliissel 2 suchen, so wiirde die Sucl
bereits bet[2] erfolglos abgebrochen werden miissen, obwohl Schliissel 2 in der Ha
htabelle gespeichert ist. Wir folgen also auch hier der Regel, daf3 der kleinere zweli
konkurrierender Schliissel den umkampften Platz besetzt; der groRere sucht weiter. |
nachste fur Schlussel 12 zu inspizierende Platz ist stfijjter ist frei und Schlissel
12 wird eingeflgt:

0 1 2 3 4 5 6
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Nach Einfigen der Schltssel 19 und 43 ergibt sich schlieBlich(h®) = 5,h'(19) =
5,h(43) = 1,1W(43) = 4 undh/ (53) = 4:

0 1 2 3 4 5 6

t: 19 15 2 53 43 5 12

Methode: Ordered Hashing fir offene Hashverfahren

Seis(j,k) eine Funktion vonj undk so, dal(h(k) — s(j,k)) modmfur j =0, 1,...,

m— 1 eine Sondierungsfolge, d.h. eine Permutation aller Hashadressen bildet. Es
stets noch mindestens ein Platz in der Hashtabelle frei (das ist im obigen Beispiel nic
der Fall, macht aber die algorithmische Beschreibung einfacher).

Suchemach Schlussdt Beginne mit Hashadresse: h(k). Solangek nichtint]i] ge-
speichertist[i] nicht frei undt[i].k < kist, suche weiter béi= (h(k) — s(j,k)) modm,
fur aufsteigende Werte vop Fallst[i] belegt und[i].k = k ist, so wurdek gefunden;
sonst war die Suche erfolglos.

Einfigereines Schlissé& Wir nehmen an, daknicht schon irt vorkommt. Beginne
mit Hashadresse= h(k). Solangé][i] belegt ist, vertauschéi].k mit k, fallsk < t[i].k,
und mache weiter beim nachstenkzgehdrigen. Tragek beit[i] ein.

Entfernereines Schliissels wie bisher.

procedure orderedSuchefvar ds datensatzvar t: hashtabellg;
{suchtin der Hashtabelle t gem&R Ordered Hashing nach dem Daten-
satz mit Schlissel dsund liefert ds.item oder eine Meldung Uber die

Erfolglosigkeit der Suchie
var
i, j : hashadresse
begin
j :=0; {Anzahl inspizierter Eintrage
repeat
i := (h(dsk) —s(j,k)) mod m;
j=j+1
until (t[i].k = dsk) or (markdi] = frei)
{x} or ((markdi] = beleg) and (t[i].k > dsk));
{x} if (markdi] = beleg} and (t[i].k = dsk)

thendsitem:=t[i].item {Suche erfolgreich}
elsewrite("Suche erfolglos beendgt'
end

procedure orderedEinfiigerids: datensatzvar t: hashtabellg;
{fugt Datensatz ds gem&nR Ordered Hashing in Hashtabelle}t ein
var
i : hashadresse
begin
{x}  i:=h(dsk);
while markdi] <> frei do
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begin
{x} if dsk < tfil.k
{*} then vertauschéds t[i]);
{x} i:=(i—s(1,dsk)) modm
end;
tli] :==ds
markdi] := belegt

end

Zu Beginn des Abschnitts 4.3 haben wir die entsprechende Beschreibung der M
thoden und Prozeduren fir offene Hashverfahren ohne Ordnung angegeben; die ¢
gemachten Bemerkungen gelten hier ebenfalls. In den ProzedwdenedSuchen
und orderedEinfligerhaben wir die Programmzeilen mit einefg} kenntlich ge-
macht, die neu hinzugekommen oder geandert worden sind. Uberdies haben \
beim orderedEinfligerdie Struktur der Schleife ein wenig geéndert. Bemerkenswer
ist, dafd wir beim Einfigen die neue Hashadresse nicht in der allgemeinen For
i = (h(dsk) — s(j,dsk)) mod m berechnen kénnen, weil ja fur einen Schlissel einer
anderen Sondierungsfolge (kein Synonym Kjidessen Positior in dessen Sondie-
rungsfolge unbekanntist. Soll in unserem Beispiel in der Situation

0 1 2 3 4 5 6

t: 15 2 53 12

mit Double Hashing der Schliissel 5 eingefligt werden, so wird Schllssel 12 al
Platzt[2] verdréngt, wo sich bereits ein Schliissel befindet. Sofern dieser Schllss
von Schlussel 12 verdrangt wird (etwa wenn statt 2 dort 72 stiinde), mul3 die nel
Hashadresse fir den verdrangten Schliissel berechnet werden kénnen ohne Kenr
daruber, wie oft dieser Schlussel bereits ausgewichen ist. Das geht bei den bisher \
uns betrachteten Verfahren nur in den Fallen, in denen fur jeden Schlissel in der Sc
dierungsfolge aufeinanderfolgende Platze um einen festen Betrag versetzt sind. L
heil3t, dal das Ordered Hashing nicht auf das quadratische Sondieren, das zufal
Sondieren und das pseudozufallige Sondieren anwendbar ist; es ist anwendbar fi
neares Sondieren und Double Hashing. In beiden Fallen 143t sich die Sondierungsfo
statt durch(h(k) —s(j,k)) modm fir j =0,...,m—1 auch durch = h(k) im ersten
Schritt undi =i — s(1,k) danach berechnen, wed|j,k) — s(j — 1,k) = s(1,k) fir alle
j, 1<) <m—1gil.

Uberlegen wir uns nun, wann denn das Prinzip des Ordered Hashing korrekt ist. S
po(K), p1(K), ..., pm-1(k) die Sondierungsfolge fur Schitssdelalso p;(k) = (h(k) —
s(j,k)) modm. Der Suchalgorithmus liefert stets das richtige Resultat, wenn fir jede
Schlussek auf Platzp; (k) gilt, daR alle Schlussel auf Platzer(k), i < j, kleiner sind
alsk. Dann namlich werden beim Suchen n&atie Pléatzep;(k), i < j, und schlief3lich
p;j (k) inspiziert. Man beachte, daf? diese Forderung naturlich nichts tiber die Schliiss
auf Platzempy, i’ > j, impliziert. Anfangs, also bei leerer Hashtabelle, ist die Forderung
fur alle gespeicherten Schlussel trivialerweise erfullt. Wir iberlegen uns nun, daf3 die
Forderung nach dem Einflgen eines Schlissels erflillt bleibt, wenn sie davor erfillt w:
Das ist aber offensichtlich, denn wenn beim Einfligen an einer Stetia Schlissel
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eingetragen wird, dann war entwedgp| frei, oder int[p] war ein gréRerer Schlissel
gespeichert. Ein Schlisselwert auf einem Platk), wobeik auf Platzp;(k), j > i,
gespeichert ist, kann also nur verringert werden.

Jetzt ist auch klar, daRR atntferntmarkierte Platze nicht einfach wieder belegt wer-
den kdnnen. Ein solcher Platz kann aber nattrlich mit einem kleineren Schliissel wiec
belegt werden. In der ProzedomderedEinfiigetkénnte man also die Zeilen

{x} if dsk<t[i].k
{x} then vertausché&ds t(i]);

ersetzen durch

{x} ifdsk<til.k

{x} then

{x} if markéi] = entfernt
{x} then exit while-loop
{x} elsevertausché&dstli]);

und damit manche der agmtferntmarkierten Platze wiederverwenden.

Amble und Knut haben gezeigt, dal eine Menge von Schliisseln unabhanc
von der Reihenfolg es Einfigens mit Ordered Hashing immer gleich auf die PI&
ze einer Hashtabelle verteilt wird; also ergibt sich stets dieselbe Situation, als ha
man die Schlussel sortiert eingefligt. Um dies einzusehen, nehmen wir an, dal} es z
verschiedene Situationen (Belegungen der Hashtabelle) fiir dieselbe Schliisselme
gibt; mindestens ein Schlissel befindet sich demnach in beiden Situationen nicht «
gleichen Platz. Betrachten wir jetzt den kleinsten Schllksder sich in beiden Si-
tuationen nicht am selben Platz befindet. Einmal landet er am Bl das andere
Mal am Platzp;j(k),i # j. Sei nuni < j (sonst vertauschiemit j). Befindet sictk am
Platz p;(k), so befindet sich ein kleinerer Schlliskek k am Platzp;(k); in der an-
deren Situation befindet sidti jedoch nicht am Platp;(k), denn dort befindet sich ja
k. Also befindet sickk’ in beiden Situationen an verschiedenen Platzen klrdk; ein
Widerspruch zur Annahme. Damit ist klar, dal® es nur eine Anordnung einer Menge v
Schlusseln mit Ordered Hashing in einer Hashtabelle gibt.

Analyse: Die Effizienz der erfolgreichen Suche andert sich durch Anwendung de
Prinzips des Ordered Hashing im Durchschnitt nicht (gegentber dem zugrundeliegs
den Verfahren), wohl aber die der erfolglosen Suche. Bei Ordered Hashing ist eine «
folglose Suche genauso teuer wie die erfolgreiche Suche wére, wenn sich der gesu
Schliissel auBer den tatsachlich eingetragenen Schlisseln in der Hashtabelle befan

ordered@ = Cy1 ~ Cy
orderedG = C,
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Die Anzahl der beim Einfligen inspizierten Eintrage ist nur geringfiigig héher al
beim zugrundeliegenden Verfahren. Mit Ordered Hashing ist es also gelungen, die K
sten fur die erfolglose Suche auf die Kosten fir die erfolgreiche Suche zu reduziere
um den Preis etwas erhdhter Einfligekosten.

4.3.6 Robin-Hood-Hashing

Wir haben gesehen, wie man die Effizienz von Double Hashing fur die erfolgreiche Si
che durch Brents Algorithmus oder durch Bindrbaum-Sondieren und fir die erfolglos
Suche durch Ordered Hashing verbessern kann. Dies gelang durch geeignetes Umt
nen von Schlusseln anlaRlich einer Einfligeoperation. Bei Brents Variation des Douk
Hashing dient das Umordnen von Schliisseln dazu, die durchschnittliche Effizienz d
erfolgreichen Suche zu verbessern, also den Erwartungswert der Lange von Sonc
rungsfolgen zu verringern; Bindrbaum-Sondieren ist eine natirliche Verallgemeinerur
mit demselben ZieIRobin-Hood-Hashinﬂ !) ordnet ebenfalls Schlissel beim
Einflgen um, aber mit dem Ziel der VerriMger der LangddtggstenSondierungs-
folge.

Methode: Robin-Hood-Hashing

Einflgeneines Schliissels Beginne mit Hashadresse- h(k). Solangéli] belegt ist,
vergleiche die relative Positiopder Adresse in der Sondierungsfolge vaamit der
relativen Positiorj’ der Adressé in der Sondierungsfolge vdd =t[i].k: Ist j’ > j, so
fahre fort miti = (i — h'(k)) modm, sonst tragé beit|i] ein und fahre fort mik = k
undi = (i—h'(K')) modm. Jetzt ist[i] frei; tragek beit[i] ein.

Robin-Hood-Hashing &ndert also nichts an der durchschnittlichen Lange von So
dierungsfolgen, sondern gleicht nur die L&dngen der verschiedenen Sondierungsfolc
einander an — wie Robin Hood den Bestand an Gutern nicht gedndert hat, sonde
nur deren Verteilung. Erstaunlicherweise sinkt mit Robin-Hood-Hashing die Varian
der Lange von Sondierungsfolgen von einem Wert von fasti2 Double Hashing auf
einen Wert von weniger als 2, also eine sehr kleine Konstante. Die Varianz bleibt sog
konstant, wenn die Hashtabelle voll ist. Der Erwartungswert fiir die Lange der langste
Sondierungsfolge ist baeigespeicherten Schliisseln héchstenglag, n] hdher als der
Erwartungswert aller Laéngen. Fur eine volle Hashtabelle ergibt sich als Erwartungswe
fur die Lange der langsten Sondierungsfo@@nm). Diesen Wert kann man nur um

einen konstanten Faktor verbessern, wenn man die Schliissel in der Hash lle so
terbringt, dal3 die Lange der langsten Sondierungsfolge minimiert , 161
um dies tun zu kdnnen, mufd man aber das entsprechende Zuord em[92]

sen, das selb€(n?logn) Zeit% kosten kann.

Kennt man zu einer Hasht le die Langter langsten auftretenden Sondierungs-
folge, so kann man dies fiir eine Beschleunigung der erfolglosen Suche ausnutz
[ﬂ: Jede Suche, auch eine erfolglose, wird nach dem Betrachtehktashtabel-

I ntrdgen abgebrochen. Diese Lahdeann man bei Robin-Hood-Hashing (ohne
Entferne-Operationen) ohne Zusatzaufwand mitfiihren, weil man beim Einfligen ein
(verdrangten) Schlissels dessen relative Position in seiner Sondierungsfolge ohne
kennen muR. Trifft man beim Einfligen eines Schliskedsif einen mitk’ belegten
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Platz, so berechnet man die aktuelle Position Koin seiner Sondierungsfolge durch
eine Suche nack; die entsprechende Information fkikennt man bereits. Bei dieser
Realisierung ist das Einfiigen eines Schliissels bei Robin-Hood-Hashing ineffizien
als etwa bei Double Hashing, weil ja die durchschnittliche L&nge von Sondierungsfc
gen nicht verkirzt worden ist und beim Einfligen fiir jeden betrachteten, belegten Ple
eine erfolgreiche Suche durchgefiihrt werden mul3. Mit einem schlauen Algorithmt
fur die Suche gmart searchini laRt sich sowohl die Effizienz der Suche als auch
die des Einfligens deutlich v ssern. Dabei benutzen wir die Kenntnis des auf ¢
nachstgelegene ganze Zahl gerundeten Erwartungss\éetd ange von Sondierungs-
folgen und beginnen bei der Suche nach einem Schllissieht an Position 1 seiner
Sondierungsfolge, sondern an Posit®mie zus gehdrende Adresse fur Schliskel
kann leicht berechnet werden; sie ist bei Double Hashitg— (s— 1)h'(k). Finden

wir Schlissek nicht an dem zg gehtrenden Platz, so sondieren wir der Reihe nach die
Platze zis+ 1,s— 1,5+ 2,5— 2,... nach unten bis 1 und nach oben higlls sdurch
Abrunden entstand, und sorsst 1,5+ 1,s— 2,5+ 2,... Wennk dabei nicht gefunden
wird, endet die Suche erfolglos. Die Effizienz der erfolglosen Suche verbessert sich |
diesem Verfahren natirlich nicht, aber der Erwartungswert fiir die erfolgreiche Sucl
ist eine Konstante. Selbst bei einer vollen Hashtabelle werden stets weniger als 2.8 E
trage inspiziert. Die hochste Effizienz bei der Suche erzielt man, wenn man Hashtab
leneintrage in genau derjenigen Reihenfolge betrachtet, die sich durch die Anordnu
aller in der Sondierungsfolge zum gesuchten Schliissel vorkommenden Platze nach
steigenden Erfolgswahrscheinlichkeiten ergibt. In diesem Fall inspiziert man bei ein
Suche stets weniger als 2.6 Eintrage. Damit ist nicht nur die Effizienz der Suche, sc
dern auch die Effizienz des Einfiigens fast dieselbe wie bei Double Hashing (bis a
einen kleinen konstanten Faktor). AuBerdem kann man mit Robin-Hood-Hashing au
eine Folge von Entferne- und Einfligeoperationen durchfiihren, ohne daf3 die Such:
degeneriert. Experimente hierzu und zum Vergleich von Robin-Hood-Hashing mit al
deren offenen Hashverfahren sin<.26] ausfuhrlich beschrieben.

4.3.7 Coalesced Hashing

Vergleichen wir rickblickend die Effizienz aller bisher betrachteten Verfahren, so zei
sich, daR sowohl die erfolglose als auch die erfolgreiche Suche bei Verkettung der Ub
laufer am schnellsten ist. Das ist auch intuitiv plausibel, denn bei offenen Hashverfahr
war es ja stets moglich, daf} wir beim Inspizieren der Platze gemaf der Sondierun
folge fiir einen Schliissé&andere Schliiss&l angetroffen haben, die keine Synonyme

vonk waren. Andererseits haben die Verfahren der Verkettung der Uberlaufer (vgl. At
schnitt 4.2) den Nachteil, daf3 selbst dann neuer Speicherplatz aul3erhalb der Hashtat
dynamisch bereitgestellt und belegt werden mu3, wenn in der Hashtabelle noch Pla
frei sind. Das Verfahren deg3oalesced Hashin@englisch: to coalesce = verschmelzen)

verbindet das Prinzip des offenen Hashing mit dem der Verkettung der Uberlaufer. Al
Uberlaufer befinden sich in einer Uberlaufkette, die in der Hashtabelle abgespeich
ist. Jeder Eintrag der Hashtabelle besteht aus dem Schliissel samt dem zugehériger
tensatz und einem Zeiger (realisiert als Hashadresse) auf den néchsten Eintrag in
Uberlaufkette. Ein einzufiigender Schliissel wird ans Ende der Uberlaufkette angehér
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Betrachten wir das Beispiel, das uns bisher begleitet hat. Die Hashtabellengré3e se
die Hashfunktion sek mod 7 fur Schlissek, und die Schlissel 12, 53, 5, 15, 19, 43
seien in dieser Reihenfolge in die anfangs leere Hashtabelle einzufiigen. Nach Einfiig
von 12, 53 erhalten wir folgende Situation:

0 1 2 3 4 5 6

t: 53 12 Schlussel

| | | | | [ [ | Verweise

Beim Einfligen von Schlussel 5 stellen wir fest, déB) = 5 bereits mit Schlussel 12
belegt ist; es gibt aber noch keine Uberlaufer, Schliissel 12 ist das Ende der Uberla
kette. Statt nun dynamisch einen neuen Speicherplatz zu allokieren (wie beim Verkett
der Uberlaufer auRerhalb der Hashtabelle), miissen wir uns hier fiir einen freien Pl
in der Hashtabelle entscheiden, den wir mit Schliissel 5 belegen wollen. Wir legen u
darauf fest, den von rechts her ersten freien Platz in der Hashtabelle zu nehmen (a
denjenigen mit hdchster Hashadresse). Schlissel 5 wird alsf6beingetragen und
mit t[5] verkettet:

t 53 | 12| 5
6
L3

Nach Einfligen von 15 und 19 ergibt sich

0 1 2 3 4 5 6

. 15 19| 53| 12| 5
6 3
I ——]

und nach Einfligen von 43 schliel3lich

0 1 2 3 4 5 6
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Methode: Coalesced Hashing
Jeder Eintrag der Hashtabelle besteht aus dem Datensatz mit Schliissel und einem
weis (Hashadresse) auf den Nachfolger in der Uberlaufkette.

Suchemach dem Schliisski Beginne bet[h(k)] und folge den Verweisen der Uber-
laufkette, bis entweddrgefunden wurde (erfolgreiche Suche) oder das Ende der Ubet
laufkette erreicht ist (erfolglose Suche).

Einflgeneines Schlissels Suche naclk; die Suche verlauft erfolglos (sonst wird
k nicht eingefugt) und endet am Ende einer Uberlaufkette odetit@)]. Im letzte-
ren Fall tragek in t[h(k)] ein; sonst wéhle das freie Hashtabellenelement mit gréRte
Hashadresse, hange es an die Uberlaufkette an undktciyeein.

Entferneneines Schliisselk. Suche naclk; die Suche verlauft erfolgreich (sonst
kannk nicht entfernt werden). Stektin t[h(k)], so I6schek dort; verweist [h(k)] auf
ein Element der Uberlaufkette, so Uibertrage diesestiladt)]. Loschek an seiner alten
Position und adjustiere den Verweis auf das nachste Element in der Uberlaufkette, fa
kin der Uberlaufkette auftritt.

Bis auf das Auswaéhlen eines freien Eintrags in der Hashtabelle gleicht also die
Methode voéllig dem Hashing mit separater Verkettung der Uberléaufer. Es gibt ab
einen wichtigen Unterschied bei den entstehenden Situationen. Fligen wir gemalf obi
Regel in der nach Einfiigen von 12, 53, 5, 15, 19 entstandenen Situation

0 1 2 3 4 5 6

£ 15 19| 53| 12| 5
6 3
1 [—

statt des Schliissel 43 (wie im obigen Beispiel) jetzt den Schliissel 6 ein, so stell
wir fest, dafd[h(6)] =t[6] bereits belegt ist, und hdngen Schlussel 6 an das Ende de
Uberlaufkette at[6] an:

t 15 6 19 53 12 5
2 6 3
 S— I

Die Uberlaufkette abj5] enthalt somit auch den Schiiissel 6, obwohl 6 kein Synonyr
von 5 ist; entsprechend enthélt die Uberlaufketté[6pauch die Schlussel 5 und 19,
obwohl beide keine Synonyme von Schliissel 6 sind. Die beiden Uberlaufketten vc
Schliisseln 5 und 6 sind verschmolzen. Die Korrektheit der angegebenen Methode w
hiervon nicht beeintréachtigt, wohl aber die Effizienz. Da Uberlaufketten etwas lange
werden als beim separaten Verketten, dauert die Suche etwas langer; im Durchsch
ist das aber sehr wenig, wie eine Analyse zeigt:

C, =~ 1+%(e2“—1—20()



4.3 Offene Hashverfahren 203
1 1
~ 1+—(29-1-20)+-a
Cn + o ( )+ 2

Tabelle 4.5 vermittelt durch einige in diese Formeln eingesetzte Werte \enen
Eindruck von der Effizienz des Coalesced Hashing.

Anzahl
betrachteter Coalesced Hashing

Eintrage erfolgreich | erfolglos
o =0.50 1.30 1.18
0.90 1.68 1.81
0.95 1.74 1.95
1.00 1.80 2.10
Tabelle 4.5

Diese beachtliche Effizienz der Suche beim Coalesced Hashing wird erzielt um di
Preis eines etwas hoheren Speicherplatzbedarfs fur die Verweise und eines etwas
heren Zeitbedarfs fur das Einfigen, da ja nach einem freien Platz in der Hashtabe
gesucht werden muf3. Verzichtet man auf das Wiederbelegen der Plaietfalst
markierter Eintrage, so kann man einen einzigen Verweis (Hashadresse), ausgeh
von Hashadressa— 1, schrittweise durch die Hashtabelle bewegen (lineares Sucher
vgl. Kapitel 3) und an einem gefundenen freien Platz bis zur nachsten Einfligeoperati
ruhen lassen; alle Platze mit hdherer Hashadresse sind ja schon belegt. Dann durchl
dieser Verweis hdchstens soviele Platze, wie Schlissel in die Hashtabelle eingefi
worden sind. Im Durchschnitt benotigt eine Einflige-Operation also gerade einen Ve
such, um einen leeren Platz in der Tabelle zu finden. Man kann zeigen, dal fir ei
zufallige Einflgung etwar - € Platze auf der Suche nach einem freien Platz inspiziert
werden mUsseﬁ].

Das Coalesc ashing in der beschriebenen Form geht zuriick auf WiIFs [19:
Inzwischen sind viele Varianten des Verfahrens untersucht worden. Eine Wesentlic
sperrt einen Teil der Hashtabelle, d&eller, fur die normale Benutzung und weist
diesem Teil nur Uberlaufer zu. Sobald der Keller voll ist, wird auch der Platz im Res
der Hashtabelle verwendet.

In unserem Beispiel einer Hashtabelle der GroRe 7 wahlen[@ibis t[4] als frei
verfugbaren Teil der Hashtabellg5] bis t[6] ist der Keller. Die Hashfunktion &ndert
sich damit zth(k) = k mod 5, die Algorithmen flr das Suchen, Einfiigen und Entfernen
bleiben unverandert. Fligen wir nun die Schlissel 12, 53, 5, 15, 19, 6 in die Hashtabe
ein, so entsteht folgende Situation:
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0 1 2 3 4 5 6
5

t- 6 12 53 19 15
6
T )
freier Teil dé’r Hashtabelle Kéﬁer

Man erwartet, dafd sich durch die Verwendung des Kellers die Verschmelzung v
Uberlaufketten reduziert; solange Uberlaufer im Keller abgelegt werden, gibt es keir
Verschmelzung. Im Beispiel ist dies der Fall. Die Verschmelzung von Uberlaufketten i
also umso geringer, je grol3er der Keller ist. Andererseits reduziert sich, wenn ein Sp
cherplatz fester GréRe insgesamt zur Verfligung steht, bei groBem Keller der freie T
der Hashtabelle; dadurch werden Kollisionen wahrscheinlicher, und damit gibt es me
Uberlaufer. Im Extremfall ist nur{0] frei, undt[1] bist[m— 1] bilden den Keller; dann
sind alle Schliissel in einer einzigen Uberlaufkette gespeichert. Die Anzahl der Ube
laufer sinkt also mit kleinerem Keller. Nennen wiy, die Anzahl der frei verfligbaren
Platze der Hashtabelle ung die Anzahl der Platze im Kelldm, + my = m), dann ist
das Verhaltnism,/m fur die Effizienz der Suche entscheidend. In einer vollen Hashta
belle ist der Erwartungswert fur die erfolgreiche Sucherhigim= 0.853... minimal,
fur die erfolglose Suche bei,/m=0.782... [! der Wertm,/m= 0.86 scheint ein
guter Kompromif? fur beide Falle und einen'g193en Bereich von Belegungsfaktoren |
sein.

4.4 Dynamische Hashverfahren

Wenngleich alle der von uns bisher vorgestellten Hashverfahren die Operationen E
fuigen und Entfernen unterstitzen, so ist die tatsachlich realisierte Dynamik der Ve
fahren nur begrenzt. Bei offenen Hashverfahren ist das Einfiigen von Schliisseln il
den vorgesehenen Speicherplatz hinaus unmdéglich; bei Hashverfahren mit Verkettt
der Uberlaufer ist es prinzipiell zwar moglich, beeintrachtigt aber die Effizienz de
Verfahren erheblich. Im Extremfall degeneriert nach unvorhergesehen vielen Einfig
operationen ein Hashverfahren mit Verkettung der Uberlaufer zur Verwaltung relat
weniger, sehr langer verketteter linearer Listen. Im anderen Extremfall wird eine se
grof3e Hashtabelle fiir nur wenige Eintrage freigehalten. Wir wollen in diesem Abschni
vier Hashverfahren fir stark wachsende oder schrumpfende Datenbestande vorstel
Solchedynamischen Hashverfahréwgl. Ubersichtsartiki!/], 2]) sind insheson-
dere fur Daten von Bedeutung, die auf Externspeich elwaltet werden, wie ety
die Datenséatze einer Datenbank (man kann sie aber auch als Hauptspeicherstrukt
einsetzen ]). Die kleinste Einheit des Zugriffs auf den Externspeicher iBiaden-
block ein e- bzw. Schreiboperation auf den Externspeicher tGbertragt einen Blo
vom Externspeicher in den Hauptspeicher des Rechners bzw. vom Hauptspeicher
den Externspeicher. Bei den meisten Rechnern haben Blocke eine feste Grof3e, ty
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scherweise 512 Byte oder ein Vielfaches davon. Damit kénnen in der Regel mehre
Datensétze in einem Block gespeichert werden bS8lockkapazitat) die Anzahl der
Datensétze, die neben einigen Verwaltungsinformationen in einem Block gespeich
werden. Dann kénnen wir einen Block wie folgt beschreiben:

const
b = 30; {Beispiel fur Blockkapazitat
type
block= record
verwaltung: {z.B. Anzahl belegter Eintrage, ef¢.
eintrag: array[1.. b] of datensatz
end

Anstelle einer Hashtabelle verwenden wir dann eine Datei, bestehend aus Blocker

type
hashdatei= file of block

Wir setzen voraus, dal’ ein Block in der Datei durch seine relative Adresse, beginne
bei Adresse 0, direkt angesprochen werden kann. Eine Daten®ldcken mit Adres-
sen 0 bian— 1 wéachst durch Anh&ngen des Blocks mit Adresaend schrumpft durch
Abhéangen des Blocks mit Adresse- 1. Eine Hashfunktion ordnet einem Schliigsel
die relative Adressh(k) mit 0 < h(k) < m— 1 des Blocks zu, in dem der Datensatz mit
Schliissek zu speichern ist. Adref3kollisionen sind also hier kein Problem, solange €
nicht mehr al$ Synonyme gibt, denn diese kdnnen ja gemeinsam in einem Datenbloc
gespeichert werden. Wir wollen uns nicht darum kiimmern, wie Schlirssethalb
eines Datenblocks eingefiigt, entfernt und wiedergefunden werden kénnen, weil di
wegen der kleinen GréRe vdnnur geringen Rechenaufwand bedeutet. Um ein Viel-
faches teurer sind dagegen Blockzugriffe, also das Lesen oder Schreiben eines gar
Blocks. Als MaR fur die Effizienz von externen, dynamischen Hashverfahren verwend
man daher Ublicherweise die Anzahl erforderlicher Blockzugriffe.

Die besondere Problematik dynamischer Hashverfahren liegt nun darin, dal m
nicht einfach ein und dieselbe Hashfunktion bei sich &ndernaerarwenden kann,
weil man sonst gespeicherte Schlussel nicht unbedingt wiederfindet, und daR man e
globale Reorganisation, also das Umspeichern samtlicher Datensatze gemaf einem
anderterm, aus Effizienzgrinden vermeiden mdchte. Man kann beide Probleme I6se
indem man nur Teilbereiche des gesamten Speichers — meist einzelne Datenbldcke
reorganisiertund sich merkt, fir welche Teilbereiche eine Reorganisation erfolgt ist ur
welche neue Hashfunktion dabei verwendet wurde. Bei den Vereinbarungen

var
hd: hashdatei
m {aktuelle Anzahl der Blocke in hd
n {aktuelle Anzahl in hd gespeicherter Datensitziateger

kann fur viele dynamische Hashverfahren ein Rahmen fiir das Einfiigen eines Date
satzegsin eine Hashdateéid mit m Bl6cken undn aktuell gespeicherten Datensatzen
wie folgt beschrieben werden:
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while hd mit m Blocken und n Datenséatzen ist flr ds zu kdein
begin {erweitere hd um einen Blogk
flge neuen, leeren Block mit Adresse m an hd an
wahle Blockadresse i im Bereich 0 bisni;
adaptiere Hashfunktion;h
verteile Datensatze aus Block i gemaR h auf Blocke i und m
m:=m+1
end;
trage ds in Block mit Adressédisk) in hd ein

Die Suche nach einem Datensatz mit Schlukdedsteht dann einfach im Prifen des
Inhalts des Blocks mit Adresdgk). Beim Entfernen von Eintrdgen wird — analog
zum Einfiigen — Uberprift, ob die Hashdatei zu groR ist; sie wird gegebenenfalls u
einen Block verkleinert. Innerhalb des gegebenen Rahmens unterscheiden sich dy
mische Hashverfahren im Kriterium fiir das Erweitern oder Schrumpfen der Hashdat
um einen Block und in der Wahl der adaptierten Hashfunktion und ihrer Speicherur
und damit der Wahl des Blocks der zu verteilenden Datensétze.

Im nachsten Abschnitt werden wir ein dynamisches Hashverfahretipgase Ha-
shing mit einer sehr einfachen Hashfunktion vorstellen; genauer an die zu speichernc
Daten angepaldte Verfahren, bei denen das Speichern der Hashfunktion selbst zu ei
Datenverwaltungsproblem wird, prasentieren wir dann in den folgenden Abschnitten

4.4.1 Lineares Hashing

Bei linearem Hashin!l!Z] besteht die Hashfunktiaru jedem Zeitpunkt aus
héchstens zwei einfa hfunktiomgrund h,, die jeweils die gesamte Hashda-
tei adressieren. Fur eine anfangliche DateigroRemgiBlocken der Hashdatei und
eine aktuelle GroRe vom Blécken, wobeimg- 2! < m < my- 21 fiir eine natrli-
che Zahll gilt, adressierh; den AdreRbereich 0 mg-2' — 1 undh, den AdreRbe-
reich 0.. mg- 2'+1 — 1. Dabei ist je nach Schliissklentwederhy(k) = hy(k) oder
ha(k) = hy(K) + mo - 2. Der Dateilevel | gibt dabei die Anzahl der kompletten Da-
teiverdoppelungen an. Weil al$n(k) die Datenséatze des Blocks(k) verteilt, ergibt
sich nach Einfligen eines leeren Blocks mit Adressdie Adresséd des Blocks, der
die zu verteilenden Datensatze enthaltj alsn— mg- 2'. Damit durchlauft der Reihe
nach die Adressen 0 bisg- 2' — 1; anfangs ist = 0 undl = 0. Hashfunktiorhy ist
dann flr diejenigen Schliissklanzuwenden, fur die< hy(k) < mg- 2' —1 gilt. Fur
alle anderen Schlusskldas sind diejenigen mit€ h; (k) < i, isth, anzuwenden. Der
gesamte dynamische Hashdateizustand ist also durch den Datkilexktlie Adresse

i der ndchsten Seite mit zu verteilenden Datensatzen (der nachsplittemnderSeite)
charakterisiert, wenh; und h, festliegen. Eine geeignete Wahl ftit und h, ergibt
sich beispielsweise durch Anwendung der Divisions-Rest-Methoddy kit = k mod
(mg-2') undhy(K) = k mod (mp - 2'+1).
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Weil die nachste zu splittende Seite unabhangig von einem einzufliigenden Datens
festliegt, kann bei linearem Hashing keine Ricksicht darauf genommen werden, «
ein Datensatz noch in dem ihm zugeordneten Datenblock Platz findet. Man entschei
sich hier dafiir, gemanR der aktuellen Hashfunktidrei mehr ald Synonymen Ketten
von Blécken fir diese Synonyme zu bilden, ganz &hnlich wie bei Hashverfahren m
Verkettung der Uberlaufer. Uberlaufblocke werden dabei in einem eigenen Speichert
reich untergebracht. Wir werden der Einfachheit halber einen durch die Hashfunktic
adressierten BlockRrimarblock und evtl. ihm zugeordnete Uberlaufblock®ekun-
darblocke nicht unterscheiden und logisch wie einen Block behandeln. Es sollte abe
klar sein, daR die Verwendung von Uberlaufblécken zusétzliche Externspeicherzugrif
und damit EffizienzeinbuBen nach sich zieht.

Das Kriterium fur das Erweitern der Hashdatei um einen Block ist bei linearem Ha
shing ublicherweise der Belegungsfaktgi(b- m) der Hashdatei. Wirde er als Fol-
ge einer Einflgeoperation einen festgesetzten Schwellenwert Uberschreiten, so w
die Hashdatei erweitert; wirde er als Folge einer Entferne-Operation einen (andere
Schwellenwert unterschreiten, so wird die Hashdatei um einen Block verkleinert. De
Verkleinern erfolgt hier véllig symmetrisch zum Erweitern der Datei. Die Eintrage im
Block mit Adressem und im Block mit Adressen— my - 2! werden zusammengefaft
und im Block mit Adressen— my - 2' abgelegtj undl werden wiederum entsprechend
angepalit.

Aber auch andere Hashfunktionen als nach der Divisions-Rest-Methode sind vorste
bar. Fir manche Operationen ist es wiinschenswert, in einem Datenblock mdglict
Datensatze mit nahe beieinander liegenden Schliisseln zu speichern — etwa beim |
den des einem Suchschlissel nachstgelegenen Schlissels (best match query, ne
neighbour query) oder beim Finden aller Schlissel in einem gewissen Bereich (ran
query). Die Divisions-Rest-Methode leistet diewelnungserhaltend@bbildung von
Schliisseln auf Adressen offenbar nicht. So erhalt man beispielsweise eine ordnun
erhaltende Abbildung ganzzahliger Schlissel, indem man diese durch Bitstrings fes
Lénge darstellt, und die von links her ersten (also in der Zahl hochstwertigés)ei-
nes jeden Schlissels in umgekehrter Reihenfolge, also von rechts nach links, als Dt
zahl liest und als Hashadresse im Bereich von 0 bisn@ieht ]. Um Haufungen
von Schlusseln zu vermeiden, betrachtet man manchmal a Bitstrings, die sich ¢
Schlisseln durch Anwenden einer Hashfunktion und entsprechende Interpretation
Hashfunktionswertes ergeben, sogenamseudoschlisselVir wollen dies hier nicht
mehr explizit berticksichtigen, weil dieser Unterschied keinen Effekt auf die vorgestel
ten Verfahren hat, und stattdessen stets Schliissel direkt als Bitstrings ansehen.

Beispiel: Betrachten wir die mit linearem Hashing und der beschriebenen ordnung
erhaltenden Hashfunktion organisierte Hashdatei, die sich durch Einfligen der Schlus
12, 53, 5, 15, 2, 19, 43 in dieser Reihenfolge in die Hashdatei ergibt, die anfangs a
einem leeren Datenblock bestdhty = 1). In jedem Datenblock kdnnen bis zu zwei

Datensatze gespeichert werden; wir zeigen im folgenden nur deren Schltssel. Wi
len wir 0.9 als Schwellenwert des Belegungsfaktors zum Erweitern der Datei und d
feste Darstellungslange von 6 Bits fiir jeden Schlissel, so ergibt sich bei der in Al
bildung 4.3 gezeigten Ausgangssituation vor dem Einfiigen des zweiten Schlissels
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|

0 Adresse dezimal| dual
hd: } Block 12 001100
53 110101
) 5 000101
=0 relevante Bits 15 001111
2 000010
19 010011
43 101011

Abbildung 4.3

Split des Blocks 0 in Blécke 0 und 1, und nach dem Eintragen dieses Schlissels die
Abbildung 4.4 gezeigte Situation.

0 1
hd 001100 110101
=1 0 1
Abbildung 4.4

Schlussel 5 kann auf dem freien Platz in Block O gespeichert werden; der Schwe
lenwert fur den Belegungsfaktor wird nicht Uberschritten. Dies geschieht erst bei d
Einfigung von Schlissel 15. Hierbei wird ein neuer Block, namlich mit Adresse 2, a
die Hashdatei angehéngt. Die in Block O gespeicherten Schlissel werden geman
rem zweiten Bit auf Blécke 0 und 2 verteilt: Schliissel mit filhrenden Bits 00 bleibel
im Block 0, Schliissel mit fihrenden Bits 01 (solche treten bisher nicht auf) werde
in Block 2 gespeichert (01 riickwarts gelesen ergibt 10, also die duale Darstellung ¢
Hashadresse 2). Dann wird der einzufligende Schliissel 15 gemaf seiner beiden flih
den Bits in Block 0 eingetragen. Hierbei muR fiir Block 0 ein Uberlaufblock angeleg
werden. Die Adresse des Uberlaufblocks entstammt einem anderen AdreRbereich
sei hier nicht von Bedeutung. Damit ergibt sich die in Abbildung 4.5 dargestellte Situe
tion.
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|

0 1 2
hd: 001100 110101
) 000101
=1 00 1 01
001111
Abbildung 4.5

Schlissel 2 kann ohne weitere Reorganisation der Datei in Block 0 (genauer: dess
Uberlaufblock) eingefiigt werden. Erst Schliissel 19 fiihrt wieder zu einem Uberschre
ten des Schwellenwerts des Belegungsfaktors und damit zum Anhangen eines nel
Datenblocks an die Hashdatei. Damit ist eine weitere Dateiverdoppelung beendet, u
wir erhalten die in Abbildung 4.6 gezeigte Situation.

[

0 1 2 3
001100 010011 110101
000101

=2 00 10 01 11

Y
001111
000010

Abbildung 4.6

Schlie3lich kann Schlissel 43 in Datenblock 1 eingetragen werden und die Folge ©
Einfigungen ist beendet.

Beziehen wir die Anzahl bereits erfolgter Dateiverdoppelungen in die Hashfunk-
tion ein, so adressiert bei aktueller Dateigr@®end Anfangsgréf3ey mit ndchstem
zu splittendem Datenblodkoffenbar die Hashfunktioh, die Datenblécke mit Adres-
seni bismg-2' — 1, undhy,; adressiert Blécke 0 bis— 1 undmg - 2' bis m, wie in
Abbildung 4.7 gezeigt.

Da bei linearem Hashing nach dem Erweitern der Datei um einen Block das Kriter
um fiir das Erweitern der Datei sicher nicht mehr erfillt ist, realisiert schon die folgend
Spezialisierung des allgemeinen Prinzips dynamischer Hashverfahren die Einfligeoj
ration:
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0 i—1 i me-2 —1 mp-2 m
hd:
N AL N J
Y Y Y
h|+1 hy h|+1
Abbildung 4.7

procedure Einfigen(ds datensatzvar hd: hashdatei
var m,n,i,l : integer, schwellereal);
{fugt Datensatz ds in Hashdatei hd mit Dateilevel [}ein
begin
if (n+1)/(b-m) > schwelle
then {erweitere hd um einen Blogk
begin
reserviere Block mit Adresse m fiir;hd
verteile Datenséatze aus Block i gemR.rauf Blocke i und m
m:=m+1;
ifi<mp-2'—1
theni:=i+1
else{Dateiverdoppelung ist erfolgt
begin
i:=0;
=141
end
end;
n:=n+1;
{bestimme den ds.k zugeordneten Bjock
if (i <hj(dsk))and (h(dsk) <mp-2' —1)
then trage ds im Block f{{dsk) ein
elsetrage ds im Block f1.1(dsk) ein
end

Wir sparen uns die genaue algorithmische Beschreibung der Operationen Suchen
Entfernen, weil das Suchen nach einem Datensatz mit SchKikeshylich das Bestim-
men dexk zugeordneten Blocks (wie am Ende der Einfligeprozedur) und das Inspizi
ren dieses Blocks ist, und weil das Entfernen mit einem eventuellen Verschmelzen v
Blocken vollig symmetrisch zum Einfligen operiert. Das bedeutet auch, daf3 die Er
ferneoperation ebenso wie die Einfligeoperation beim Reorganisieren von Teilen c
Hashdatei keinerlei Rucksicht auf die aktuelle Verteilung der Datensétze nimmt.
wurde etwa in unserem Beispiel ein neuer Block (derjenige mit Adresse 2) angele
ohne dal er Datensétze des Ubergelaufenen Blocks 0 aufnahm. Bei Schlisseln, die |
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dem UniversunK aller méglichen Schlissel einigermaRen gleichverteilt sind, ist dies
nicht unbedingt ein gravierender Nachteil. Man kann zeigen, daf? bei Gleichverteilur
der Datensétze die erwartete Speicherplatzausnutzung in einem dynamischen Hash
fahren, das mit rekursiver Halbierung (Verteilung von Datenséatzen aus einem Block a
zwei Blocke mit gleich groRem Hashadrel3bereich) arbeitet, ohne Bertiicksichtigung v
Uberlaufern bei In2, also etwa 69 %, i *24}. Strebt man jedoch einen kol
stant hohen Belegungsfaktor an, so e h schen zwei aufeinander folgend
Dateiverdoppelungen (man sagt auch: wahrend é&rpeansiof eine gewisse Diskon-
tinuitat bei der erwarteten Lange von Uberlaufketten. Zu Beginn der Expansion werde
alle Uberlaufketten etwa gleich lang sein, aber gegen Ende der Expansion werden
Uberlaufketten bereits gesplitteter Blocke wesentlich kiirzer sein als diejenigen no
nicht gesplitteter Blécke. Dieser splirbare Effekt a3t sich mit Hitietieller Expan-
sionenabschwéche 1]. Dazu verteilt man etwa in einer ersten partiellen Expansic
den Inhalt von jewellS"Zwei Datenbldcken auf drei Datenbldcke, von denen einer di
Datei vergrof3ert, und in einer zweiten partiellen Expansion entsprechend von drei D
tenbldcken auf vier Datenbl6cke.

Trotzdem wird haufig die Speicherplatzausnutzung der Uberlaufblécke deutlich hir
ter derjenigen der Primérblocke zurtickbleiben, insbesondere dann, wenn die Kapa
tat der Uberlaufblocke groR ist. Man kann nun versuchen, mehreren Primarblock
gemeinsam wenige Uberlaufblocke zuzuordnare¢flow bucket sharingDann mufR
man sich fragen, wie diese verwaltet werden sollen. Da eine statische Struktur fiir Ube
laufdatensatze der Dynamik des linearen Hashing entgegensteht, kann man das Prok
der Verwaltung von Uberlaufdatensétzen als das urspriingliche Problem ansehen,
schrankt auf eine kleinere Anzahl von Datensatzen. Es ist demnach natiirlich, die
rekursiv mittels linearem Hashing zu verwalt!:S?]. So erhélt man mehrere Rekurs
onsebenen von linearem Hashing, bis schlie keine Uberlaufer mehr auftreten. [
resultierende bessere Speicherplatzausnutzung erkauft man sich dabei durch Oper:
nen, die sich Uber die rekursiven Ebenen der Daten fortsetzen kdnnen.

Es ist klar, daf3 bei stark ungleich verteilten Schlisseln lineares Hashing degeneriel
kann, im Extremfall zur Verwaltung einer einzigen linearen Kette von Uberlaufblocken
Eine Garantie fur die Anzahl der zur Suche benétigten Externzugriffe 1aRt sich als
nicht geben. Wir wollen in den nachsten Abschnitten andere dynamische Hashverfahi
vorstellen, bei denen solch eine Garantie gegeben werden kann.

4.4.2 \Virtuelles Hashing

Bei virtuellem Hashinm 0] werden — im Unterschied zu linearem Hashing —
Uberlaufblocke vollsta ieden. Anstatt — wie beilinearem Hashing — die Has
hdatei nur um jeweils einen Block zu vergré3ern, verdoppelt man die Gréf3e der Ha
hdatei bei virtuellem Hashing in einem Schritt, wenn eine Einfligeoperation in eine
bereits vollen Datenblock durchgefiihrt werden soll und nicht schon beide Blécke, au
welche die Datensatze verteilt werden missen, zur Hashdatei gehdren (Verfahren V
in[ und ]). Natirlich sollen nach einer Dateiverdoppelung nur die Satze de
ub fend ocks verteilt werden, und nicht etwa die Satze anderer Blocke. D
kann dazu fihren, da Satze nicht gemalf der Hashfunktion gespeichert sind, die
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aktuellen Hashdateigrof3e entspricht, sondern gemaf einer fur eine kleinere Hash
teigroRe verwendeten Hashfunktion. Es gendgt also nicht, zu jedem Zeitpunkt mit n
zwei Hashfunktionen alle Datenseiten zu adressieren. Wir missen vielmehr fir alle |
Zeitablauf eingesetzten Hashfunktionen vermerken, fur welche Datenbltcke sie aktu
relevant sind. Bei virtuellem Hashing geschieht dies mit je einer Bittabelle fur jede el
folgte Dateiverdoppelung und damit fur jede im Zeitablauf verwendete Hashfunktior
aul3er der letzten. Sei wiededie Anzahl der erfolgten Dateiverdoppelungen, umgd

die Anfangsgrof3e der Hashdatei. Dann speichert i 6< | — 1 die j-te Bittabellebit;
geradary - 2! Bits, eines fiir jeden der Datenblécke 0 bis- 2] — 1. Ein Bit hat genau
dann den Wert 1, wenn die Hashfunktismicht ausreicht, um die gemaf der aktuellen
Hashfunktiorh auf diesen Block gehdrenden Datensatze in der aktuellen Hashdatei :
adressieren. Dann muR also eine der Hashfunktibpenhj», ... verwendet werden;

hj ist fur diesen Block veraltet.

Beispiel: Betrachten wir wieder das Einfligen der Schlussel 12, 53, 5, 15, 2, 19, 43|
dieser Reihenfolge in die Hashdatei, die anfangs aus einem leeren Datenblock bes
(mo =1). In jedem Datenblock finden zwei Datensétze Platz; wieddn;$k) mit 0 <

j < der Wert der Dualzahl der erstémits vonk, riickwarts gelesen. Schlissel 12 und
53 (vgl. deren Dualdarstellung in Abbildung 4.3) werden igitk) = 0 in Datenblock

0 eingefugt. Das Einfligen von Schliissel 5 bringt Block 0 zum Uberlaufen; er mu
gesplittet werden. Die Hashdateigrof3e wird von einem auf zwei Blécke verdoppe
und in Bittabellebityg wird vermerkt, daf zur Adressierung nicht ausreicht, wie in
Abbildung 4.8 dargestellt.

0 1
001100 | 110101
hd:
000101
=1 0 1

Abbildung 4.8

Fur 15, den nachsten einzufigenden Schliissel, wird nun die aktuelle Hashadre
berechnet. Hierfur wird zunachisg auf Schliissel 15 angewandt, mit Resultat 0. Dann
wird bito[0] Uberpruft; weil dieses Bit den Wert 1 hat, wird nli{15) berechnet, wieder
mit Resultat 0. Weil erst eine Dateiverdoppelung erfolgt ist, gibt es keine weitere Bit
tabelle, undh; ist die auf Schlissel 15 anzuwendende Hashfunktion. Also lauft Block
0 erneut Uber. Dl; die auf den einzufiigenden Schliissel anzuwendende Hashfunktic
war, muf3 Block 0 mittel&, gesplittet werden, also seinen Inhalt und den einzufligende
Schlussel auf Blocke 0 und 2 verteilen. Nachdem aber Block 2 nicht schon zur Has
datei gehort, ist eine Dateiverdoppelung erforderlich. Sie fuhrt zu der in Abbildung 4.
gezeigten Situation.
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0 1 2 3
T —
=2 00 10 01 11
bit
bit; | 1] 0 |
Abbildung 4.9

Auch hier ist Schlussel 15 in den vollen Blolok(15) einzufiigen, und wieder ist eine
Dateiverdoppelung erforderlich. Allgemein ist eine Dateiverdoppelung dann erforde
lich, wenn ein Datensatz in einen vollen Block eingefligt werden soll, dessen hdchst
vermerktes Bit, alsdit_;, eine 1 ist. Wir erhalten somit die in Abbildung 4.10 ge-
zeigte Situation, in der die Datensatze aus Block 0 und der einzufligende Datensatz
Blocke 0 und 4 verteilt sind. Mit Ausnahme von Block 0 ist bisher kein Block gesplittet

worden.

0 1 2 3 4 5 6 7
hd - 000101 | 110101 001100
' 001111
=3 000 100 010 110 001 101 011 111
bito
by [ 1] o0 |
bit, | 1] 0 | 0] 0 |

Abbildung 4.10

Das Einfugen der restlichen drei Schlussel verlauft ohne weitere Dateiverdoppelu
gen. Fur Schlissel 2 erhalten vhbitto[ho(2)] = 1, bit1[h1(2)] = 1, bita[h2(2)] = 1, und
wegenl = 3 wird Schlussel 2 schlielich gem&g2) in Block 0 eingefligt. Entspre-
chend landet Schllssel 19 nhitg[ho(19)] = 1, bit1[h1(19)] = 1 undbitz[hz(19)] =0
gemarfh,(19) im Block 2. Schlie3lich wird Schliissel 43 gemB&f{43) in Block 1
eingeflgt.

Allgemein laRt sich also fiir eine Hashdatei der Anfangsgnd@enit | erfolgten
Verdoppelungen (Dateilevel mit Hilfe von | Bittabellenbitj, 0 < j <1 — 1, der Typen

type bit; = array [0.. mg- 2/ — 1] of bit
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die aktuelle Hashadreskék) eines Schllsselswie folgt ermitteln:

ji=0
while (j < 1) and (bit;[h;(k)] = 1) do j := j+1;
h(k) := h; (k)

Adressiert Hashfunktioh; die Sétze eines Datenblocks, so bezeichnerj ais den
Leveldieses Blocks. Wie wir am Beispiel gesehen haben, bewirkt das Einfligen ein
Datensatzes in einen vollen Block mit Levetine Dateiverdoppelung. Der Dateile-
vel andert sich auf+ 1, und eine neue Bittabellat; mit einer 1 fur den betroffenen
Datenblock und sonst lauter Nullen wird angelegt. Au3erdem werden die Datensa
des betroffenen Blocks verteilt. Beim Einfugen in einen vollen Block mit kleinerem
Level entfallen die Dateiverdoppelung und das Anlegen einer Bittabelle; es miissen
diglich ein vorhandener Bittabelleneintrag von 0 auf 1 verandert und die Datensat
verteilt werden. Damit kann das Einfligen ohne Riicksicht auf Implementierungsdeta
wie folgt beschrieben werden:

procedure Einfiger{ds datensatzvar hd: hashdateivar I: integer,
var bit: sequence obittabelle);
{fugt Datensatz ds in Hashdatei hd mit Dateilevel | und Bittabellen
bitg bis bit_; ein}
var j : integer,
begin
ermittle Hashadressejtdsk) und Level j des Blocks, in den k
einzufiigen ist
while Block h(dsk) ist voll do
begin
if j=1
then {Block hat Dateilevel}l
begin
verdopple hd
[:=1+1;
kreiere bit = (0,0,...,0)
end
bitj[hj (dsk)] := 1,
verteile Sétze von Block fdsk) auf Blocke h(dsk) und
hjy1(dsk) geméan h g;
ermittle erneut h(dsk) und Level j
end,
trage ds in Block h(dsk) ein
end

Nimmt man hierbei an, daR alle Bittabellen im Hauptspeicher gehalten werden ko
nen, so genugt fur das Wiederfinden eines Datensatzes bei gegebenem Schllisse
fenbar ein Externzugriff. Diesen garantiert extrem schnellen Zugriff erkauft man sic
aber mit einer sehr schlechten Speicherplatzausnutzung Batensatze in der Da-
tei undb Satze pro Datenseite kann man zeigen, dal3 die Speicherplatzausnutzung
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der GréRenordnun@(n~(1/9)) ist, also mit wachsender DateigréRe abnimmt. AuRer-
dem ist klar, dal3 die Speicherplatzausnutzung stark schwankt: Unmittelbar nach eir
Dateiverdoppelung sinkt sie schlagartig auf die Halfte. Diesen Effekt kann man verme
den, wenn man die Hashfunktion nur zur Adressiendrtgeller und nicht tatséchlicher

Datenblécke verwendet. Zu diesem Zweck tibernimmt eine Adref3tabelle die Rolle d
Hashdatei: Die jeweils aktuelle Hashfunktion adressiert einen Eintrag der Adref3tabe
le. Ein AdreRtabelleneintrag ist dann lediglich die Adresse eines Blocks der Hashdat
Statt einer Dateiverdoppelung findet also hier eine Adref3tabellenverdoppelung ste

die Datei wachst nur um einzelne Blocke (Verfahren VHO 111]). Fir das ir
Abbildung 4.10 gezeigte Beispiel ergibt sich dann die in 4.11 dargestellt
Situation.
0 1 2

hd - 000101 | 110101| 001100

' 001111
AdreR- T T \
tabelle: | 0 | L | | 2 |
=3 000 100 010 110 001 101 011 111
bit
bit; | 1] 0 |
bit, | 1] 0 | 0 | 0 ]

Abbildung 4.11

Man kann zeigen, dal3 die mittlere Speicherplatzausnutzung der Hashdatei hier |
den Mittelwert In 2~ 0.69 pendelt. Soll auch hier noch mit einem einzigen Externspei-
cherzugriff ein Datensatz wiedergefunden werden kdnnen, so muf3 die Adrel3tabe
neben den Bittabellen im Hauptspeicher Platz finden. Weil die AdreRtabelle Platz fi
mehr Eintrage vorsieht als alle Bittabellen zusammen, und weil ein Eintrag der Adrel
tabelle mehr Platz benétigt als ein Bit, kann dies unter Umstanden eine unrealistisc
Annahme sein. Moglicherweise muf3 man dann die Adref3tabelle (und vielleicht sog
die Bittabellen) auf dem Externspeicher verwalten; dann kénnen fiir das Wiederfinde
eines Datensatzes zwei oder mehr Externzugriffe nétig werden. Im nachsten Abschr
werden wir ein Verfahren vorstellen, bei dem man einen Schllissel stets mit hdchste
zwei Externzugriffen wiederfindet.

4.4.3 Erweiterbares Hashing

Erweiterbares Hashing (vorgestellt 1], mit Ordnungserhaltun [178]) hat ein¢
starke Ahnlichkeit mit virtuellem Has mit Adrel3tabelle. Wie dor bei erweiter-
barem Hashing die Adref3tabelle bei Bedarf verdoppelt. Dieser Bedarf tritt ein, wen
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durch das Einfiigen eines Datensatzes ein Datenblock geteilt werden muf3 und die |
den Adressen der beiden resultierenden Datenbldcke nicht in der bereits vorhande
Adref3tabelle zu speichern sind. Wéhrend bei virtuellem Hashing mit Adrel3tabelle d
Adresse eines Datenblocks nur einmal in der Adrel3tabelle auftritt und die unbenutzt
AdreRtabellenfelder tber die Bittabellen erkennbar sind, wird bei erweiterbarem H
shing jedes Adref3tabellenfeld benutzt. Damit spart man sich die Bittabellen; die bish
nicht benutzten Adref3tabelleneintrdge missen jetzt sinnvoll angegeben werden. [
ist aber leicht mdglich, weil es wenigstens einen AdrefRtabelleneintrag fir jeden D
tenblock gibt und damit die AdreRRtabelle Schlissel nach den dr&s wenigstens

so fein unterscheidet wie fiir die Verteilung auf Datenblocke erforderlich. So gibt e
beispielsweise in der in Abbildung 4.11 dargestellten Situation nur einen mit Bit !
beginnenden Schliissel (namlich 110101), aber vier mit Bit 1 beginnende Numme
von Adref3tabelleneintragen (nédmlich 100, 110, 101 und 111). Wir kdnnen also einfa
mit allen vier Adref3tabelleneintragen auf denselben Datenblock verweisen, wie in Al
bildung 4.12 gezeigt. Eintrag * in der Adrel3tabelle reprasentiert eine fiktive Adress
namlich die eines leeren Datenblocks, den wir nicht explizit speichern.

0 1 2
hd- 000101 | 110101 001100
' 001111
A \
Adref3-
tabelle: | 0 | 1]« ] L] 2 ! * L
=3 000 100 010 110 001 101 011 111

Abbildung 4.12

Betrachten wir zum genaueren Verstandnis wieder das sukzessive Einfligen
Schlissel 12, 53, 5 und 15, so ergibt sich nach Einfligen der ersten drei dieser Schlii
die in Abbildung 4.13 gezeigte Situation.

Das Einfugen von Schlissel 15 fihrt zu einem Split des Datenblocks 0. Dazu wil
zunéchst die Adref3tabelle verdoppelt und der AdrefRtabellenlevel, also die Anzahl ¢
zur Bestimmung der Nummer eines AdreR3tabelleneintrags herangezogenen Bits, ut
erhoht, wie in Abbildung 4.14 gezeigt.

Die Verdoppelung der Adref3tabelle ist das Anhéangen einer identischen Kopie der b
herigen AdreR3tabelle an sich selbst. Dann wird der tiberlaufende Datenblock gesplitt
indem ein neuer Block kreiert wird und der Inhalt des tUberlaufenden Blocks und de
einzufiigende Eintrag verteilt werden. In der gezeigten Situation ist jedoch ein Split d«
Datenblocks 0 nicht erfolgreich: Beide gespeicherten Eintrage und der einzufligen
Eintrag beginnen mit Bits 00, lassen sich also in den ellste Bits nicht unterschei-
den. Der neu angelegte Block, auf den der Adrel3tabelleneintrag 01 verweist, bleibt le
In diesem Fall wollen wir uns, in einer kleinen Modifikation des Vorschla’ [51], dac
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0 1
hd: 001100 110101
) 000101
Adrel3-
tabelle: 0 1
=1 0 1
Abbildung 4.13
0 1
hd: 001100 110101
' 000101
tabelle: 0 ! il 1
| =2 00 10 01 11

Abbildung 4.14

explizite Speichern eines leeren Blocks sparen und stattdessen den AdreRRverweis
Verweis auf einen leeren Block kenntlich machen. Die AdreRverweise flir verschiedel
leere Blocke werden verschieden gewahlt. Dann wird eine weitere Adrel3tabellenve
doppelung durchgefiihrt, die mit der in Abbildung 4.15 gezeigten Situation endet.

0 1

001100 | 110101
hd:

000101

T~

Adrel3-
tabelle: | 0 1 * 1 0 1 * 1
=3 000 100 010 110 001 101 011 111

Abbildung 4.15

Weil die drei fraglichen Schliissel nicht auch noch im dritten Bit Gbereinstimmen
ist ein Split des Datenblocks 0 jetzt erfolgreich. Block 0 wird in Blécke 0 und 2 (die
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nachste freie Datenblockadresse) aufgeteilt. Die beiden vor der Aufteilung auf Bloc
0 verweisenden AdreRtabelleneintrége werden gemaf dem dritten Bit angepal3t, wi
Abbildung 4.12 gezeigt.

Unter der Annahme, dal3 nicht nur die Datenblécke, sondern auch die Adref3tabe
auf Externspeicher verwaltet werden, kommt man bei der Suche nach einem Datens
mit gegebenem Schliissel bei erweiterbarem Hashing stets mit hochstens zwei Exte
zugriffen aus (dagwei-Zugriffs-Prinzipdes erweiterbaren Hashing): Fir Leveder
Adref3tabelle wird zundchst gemaR den erstdits des Schlissels auf einen Adrel3-
tabelleneintrag zugegriffen. Wird dort auf einen leeren Block verwiesen, so endet d
Suche erfolglos; sonst wird der dort referenzierte Datenblock gelesen und inspizie
Um beim Versuch des Einfiigens in einen vollen Datenblock ohne weitere Externz
griffe entscheiden zu kénnen, ob die Adrel3tabelle verdoppelt werden muf3, merken \
uns neben dem Level der Adrel3tabelle (agkdbale Tiefegenannt) fur jeden Daten-
block einen Level, didokale Tiefe Die lokale Tiefe eines Datenblocksst die Lange
des kirzesten Anfangsstlcks eines Schlissels, das die Schlissel im Bbockllen
anderen unterscheidet. Beispielsweise haben in der in Abbildung 4.15 gezeigten Sit
tion beide Datenblocke die lokale Tiefe 1; in der Situation in Abbildung 4.12 dagege
haben Blocke 0 und 2 die lokale Tiefe 3. Die Schlussel aller Satze in einem Block m
lokaler Tiefet stimmen also mindestens in den erstdits Uberein, und alle Satze mit
solchen Schlusseln befinden sich in diesem Block. Auf einen Block mit lokaler{Tiefe
verweisen bei globaler Tielegenau 2t Eintrage der AdreRtabelle. Das sind natiirlich
genau diejenigen Eintrage, deren Hashadressen (relative Nummern in der Adref3tabe
in den erstem Bits mit den Schliisseln im Block Ubereinstimmen.

Beim Einfligen eines Satzes in einen Block wird zunachst durch eine Suche der Blo
identifiziert, in den der Satz einzufligen ist. Verweist der durch die etsBits des
Schlussels identifizierte Adref3tabelleneintrag auf einen leeren Block, so wird ein Blot
erzeugt und der einzufiigende Schliissel dort eingetragen. Verweist dagegen der Ad|
tabelleneintrag auf einen nicht leeren und nicht vollen Datenblock, so wird der einzi
fugende Schlissel dort eingetragen. Interessant ist also der Fall, daf3 ein Datensat
einen bereits vollen Block eingefligt werden mif3te. In diesem Fall wird der betreffel
de Block zunéchst gesplittet. Damit dies gelingen kann, muf3 wenigstens ein weitel
Bit der Schlissel als Unterscheidungsmerkmal verwendet werden. Aus dem Block r
lokaler Tiefet vor dem Split werden zwei Blécke mit jeweils lokaler Tigfe 1. Falls
vor dem Split bereits = | gilt, muRR zunachst die globale Tiefeerhoht werden. Hier-
zu wird die Grol3e der AdreRtabelle verdoppelt. Wie wir bereits in unserem Beispit
gesehen haben, muld der Split eines Blocks nicht notwendigerweise dazu fiihren, ¢
der einzufiigende Schliissel auch gespeichert werden kann. In diesem Fall untersc
den sich die Schlissel dbr+ 1 zu speichernden Satze in den erdtenl Bits nicht.
Dann werden Blocksplit und woméglich sogar Adref3tabellenverdoppelung wiederhc
durchgefuhrt, bis schlie3lich eine Aufteilung gelingt.

Das Verfahren zum Entfernen eines Datensatzes ist auch bei erweiterbarem Hast
gerade die Umkehrung des Einflgens. Zunachst wird der zu entfernende Datensatz
dem entsprechenden Block geléscht. Dann wird Gberpriift, ob ein Blocksplit riickgél
gig gemacht werden kann, indem zwei Blécke zu einem verschmolzen werden. Zw
Blocke kénnen dann verschmolzen werden, wenn die dort gespeicherten Satze gem
sam in einen Block passen und die Blécke durch einen Split aus einem Block entstet
kénnen — solche Blocke heil3en auBhider. Zwei Blocke sind Brider, wenn sie die
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gleiche lokale Tiefa haben und die Schlissel aller in beiden Blocken gespeicherte
Datensétze in den erstén- 1 Bits Gbereinstimmen. Dann stimmen die Hashadresser
von Verweisen auf diese Blocke in der AdreR3tabelle ebenfalls in den érstérBits
Uberein. Das Verschmelzen geschieht dann durch Zusammenlegen der Sétze auf e
der beiden Briider und das Anpassen der Adrel3tabelleneintrage. Wenn nach einer \
schmelzung fiir jeden Block die lokale Tiefe echt kleiner ist als die globale Tiefe de
Adref3tabelle, so verweisen auf jeden Datenblock mindestens zwei Eintrage der Adre
tabelle, und die AdreRRtabelle kann halbiert werden. Diese Operation ist vollig symm
trisch zur Verdoppelung der Adref3tabelle.

Ein wichtiges Argument fiir den Einsatz von erweiterbarem Hashing fur die Organis:
tion externer Dateien ist neben der garantierten Effizienz der Suchoperation und der
Mittel akzeptablen Effizienz des Einfligens und Entfernens eine gute Speicherplatza
nutzung. Bei gleichverteilten Schlisseln ergibt sich nach dem zufalligen Einfigen von
Datenséatzen in die anfangs leere Hashdatei eine mittlere Anzafhybyin 2 Blocken.
Damit sind Blécke durchschnittlich zu etwa 69 % beleit wie dies auch fir viele ander

Strukturen gilt, die mit rekursivem Halbieren arbei 11 24]. Im Unterschiec
dazu wéchst die GréRe der AdreRtabelle iberline 1+1/0) [
Blockkapazitab spielt offensichtlich auch hier eine gewichtige Rolle. E
aber kompliziertere Analyse der GroR3e der Adref3tabelle findet m.n [53].

. Die
enauere,

4.5 Das Gridfile

In den vorangehenden Abschnitten haben wir das Problem des Speicherns und W
derfindens von Schliisseln mit genau einer Komponente, sogeneindimensiona-

le Schlissel, betrachtet. Bei vielen Datenverwaltungsproblemen hat man es aber |
mehrdimensionaleBchlisseln, also Schllisseln mit mehreren Komponenten, zu tun. S
kann man beispielsweise einen Eintrag in einem Telefonbuch als aus zwei Kompone
ten bestehend ansehen: Die erste Komponente ist der Teilnehmername samt Adre
die zweite Komponente die Telefonnummer. Organisiert man nun die Eintrége in e
ner Datenstruktur gemaR der ersten Komponente, so wird die Suche nach Datensét
mit gegebener zweiter Komponente im allgemeinen nicht unterstiitzt. Beispielsweit
ist es nicht leicht, im Telefonbuch einen Teilnehmer mit gegebener Telefonnummer 2
finden. Mehrdimensionale Hashverfahren versuchen hier, Abhilfe zu schaffen, inde
mehrdimensionale Schlussel so verwaltet werden, daf3 die Suche nach Datensétzer
einigen vorgegebenen Schlliisselkomponentenwerten fiir alle Komponenten gleich
unterstutzt wird. AuBerdem sollen nattrlich das Einfigen und Entfernen von Datenss
zen effizient méglich sein. Da es sich bei mehrdimensionalen Schliisseln manchmal
geometrische Daten handelt, wie etwa Koordinaten von Punkten in der Ebene, ist es d
Uber hinaus wiinschenswert, raumlich orientierte Anfragen zu unterstitzen. So mécl
man beispielsweise einen rechteckigen Ausschnitt aus einer Landkarte (mit Stadten
Punkten) auf dem Bildschirm anzeigen. Um diese Punkte zu finden, fihrt man eir
Bereichsanfrage aus. Bei dBereichsanfragéragt man nach allen Schliisseln, deren
samtliche Komponenten in einen jeweils vorgegebenen Bereich (ein Schlusselinterve
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fallen. Ist ein Schlissel ein Paar kartesischer Koordinaten der Ebene, so ist der E
reich einer Bereichsanfrage ein achsenparalleles Rechteck. Auch im eindimensiona
Fall spielt die rAumliche Nahe von Schlusseln bereits eine gewisse Rolle, ndmlich t
ordnungserhaltenden dynamischen Hashverfahren. Die mehrdimensionale Bereichs
frage kann man als Verallgemeinerung der Suche nach einem Schliissel mit ansch
Bendem sequentiellen Inspizieren der benachbarten Schliissel ansehen, wie sie d
Ordnungserhaltung unterstitzt wird.

Seid die Dimension der Schlissel, und gidas Universum derten Schliisselkom-
ponente, K i < d. DannistK =Kj; x Kz x ... x K4 das Universum aller moglichen
d-dimensionalen Schlissel. Fur die Menge der Dimensi@hen{1,...,d} undl CD
betrachten wir genauer die folgenden Operationen:

e Suchemach Schliusséd = (ky,...,kq) € K mit vorgegebenerk furi € I;

e Bereichsanfrageach allen Schlisseln= (ki,...,ky) € K mit k' <k <k fur
allei € |, wobeik! die untere und? die obere Bereichsgrenze in Dimension
ist;

¢ Einflgeneines Schlissels

e Entfernereines Schlissels

Fallsl c D, so sprechen wir vopartieller Suchdpartial match queryundpartieller
Bereichsanfragépartial range query.

Bei mehrdimensionalen Hashverfahren versucht man nun, in Verallgemeinerul
von eindimensionalen Verfahren den mehrdimensionalen Raum in mehrdimension:
Rechtecke einzuteilen, die gerade das Produkt eindimensionaler Intervalle sind. F
die einzelnen Dimensionen versucht man dann, Ubliche eindimensionale dynamisc
Hashverfahren zu verwenden. Jedem Teilraum des Datenraums wird genau ein Da
block zugeordnet, wie wir dies schon von dynamischen Hashverfahren kennen; derse
Block kann mehreren TeilrAumen zugeordnet sein. Zur klaren Unterscheidung nenr
wir einen einzelnen TeilrauBitterzelle die Vereinigung der Gitterzellen, denen der-
selbe Block zugeordnetist, heBlbckregion Wir beschranken uns in diesem Abschnitt
wegen der einfacheren Darstellung auf zweidimensionale Daten; die Verallgemeir
rung fiir hdhere Dimensionen sollte klar sein. Mit der Einteilung des Datenraums i
rechteckige Gitterzellen erreicht man, daf3 alle in einem Block gespeicherten Punl
raumlich dicht beieinander liegen, eine glinstige Voraussetzung fir Bereichsanfrage

Betrachten wir zunéchst das in Abbildung 4.16 gezeigte Beispiel mit zweidimensi
nalen Schlisseln, die als Punkte in der Ebene gezeichnet sind und mit zweidimens
nalem erweiterbarem Hashing mit ordnungserhaltender Hashfunktion verwaltet we
den. Wegen der besseren geometrischen Zuordnung geben wir die Hashadressen in
bildung 4.16 in jeder Dimension in aufsteigender Sortierung an; die Speicherung d
Adreftabelle bleibt davon unberihrt.

Wir verwalten also eine zweidimensionale Adref3tabelle, deren Spalten mit der ein
und deren Zeilen mit der anderen eindimensionalen Hashfunktion adressiert werd
gemal erweiterbarem Hashing (EXCELLﬁJQ]). Ein Eintrag in der AdreR3tabelle is
die Adresse desjenigen Datenblocks, in d ie Punkte der entsprechenden Gitterz
gespeichert sind. Bei einer Blockkapazitéton zwei Datenséatzen konnen wir die in
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1 2 3 4 A B
1 | A|lA|B|B *
5 6 7 8 C D E
olc | Dbp|E|E * *
00 01 10 11
Adreftabelle Datenbloéckeb = 2

Abbildung 4.16

Abbildung 4.16 gezeigte Aufteilung der Daten auf funf Blocke wéhlen. Als Folge del
feinen Unterteilung des Datenraums in Teilrdume durch die bei erweiterbarem Hashi
gewdhlte Adref3tabelle gibt es auch in unserem Beispiel Blockregionen, die durch Ve
einigung mehrerer Gitterzellen entstehen. In diesen Fallen gibt es mehrere Verwe|
von der Adrel3tabelle auf den entsprechenden Datenblock. In unserem Beispiel ist d
so fur die Datenblockd, B und E. Der Nachteil mehrerer Verweise auf Datenblécke
ist im mehrdimensionalen Fall aber leichter behebbar als im eindimensionalen: Sch
wenige Hashadressen gentigen, um viele Adref3tabelleneintrage zu verwalten, weil
Anzahl der AdreR3tabelleneintrage das Produkt der Anzahlen der Hashadressen in (
verschiedenen Dimensionen ist, und nicht — wie es im eindimensionalen der Fall wa
— deren Summe. Damit wird es attraktiv, die Hashadressen in allen Dimensionen €
plizit zu verwalten; fur realistische Anwendungsfalle kann dies leicht im Hauptspeiche
geschehen. Somit entfallt die Notwendigkeit zur AdreRtabellenverdoppelung, und d
mit |a3t sich die Adref3tabelle zur Situation von Abbildung 4.16 wie in Abbildung 4.17
gezeigt angeben. | 8] findet man eine Analyse der Grol3e der Adref3tabelle fir bei
Verfahren.

Ein sehr bekanntes und bewahrtes mehrdimensionales Hashverfahren, das mar
mehrdimensionales erweiterbares Hashing mit den angegebenen Modifikationen an
hen kann, ist da&ridfile | , das wir im folgenden genauer erlautern werden. Die
Einteilung des Datenrau Ur jede Dimension geben wir hierbei in Koordinatenwe
ten statt in fihrenden Bits von Schliisseln an, weil damit der geometrische Bezug ei
facher erkennbar ist. Die Einteilung des Datenraums fir jede Dimension $eall
die AdreRtabelle hei@irectory. Die Scales werden im Hauptspeicher verwaltet, die
Directory-Matrix wird dagegen extern gespeichert. Dies geschieht mit dem Ziel de
Zwei-Zugriffs-Garantie fiir die exakte Suche, wie bei erweiterbarem Hashing. Uberdie
erreicht man beim Gridfile, daf3 die partielle Suche fiir jede spezifizierte Schliisselkor
ponente gleichermalf3en effizient ist.

Wir werden ein Gridfile im folgenden kompakter graphisch darstellen, indem wir die
Aufteilung des Datenraums in Gitterzellen geman der Adrel3tabelle und die Aufteilun
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1 2 3
1 A A B
4 5 6
0 C D E
00 01 1

Abbildung 4.17

des Datenraums in Blockregionen ibereinander zeichnen. Gestrichelte Linien trenr
dabei Gitterzellen, die zur selben Blockregion gehoéren; durchgezogene Linien trenn
Regionen. AuBerdem vermerken wir die Scales in jeder Dimension, die Directoryadre
sen und die Datenblockadressen (siehe Abbildung 4.18).

Ko=Y
100 1 Al2 Al3 B
|
| [ ]
| e
| oC of
50 4 Cl5 D|6 E
- - °
b, g
a | d
[ ] | [ ]
O |
0 25 50 100 Ki=X

Abbildung 4.18
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Bezeichnen wir fid =2 Ky mit X, Ko mit Y, ky mit x undk, mit y, so kann die
exakte Sucheachk = (x,y) wie folgt durchgefiihrt werden:

1. Bestimme anhand d&r-Scales die Spalteder Directory-Matrix, in diex fallt;
bestimme anhand d&r-Scales die Zeilg der Directory-Matrix, in diey fallt.

2. Berechne die Externspeicheradreasales Directory-Elements in Zeile und
Spaltes.

3. Lies den Directory-Blockir mit Adressea; in den Hauptspeicher.

4. Bestimme die Externspeicheradregsdes Datenblocks zu derjenigen Gitterzel-
le indir, in die (x,y) fallt.

5. Lies den Datenbloc#tat mit Adressea; in den Hauptspeicher.

6. Durchsuchelatnach(x,y) und berichte das Ergebnis.

In dem in Abbildung 4.18 gezeigten Beispiel fuhrt die Suche nach Ruak20, 38)
zur Bestimmung der zweiten Zeile (von oben) und der ersten Spalte (von links) dt
Directory-Matrix und damit zum Directory-Element mit Adresse 4. Dieses enthalt del
Verweis auf Datenblock, in dem die Punkte undb gespeichert sind. Die Suche nach
b endet also erfolgreich.

Lediglich in Schritten 3 und 5 des Algorithmus zur exakten Suche findet je ein Ex
ternzugriff statt; die exakte Suche bendétigt also stets genau zwei Zugriffe, wenn d
Scales im Hauptspeicher verwaltet werden — Aagi-Zugriffs-Prinzipdes Gridfiles.

Damit sollte auch klar sein, wie die partielle Suche und die Bereichsanfrage bear
wortet werden kdénnen. Bei der Bereichsanfrage etwa sucht man zunéchst nach d
linken unteren Punkt des rechteckigen Anfragebereichs und tberpriift fir alle Pun
te im gefundenen Datenblock, ob sie im Anfragebereich liegen. Dann setzt man d
Suche nach rechts und nach oben Uber benachbarte Zeilen und Spalten und daraus
rechenbare Directoryelemente fort. Das bedeutet, da’ auch auf der Directory-Mat
eine Bereichsanfrage durchgefuhrt wird: Gesucht sind alle Gitterzellen, die den Anfr:
gebereich schneiden. Als Folge davon mul3 die Directory-Matrix, die ja wegen ihre
GrofRe im allgemeinen auch auf Externspeicher verwaltet wird, dieselben Operation
unterstiitzen wie die Datenstruktur fir die urspriinglich gegebenen Datenpunkte. Es
also verniinftig, Gitterzellen ebenso wie Datenpunkte in einem Gridfile zu organisiere
Dies fuhrt zum Mehr-Ebenen-Gridfili4], das fur die meisten realen Anwendungsfall
mit nur zwei Ebenen auskommt, w ein grol3es Wurzel-Directory im Hauptspeich
gehalten werden kar:!S].

Nehmen wir fur da spiel der in Abbildung 4.16 gezeigten Datenpunkte an, daf3
der Datenblock = 2 Punkte, jeder Directory-Blod = 2 Adressen von Datenblécken
und das Wurzel-Directorty’ = 4 Adressen von Directoryblécken speichern kann. Dann
ergibt sich fur die gezeigten DatenblockeB,C,D und E das in Abbildung 4.19 ge-
zeigte 2-Ebenen-Directory mit Directoryblockéh B’ und C' und einem Wurzeldi-
rectory. Eine Bereichsanfrage mit dem Anfrageberédch . 60] x [40.. 60| fuhrt in
der gezeigten Situation im Wurzeldirectory auf die Directoryblockadre&'sé&hund
C', und fur diese Directoryblécke auf die Datenblockadregs@&)D, E. Die Effizienz
einer Bereichsanfrage ist also nach unten beschrankt durch die Effizienz der exak
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Suche; mit gréRer werdenden Anfragebereichen steigt in der Tendenz auch die Anz
der als Antwort gefundenen Datensétze und die Anzahl der bendétigten Externzugrif
Die Effizienz von Bereichsanfragen mit gro3en Anfragebereichen ist eng an die Sp
cherplatzausnutzung gekoppelt, weil Externzugriffe, die wenig zur Antwort beitragel
nur fir Gitterzellen und Datenblock(rﬁjonen am Rand des Anfragebereiches ausgeft

werden miissen. Eine genaue Analjilill[54] ergibt, daR im Noet~!'/9) Externzu-
griffe fur die partielle Suche nagh| v Schlusseln in einem Gridfile mitDatenséat-
zen ausreichen. Diese Effizienz wird fur optimal geha!l%]. Dabei ist es natrlic
stets wichtig, dal3 sich das Gridfile an dynamisch veré rliche Datenmengen anpz
Wir werden im folgenden genauer betrachten, wie dies bei Einflige- und Entferneor
rationen geschieht.

A B A B
A B’ A B

c C D E

Abbildung 4.19

Beim Einfligeneines Datensatzes wird zunachst durch eine exakte Suche der Date
block ermittelt, in den der Datensatz einzufligen ist. Sofern der Datensatz in diese
Block noch Platz findet, wird er dort eingefiigt, der Block auf den Externspeicher zt
riickgeschrieben, und die Einfligeoperation ist beendet. Andernfalls muR3 ein neuer [
tenblock kreiert werden. Zu diesem Zweck wird der fragliche Block in zwei Blocke
geteilt, indem seine Region entlang einer Koordinatenachse in der jitsehnitten
(gesplittet englisch:split) wird — ein DatenblocksplitDie Datensatze werden geman
der beiden neuen Datenblockregionen auf die beiden neuen Datenbldcke aufgeteilt. |
neue Situation muf3 im Directory vermerkt werden. Weil das Directory (als Ganzes bei
Ein-Ebenen-Directory und als lokaler Directoryblock im Mehr-Ebenen-Directory) als
Matrix organisiert bleiben muf3, durchtrennt die Splitlinie in allen von der Splitdimen:
sion verschiedenen Dimensionen den gesamten (zum Directoryblock lokalen) Date
raum. Wie schon bei erweiterbarem Hashing kann hier nattrlich der Fall auftreten, d.
ein Blocksplit nicht zum wirklichen Verteilen von Datensatzen fihrt, daf3 einer der net
geschaffenen Blocke also leer bleibt; in diesem Fall wird der Blocksplit rekursiv fiir del
noch immer Gbervollen Block fortgesetzt. Somit ist nur noch die Wahl der Splitdimen
sion bei einem Blocksplit offen. Betrachten wir dazu das in Abbildung 4.18 gezeigt
Beispiel und nehmen wir an, daB ein Directorybldtk= 6 Datenblockadressen ver-
walten kann; Abbildung 4.18 zeigt gerade einen Directoryblock mit Verweisen auf di
DatenbloéckeA, B,C,D undE. Im folgenden geben wir drei Regeln an, von denen die
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erste in dieser Reihenfolge angewendet wird, die eine eindeutige Splitentscheidung |
fert:

(1) Teile die langste Seite einer Datenblockregion.
Soll im Beispiel der Abbildung 4.18 Datenblockregi®©geteilt werden, so findet
ein waagerechter Splistatt, also eine Aufteilung der Regi¢®.. 25 x [0.. 50]
in Regionen0.. 25 x[0..25 und[0.. 25 x [25.. 50]. Wegen der Matrixei-
genschaft des Directoryblocks sind damit zwei Verweise auf Dateniddaokd
zwei Verweise auf Datenblodk erforderlich; die Anzahl der Verweise kann sich
durch einen Spilit also mehr als eigentlich nétig erhdéhen.

(2) Teile eine Datenblockregion gemaR einer vorhandenen Einteilung in Gitterzelle
Soll im Beispiel der Abbildung 4.18 die Datenblockregidmeteilt werden, so
erfolgt ein vertikaler Split, weil Regel 1 keine eindeutige Entscheidung liefert
und gemaf Regel 2 die bereits vorhandene vertikale Splitlinie verwendet werde
muf3. Im Directory wird lediglich ein Teil der Verweise geandert; die Gitterzel-
leneinteilung andert sich nicht.

(3) Teile eine Datenblockregion in derjenigen Dimension, in der die kleinste Anzat
von Teilungen vermerkt ist.
Im Beispiel der Abbildung 4.18 hat demnach ein Split der Datenblockregjion
waagerechter Richtung zu erfolgen.

Liefert keine dieser Regeln eine eindeutige Entscheidung, so wird die Blockregic
entlang einer beliebigen Dimension geteilt, etwa abwechselndXagidY . Die vor-
gestellte Splitstrategie préaferiert keine der Dimensionen vor einer anderen, fiihrt also
der Tendenz zu Blockregionen, deren Verhéltnis von Lange zu Breite mdglichst nal
bei 1 liegt. Im Unterschied zu directorylosen Strukturen ist es beim Gridfile (wie schol
bei erweiterbarem Hashing) nicht erforderlich, leere Datenbldcke explizit zu speicher
Statt dessen genugt es, entsprechend markierte Verweise im Directory zu verwalten.

Die Teilung eines Datenblocks fiihrt im entsprechenden Directoryblock im allgeme
nen zur Erhdhung der Anzahl der zu verwaltenden Verweise. L&uft der Directorybloc
Uber, so wird auch dieser geteilt. Man kann hier im wesentlichen dieselben Regeln ve
wenden wie beim Teilen einer Datenblockregion. Beim Teilen einer Directoryblock
region mul3 die Einteilung der beiden resultierenden Bldcke in Gitterzellen Gberprii
werden, weil diese als Folge der Teilung glnstiger werden kann. Betrachten wir da:
als Beispiel Abbildung 4.18 mit einer Directoryblockkapazitat We= 5 und Daten-
blockkapaziab = 2 und nehmen wir an, daf3 der gezeigte Directoryblock soeben durc
Einfigen des Punktdsund damit durch Einziehen der Splitlinie= 25 mit der Ver-
feinerung der Einteilung von vier auf sechs Gitterzellen ibervoll geworden ist. Teilel
wir nun die Directoryblockregion (willkurlich) waagerecht, so entféllt die Notwendig-
keit, Datenblockregio\ in zwei Gitterzellen aufzuteilen; wir kommen also mit flnf
Verweisen auf die finf Datenblécke aus, die allerdings nicht in einem Directoryblocl
untergebracht werden kénnen (vgl. Abbildung 4.20). Denselben Effekt kbnnen wir be
reits in Abbildung 4.19 gegenliber Abbildung 4.18 beobachten.

DasLdscheneines Datensatzes aus einem Gridfile wird realisiert durch eine exak
te Suche nach dem zu Idschenden Datensatz, gefolgt vom anschlieRenden Entfer
des Datensatzes im entsprechenden Datenblock und Zuriickschreiben dieses Blocks
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Abbildung 4.20

Unterschied zum Einfligen sind nach dem L&schen keine weiteren Aktionen zwinge
erforderlich; im Interesse einer guten Speicherplatzausnutzung, die ja auch fir die |
fizienz von Anfragen wichtig ist, sind solche Aktionen dennoch geboten. Symmetrisc
zum Aufteilen (Split) einer Region bei einem Blockiiberlauf nach einer Einfligeopere
tion kann man nach einer Entferneoperation zwei Blogkschmelzefenglisch:mer-
ge), um die Speicherplatzausnutzung nicht unter ein gewisses Mindestmal} absin}
zu lassen. Damit sich in einem dynamischen Anwendungsfall, mit weiteren noch 2
erwartenden Einflige- und Entferneoperationen, nicht standig Teile- und Verschmelz
operationen abwechseln, wird eine Verschmelzeoperation nur nach schrittweiser Ub
prufung zweier Bedingungen durchgefuhrt. Zunachst muf3 die Speicherplatzausnutzt
fur den Datenblock, aus dem ein Datensatz soeben geldscht wurde, eine vorgegek
Schranke unterschreiten, damit eine Verschmelzeoperation tiberhaupt erwogen und
dafir notwendigen Externzugriffe ausgefuhrt werden. Liegt eine s@cheanke fiir
die Uberpriifung der Verschmelzuegva bei 30 %, so ist einerseits sichergestellt, dal
Verschmelzeoperationen nicht allzu haufig unternommen werden, und andererseits <
die Aussichten auf einen gentigend schwach gefillten Partnerblock fiir die Verschm
zung nicht allzu schlecht. Liegt die Fillung eines Datenblocks unterhalb dieser Schre
ke, so wird unter allen geman der Gitterzelleneinteilung und der Verschmelzestrate
mdglichen Partnern fiir eine Verschmelzung derjenige mit der schwachsten Fillung ¢
mittelt. Eine oberé&chranke fur das Durchflhren der Verschmelzantypischerweise
bei etwa 70 % — gibt die héchste nach der Verschmelzung beider Blocke akzeptal
Speicherplatzausnutzung an, bei der die Verschmelzung noch durchgefiihrt wird.
Die Verschmelzestrategiegt fest, welche Regionen liberhaupt als Partner fiir eine
Verschmelzung in Frage kommen. Dabei wird stets gefordert, daf? die durch die Ve
schmelzung entstehende Blockregion rechteckig ist. In dem in Abbildung 4.18 gezei
ten Beispiel ist damit ein Verschmelzen der BlockregioAemdC nicht zulassig. Die
Nachbarstrategi#3t nun alle Verschmelzungen zu, bei denen ein rechteckiger Bereic
entsteht. So kdnnen etwa gemalf3 der Nachbarstrategie die Re@amstE in Abbil-
dung 4.18 verschmolzen werden; bei Datenblockkapazitd® passen auch tatsach-
lich die Inhalte beider Blécke zusammen in einen Block. Im Hinblick auf eine hohe
Speicherplatzausnutzung scheint diese am wenigsten restriktive Verschmelzestrate
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ganz besonders glinstig zu sein. Daf3 dies nicht unbedingt so ist, zeigt das Beispie
Abbildung 4.21. Dort sieht man, dal3 nach der gezeigten und gemaf Nachbarstrate
zulassigen Verschmelzung von Blo&knit Block E, B mit C undD, F mit G, H mit L
undl mit J undK keine weitere Verschmelzung mehr mdglich ist, selbst wenn fast alle
Datenséatze entfernt werden — eiierklemmungdeadloch. Die Speicherplatzausnut-
zung kann also hier beliebig absinken. Da man dies auf alle Falle vermeiden mdch
muf? man bei Anwendung der Nachbarstrategie Verklemmungen durch entsprecher
Prifung beim Verschmelzen verhindern. Es sollte klar sein, daf3 dies nicht immer ga
einfach und effizient mdglich ist.

Abbildung 4.21

Abbildung 4.22

Die Bruderstrategigbuddy merggerlaubt nur das Verschmelzen solcher Blocke, die
durch eine Teilung aus einem gemeinsamen Block hervorgegangen sein kénnen. In ¢
sem Fall macht eine Verschmelzung gerade eine Teilung riickgangig. Wahrend ei
Region hdchstens einen Bruder in jeder Dimension hat, besitzt sie in jeder Dimensi
bis zu zwei Nachbarn; im zweidimensionalen Fall kann man also bei der Nachbarstr
tegie unter bis zu vier Partnern wahlen, bei der Bruderstrategie aber hdchstens ur
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zweien. In dem in Abbildung 4.21 gezeigten Beispiel etwa hat ReGiatie beiden
BriderH undK und zusétzlich die beiden NachbdundC. F ist kein Bruder vorG,

weil F undG nicht durch einen Split aus einer Region hervorgegangen sein kénnen; d
Gitterzellengrenze, diE von G trennt, muf3 zeitlich vor einer anderébegrenzenden
Linie eingefiihrt worden sein. Dagegen Gtentweder durch Abtrennen vdth oder
durch Abtrennen voK entstanden; jede dieser beiden Regionen kann als Partner bei
Verschmelzen dienen. Die Bruderstrategie stellt im zweidimensionalen Fall sicher, d
keine Verklemmung auftritt; bereits im dreidimensionalen sind aber Verklemmunge
moglich, wie Abbildung 4.22 zeigt.

Weil eine Region in jeder Dimension einen Bruder haben kann, ist es manchmal sin
voll, unmittelbar nach der Aufteilung einer Region in zwei neue Regionen die Mdglich
keit der Verschmelzung, gewissermal3en mit dem anderen Bruder, zu Uberprifen.
fuhrt etwa in dem in Abbildung 4.23 gezeigten Beispiel bei einer Datenblockkapazit:
vonb = 3 Datensatzen das Einfligen des Datens&tzesdchst zu einem Aufteilen des
Blocks A auf die BlockeA undD; bei einer oberen Schranke von 35 % fiir das Uber-
prufen und von 70 % fiir das Durchfiihren der Verschmelzung kann abefemnC
verschmolzen und somit die Speicherplatzausnutzung verbessert werden.

Ein- Ver-

A B A B A B

° ° fugen K o e | SChmelzen ° °

[ ] [ ] [ ] i [ ] [ ] [ ] i [ ] [ ] [ ]

fr— fr—

A C D C C C

[ ] k [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

Abbildung 4.23

Das Verschmelzen von Directoryblécken unterscheidet sich vom Verschmelzen v
Datenbldcken durch die Notwendigkeit der Anpassung der Gitterzelleneinteilungen o
beiden zu verschmelzenden Blocke. Wahrend beim Teilen von Directoryblécken Spl
linien entfallen kdnnen, kann das Verschmelzen eine Verfeinerung der Einteilung b
wirken. Zur lllustration dieses Phanomens kénnen wir Abbildung 4.20 von rechts nac
links lesen. Nehmen wir an, dal3 Blockreg®durch Verschmelzen zweier Blockregio-
nen nach dem Entfernen eines Datensatzes entstanden ist, und daf3 die Schranke
das Prufen und Durchfuhren einer Verschmelzung vorschreiben, die beiden rechts
Abbildung 4.20 dargestellten Directoryblocke zu verschmelzen. Das Resultat der Ve
schmelzung ist der links in Abbildung 4.20 dargestellte Directoryblock, der aber nict
nur finf, sondern sechs Regionen verwalten muf3. Dieser Effekt muf3 vor der Durc
fuhrung der Verschmelzung zweier Directoryblécke bedacht werden, weil sonst im E;
tremfall der resultierende Directoryblock bereits wieder tibervoll sein kann (in unsere
Beispiel ware dies der Fall fur Directoryblockkapazitat 5).
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Eine Analyse des durchschnittlichen Verhaltens des Gridfiles hat sich als schwi
rig herausgestellt. Simulationen haben gezeigt, dafl} die durchschnittliche Auslastu
von Datenbldcken in vielen Situationen bei etwa 70 % (ungefahr In2) liegt, ein Wert
der sich fur viele Strukturen ergibt, die mit rekursivem Halbieren arbe
[ ). Analytische Uberlegungen zum Verhalten von Gridfiles findet
[ . Bei Datenblockkapazitdt wachst das Directory des Gridfiles beg
t&Men Datensatzen mid(n(1+1/9), wie dies auch schon bei erweiterbarem Hashing
der Fall war. Bei einer ungiinstigen Verteilung der Datensatze, im zweidimensionale
Fall etwa entlang einer Diagonalen, wéchst das Directory soga®mft) fir ein d-
dimensionales Gridfile. Trotz dieses relativ schlechten schlimmsten Falles ist das Gri
file eine fur viele Anwendungen geeignete mehrdimensionale Datenstruktur.

4.6 Aufgaben

Aufgabe 4.1

Wieviele Schritte werden im schlechtesten Fall benétigt, um in eine anfangs leere He
htabellen Schliissel einzufiigen, wenn zur Uberlaufbehandlung die Methode der s
paraten Verkettung mit unsortierten bzw. sortierten Listen verwendet wird? Wieviel
Schritte benétigt man in diesen beiden Fallen, um nach jedemelrgefiigten Schliis-
sel einmal zu suchen?

Aufgabe 4.2

Zeigen Sie, daR die mittlere Anzahl von Hashtabellenplatzen, die bei einer erfolgreichi
Suche (mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir alle Schltssel) inspiziert werden, bei Ha
shing mit linearem Sondieren nicht von der Reihenfolge abhangt, in der die Schliss
in die anfangs leere Hashtabelle eingefligt worden sind.

Gilt die entsprechende Aussage auch fiir quadratisches Sondieren?

Aufgabe 4.3
Geben Sie die Belegung einer Hashtabelle der Grée 13 an, wenn die Schlissel

5,1,19,23 14,17,32,30,2

in die anfangs leere Tabelle eingefligt werden und offenes Hashing mit Hashfunktic
h(k) = k mod 13 und

a) linearem Sondieren;
b) linearem Sondieren mit Sondierungsfunk®onk) = —j;
¢) quadratischem Sondieren

verwendet wird.

Vergleichen Sie die Anzahlen der beim Einfligen betrachteten Hashtabellenplatze
diese drei Sondierungsverfahren. Welche Kosten sind fir eine erfolgreiche Suche
erwarten, wenn nach jedem vorhandenen Schliissel mit gleicher Wahrscheinlichkeit ¢
sucht wird?
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Aufgabe 4.4
Gegeben seien eine Hashtabelle der GréRe 7 mit der Belegung

0 1 2 3 4 5 6

t: 1 164 8 21 73 22 89

und die Hashfunktiorh(k) = (Quersummék)) mod 7. Als Kollisionsstrategie wird
guadratisches Sondieren angewandt.

a) Geben Sie alle Reihenfolgen an, in denen die Schlissel in die anfangs leere Ha
tabelle eingefligt worden sein kénnen.

b) Gibt es eine andere Reihenfolge, die zu einer geringeren durchschnittlich
Anzahl zu inspizierender Hashtabellenplatze bei der erfolgreichen Suche fiih
wenn die Suche nach jedem Schlissel gleich wahrscheinlich ist?

Aufgabe 4.5

Gegeben sei eine anfangs leere Hashtabelle mit 13 Elementen, in die der Reihe nact
Schliissel 1£21,27,28,8,18,15,36,5,2 mit Double Hashing eingefligt werden sollen.
Die zu verwendenden Hashfunktionen seigk) = k mod 13 und' (k) =1+ k mod 11.
Geben Sie die Belegung der Hashtabelle an, wenn die Schliussel

a) in der gegebenen Reihenfolge;

b) in sortierter Reihenfolge;

¢) in der gegebenen Reihenfolge mit Brents Algorithmus;

d) in sortierter Reihenfolge mit Brents Algorithmus;

e) in der gegebenen Reihenfolge mit Binarbaum-Sondieren;
f) in sortierter Reihenfolge mit Bindrbaum-Sondieren;

g) in der gegebenen Reihenfolge mit Ordered Hashing;

h) in sortierter Reihenfolge mit Ordered Hashing

eingeflgt werden.
Wieviele Hashtabellenplatze miissen beim Einfiigen eines der Schlussel, bei der
folgreichen und bei der erfolglosen Suche jeweils héchstens inspiziert werden?

Aufgabe 4.6

a) Sind die beiden bei Double Hashing verwendeten Hashfunktiofk¢r= k mod
7 undh’(k) = 1+ k mod 5 unabhéngig?

b) Isth'(k) = k? mod 7 eine fiih geeignete zweite Hashfunktion?
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Aufgabe 4.7

Losen Sie Aufgabe 4.5 fiir Robin-Hood-Hashing. Vergleichen Sie die erwartete Anza
inspizierter Hashtabelleneintrage fur die erfolgreiche Suche (bei gleicher Suchwat
scheinlichkeit fur jeden Schlissel) bei den Fallen a) bis h) der Aufgabe 4.5 mit Robir
Hood-Hashing mit dem Standard-Suchalgorithmus und mit smart searching. Dabei s
fur smart searching als Erwartungswert der Lange von Sondierungsfolgen gerade de
Mittelwert fur die gespeicherten Schliissel verwendet werden.

Aufgabe 4.8

Lésen Sie Aufgabe 4.5 fur Coalesced Hashing ohne Keller. Vergleichen Sie auch c
Effizienz der erfolgreichen Suche (vgl. Aufgabe 4.7). Bei welcher KellergréfZe ist in
Beispiel die erfolgreiche Suche am schnellsten, wenn die Hashfunktion weiterhin na
der Divisions-Rest-Methode gewahlt wird? Wie lang ist dann die langste Uberlaufkette
Bei welcher KellergroRe istim Beispiel die langste Uberlaufkette am kiirzesten, und wi
schnell ist dann die erfolgreiche Suche?

Aufgabe 4.9

Verfolgen Sie die Entwicklung einer nach linearem Hashing organisierten Hashdat
mit Datenblockkapazitdi = 2, wenn in die anfangs aus drei leeren Blécken bestehen:
de Datei die Schlissel 5, 12, 43, 16, 19, 1990, 53 in dieser Reihenfolge eingefligt we
den. Verwenden Sie dazu Hashfunktionen nach der Divisions-Rest-Methode und d
Schwellenwert 0.8 fiir den Belegungsfaktor als Ausloser einer Block-Split-Operation.

a) Wieviele Blocke werden fur die ersten vier, wieviele fur die ersten funf und wie-
viele fur alle sieben Schlussel verwendet?

b) Kommt es im Verlauf des Einfligens vor, daf3 sich die Anzahl der im Mittel fur
die erfolgreiche Suche bendétigten Externzugriffe verringert, obwohl sich die An:
zahl gespeicherter Schlussel erhéht hat? Welches ist der beste Wert, welches
schlechteste?

c) Gelangt man fur die gegebene Schliisselfolge zu einer besseren Speicherplatz:
nutzung oder einer besseren mittleren Anzahl von Externzugriffen fir die erfolg
reiche Suche, wenn man mit einer anderen anfanglichen DateigréR3e beginnt oc
einen anderen Schwellenwert fir den Belegungsfaktor wéahlit? Welches sind d
besten Werte?

d) Wie andert sich die Situation bei Verwendung einer ordnungserhaltenden Has
funktion?

Aufgabe 4.10

Geben Sie eine genaue algorithmische Beschreibung fiir das Entfernen eines Daten
zes einschliel3lich des Verschmelzens von Bldcken an. Betrachten Sie die in der Aufc
benstellung der Aufgabe 4.9 beschriebene Situation, und verfolgen Sie die Entwicklut
der Hashdatei, wenn alle SchlusseldierselberReihenfolge wieder entfernt werden,
in der sie eingefligt wurden. Beantworten Sie die Fragen a) bis d) von Aufgabe 4
entsprechend.
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Aufgabe 4.11

Betrachten Sie eine anfangs aus einem leeren Block bestehende Hashdatei mit Blocl
pazitatb = 2, die mit linearem Hashing organisiert ist, wobei die Hashfunktionen nacl
der Divisions-Rest-Methode gebildet werden und ein Block-Split stattfindet, wenn de
Belegungsfaktor den Wert 1 erreicht. Geben Sie je eine Folg&®&uhlisseln an, die

in der gegebenen Reihenfolge in die leere Hashdatei eingefuigt werden, so daf?

a) die mittlere Anzahl von Externzugriffen fur die erfolgreiche Suche lineamvon
abhangt und sich nach jeder Dateiverdopplung firr jeden Schliissel die Hashadr
se andert;

b) zu keinem Zeitpunkt Uberlaufblécke erforderlich sind;

¢) unter den wahrend einer Expansion noch nicht gesplitteten Bldcken stets sovi
Blocke tberlaufen, wie in dieser Expansion bereits gesplittet worden sind (ab
hoéchstens alle noch nicht gesplitteten Blocke).

Aufgabe 4.12

Geben Sie fir virtuelles Hashing ohne und mit Adre3tabelle eine genaue algorithmisc
Beschreibung fur das Entfernen eines Datensatzes einschlie3lich dem Verschmel
von Blécken an.

Aufgabe 4.13

Geben Sie fir erweiterbares Hashing genaue algorithmische Beschreibungen an
Suchen, Einfiigen und Entfernen von Datenséatzen einschlieBlich Aufteilen und Ve
schmelzen von Blécken und Verdoppeln und Halbieren der Adref3tabelle. Ein leer
Block kann explizit gespeichert, durch einen ihm eigenen Verweis dargestellt, od
durch einen fir alle Blocke gleichen Verweis dargestellt werden; wie unterscheide
sich die Algorithmen?

Aufgabe 4.14

In einem zweidimensionalen Gridfile reicht das Universum der ganzzahligen Schli
sel beider Dimensionen von 0 bis 20. Ein Datenblock kann héchstens vier Punki
ein Directory-Block hochstens vier Verweise speichern. Beim Split wird eine Regiol
im Zweifel senkrecht geteilt. Fiigen Sie in das anfangs leere Gridfile die Punkte (4,¢
(8,10), (18,4), (3,16), (14,18), (16,13), (11,2), (18,8), (12,9), (13,7), (20,7) und (16,
ein.

a) Wieviele Externzugriffe verursacht die teuerste der Einfligeoperationen, wer
von einer Operation zur nachsten kein Block im Hauptspeicher gepuffert wird
Wie lautet die Anwort, wenn ein Directory-Block jeder Ebene und ein Daten-
block gepuffert werden?

b) Wie hoch ist die Speicherplatzausnutzung von Datenblocken, wie hoch die v
Directory-Blocken, in der nach dem Einfigen aller Punkte entstandenen Situatic
im Mittel und fir den am besten und den am schlechtesten ausgenutzten Blocl
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c) Geben Sie eine Bereichsanfrage an, bei der die Anzahl gelesener Punkte, die ni
zur Antwort gehdren, am héchsten ist. Wieviele Blocke kdnnen dabei hdchster
gelesen werden?

d) Geben Sie eine erfolgreiche und eine erfolglose partielle Suchanfrage an, t
der die Anzahl gelesener Blocke am hochsten ist. Wieviele Punkte werden dakb
hdchstens gelesen, wieviele mindestens?

Aufgabe 4.15

Entwerfen Sie einen Algorithmus zur Beantwortung einer Anfrage nach einem néchst

Nachbarn (nearest neighbor, best match) eines gegebenen Anfragepunktes in eir

zweidimensionalen Gridfile. Der nachste Nachbar eines Anfragepunktes ist derjeni

Punkt in der betrachteten Menge, der zum Anfragepunkt die geringste Distanz hat.
Beziehen Sie neben der euklidischen MettiK)(@uch die Manhattan-Metrik ) und

die Maximums-Metrik L) in Ihre Uberlegungen ein. Zur Erinnerung: Die Distaiz

in Metrik L; zwischen zwei Punktefx,y) und(X,y) ist definiert al=i ((x,y), (X,Y)) =

(X=X +ly =y

Aufgabe 4.16

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der fur ein zweidimensionales Gridfile mit Nachbar
Verschmelze-Strategie das Entstehen von Verklemmungen verhindert.
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