Kapitel 3

Suchen

Das Suchen in Datenmengen ist eine der wichtigsten und grundlegendsten Operatior
die man mit Computern ausfihren kénnen mdchte. Man denke an das Suchen nach
nem Stichwort in einem Worterbuch oder einer Enzyklopadie, die Suche nach einer T
lefonnummer in einem Telefonverzeichnis, nach einem Namen in einer Symboltabell
nach einer Kontonummer, Personalnummer, usw. Wir setzen in diesem Kapitel durc
weg voraus, daf3 die Information, nach der wir suchen, durch einen Schlissel eindel
identifizierbar ist. Meistens nehmen wir der Einfachheit halber an, daf3 die Schlissel p
sitive ganze Zahlen sind, wie etwa Kontonummern, Personalnummern, Auftragsnur
mern. In der Praxis treten allerdings alphabetische Schlissel, also Namen ber ein
endlichen Alphabet, ebenfalls haufig auf. Wir lassen bei der Diskussion verschieder
Suchverfahren die tiber den Schlissel identifizierbare ,eigentliche” Information me
stens unberiicksichtigt. Als Argument fiir eine Suchoperation benutzen wir in der Reg
also den SuchschlusdelDie Suche nackin der Menge der gespeicherten Daten kann
entwedelerfolgreichenden bei einem Datum mit Schlusgedder abekerfolglos falls

es kein Datum mit Schliiss&lin der betrachteten Menge gibt. Im Falle einer erfolg-
reichen Suche nehmen wir natirlich an, da® wir Giber den Schliissel auch Zugriff auf c
~eigentliche” Information haben und diese Information etwa lesen, ausgeben, verande
kénnen.

Wir wollen in diesem Kapitel nur elementare Suchverfahren behandeln; das sir
Verfahren, die, wie allgemeine Sortierverfahren, nur Vergleichsoperationen zwische
Schliisseln ausfiihren. Arithmetische Operationen, die es erlauben, aus dem Suchsct
sel direkt die Speicheradresse zu berechnen, werden in diesem Kapitel ebensowe
behandelt wie besondere Datenstrukturen, die das Suchen und Wiederfinden ges
cherter Daten besonders unterstiitzen. Wir beschranken uns in diesem Kapitel im v
sentlichen auf die Diskussion der wichtigsten elementaren Verfahren zum Suchen in
nearen Listen, die sequentiell oder verkettet gespeichert sind. Arithmetische Verfahr
zur direkten Bestimmung der Speicheradresse aus einem gegebenen Schlussel we
ausfuhrlich im Kapitel 4 tGber Hashing behandelt. Ebenso werden die wichtigsten d
Suche unterstiitzenden Baumstrukturen in einem eigenen Kapitel 5 behandelt. Daf €
vorhandene Sortierung beim Suchen hilft, weil3 jeder aus alltaglicher Erfahrung. W
werden den méglichen Gewinn auch quantitativ abschatzen.
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Wir haben etwa beim Sortieren durch Auswahl und bei Heapsort gesehen, dal3 m:
che Sortierverfahren auf der Suche nach dem kleinsten Schliissel oder allgemeiner
Verfahren zum Suchen nach dé+kleinsten Schliissel aufbauen. Diese Suchoperatior
wird im Unterschied zur Suche nach einem gegebenen Schliissel Ublicherwéigs-als
wahl (Selectioh bezeichnet. Wir diskutieren das Auswahlproblem ebenfalls in diesen
Kapitel und zwar im Abschnitt 3.1. Abschnitt 3.2 enthalt die Gblichen elementare
Suchverfahren fiir sequentiell gespeicherte Schlussel. Im Abschnitt 3.3 diskutieren v
die wichtigsten Verfahren zur Selbstanordnung von linearen Listen. Das sind Verfahre
die nicht nur eine Suchoperation ausfiihren, sondern auch eventuell eine Umordnt
der Liste vornehmen, um kiinftige Suchoperationen schneller durchfiihren zu kénnel

3.1 Das Auswahlproblem

Um das Element mit kleinstem oder gréRtem Schliissel in einer Listél\Blementen

zu finden, genligt es, jedes Element der Liste einmal zu inspizieren. Sortieren ist nic
erforderlich. Sucht man das Element mit zweitkleinstem oder zweitgré3tem Schliss
kann man zunéchst das Element mit kleinstem bzw. gré3tem Schliissel bestimmen
aus der Liste entfernen und dann aus der RestlisteNvenl Elementen wiederum
das Element mit dem kleinsten bzw. gré3ten Schliissel bestimmen. Auf analoge We
fortfahrend kann man also das Elementrkiteinstem Schlissel, fir jedemit 1 <i <

N, durchi-malige Bestimmung des Elements mit jeweils kleinstem Schllissel aus Liste
mit N,N —1,....N—i+ 1 Elementen in insgesar@i(i - N) Schritten bestimmen. Fiir

i = N/2 liefert dies insbesondere ein Verfahren zur BestimmungrditerenElements
aus einer Folge voN Schliisseln, das Laufze®i(N?) hat. Das ist nicht sehr effizient,
denn in Kapitel 2 haben wir gesehen, daf3 eine FolgeN@&chlisseln irO(NlogN)

Zeit sortiert werden kann. Da in einer sortierten Schliisselfolgé-kleinste Schliissel

in O(N) Zeit bestimmt werden kann, &3t sich das mittlere Element einer Folgslvon
Schlusseln offenbar mit Laufzeél(NlogN) bestimmen.

Gibt es Verfahren, die deirkleinsten vorN Schliisseln und insbesondere den mitt-
leren Schlissel, den sogenannidedian schneller zu bestimmen erlauben? Die zwei
im Kapitel 2 behandelten Sortierverfahren Heapsort und Quicksort geben einen Hi
weis darauf, wie eine Verbesserung des naiven Verfahrens erreicht werden kénnte. \
kénnen versuchen, durch eine geeignete Datenstrukturrdaige Bestimmung des
jeweils kleinsten Schltissels aus immer kleineren Listen zu beschleunigen; das fuhrt
Verwendung von Heaps analog zu Heapsort. Andererseits kénnen wir eine Divide-ar
conquer-Strategie analog zu Quicksort verfolgen, umiddainsten voriN Schltisseln
zu bestimmen. Wir diskutieren beide Mdglichkeiten genauer.

Zur Bestimmung deskleinsten vorN Schliisseln kénnen wir aus den gegebeken
Schlusseln zunachst einen Heap herstellen. Anders als beim Verfahren Heapsort ba
wir aber einen sogenanntéfin-Heapauf, also einen Heap, bei dem die Schlissel der
Vater stetskleiner(oder gleich) den Schliisseln der S6hne sind. Das ist aber auch sch
der einzige Unterschied zu den im Abschnitt 2.3 verwendeten Heaps. Man speich
also die Elemente in einem Array und kann das Arra@{iN) Schritten in einen Min-
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Heap verwandeln. Das Element mit kleinstem Schliissel steht an der Wurzel (d.h.
Position 1 im Array). Nun entfernt marmal nacheinander das jeweils kleinste Element
aus dem Min-Heap, macht das letzte Element zur Wurzel und 1&Rt es versickern (w
bei Heapsort). Das kostet jedesn@{logN) Schritte. Auf diese Weise kann man das
i-kleinste Element in insgesa@{N +ilogN) Schritten bestimmen. Insbesondere kann
man so den Median i@(NIlogN) Schritten finden. Das ist schon besser als das naive
Verfahren, aber keineswegs optimal. Denn die folgende Uberlegung wird zeigen, d
man deni-kleinsten vonN Schlisseln stets in linearer Zeit, also@{N) Schritten
bestimmen kann.

Um das Element mii-kleinstem Schlissel zu bestimmen, teilen wir die gegebene
Folge vonN Elementen wie bei Quicksort beziiglich eines geeignet gewahlten Pivo
elements in zwei Teilfolgen auf. Nach der Aufteilung wird aber (im Unterschied zu
Quicksort) nur eine der durch Aufteilung entstandenen Teilfolgen weiter betrachtet.

Zum Aufteilen eines Bereichal],...,a[r] von Elementen verwenden wir folgende
Funktion:

function teile(l,r : integer, pivot: keytypeg : integer,
{teilt den Bereich d],...,a[r] in zwei Gruppen
a[l],...,am— 1] sind Elemente mit Schllisselpivot,
a[m|,...,a[r] sind Elemente mit Schliisselpivot;
die Funktion liefert als Wert den Beginn m der zweiten Gruppe}

Eine mogliche Implementation fur die Funktideile kann man leicht aus der im
Abschnitt 2.2 angegebenen Prozeduicksortablesen. Das gibt uns folgenden Algo-
rithmus, um das Element miitkleinstem Schliissel unter den Elemenggi, ..., a[r]
zu bestimmen (anfangs ist= 1 undr = N): Wir wahlen ein Pivotelementund teilen
den Bereich mit Hilfe der Funktioteile auf. Fallsi < m—1 ist, dann kommt das
kleinste Element in der ersten durch Aufteilung entstandenen Gruppe voi. Falls- |
ist, dann ist das Element mitkleinstem Schliissel ia]l],...,a[r] das Element mit
i—(m—1)-kleinstem Schlissel in der zweiten durch Aufteilung entstandenen Grupp
a[ml,...,a[r]. Wenn schlieBlich = r (undi = 1) geworden ist, haben wir das gesuchte
Element gefunden.

Man erhéalt das folgende naheliegende Programmgeriist fir das Verfahren:

procedureauswahl(l, r, i : integen;
{liefert das Element mit i-kleinstem Schliissel unter den Elementen
al],...,a[r;;eswirdr>1lund1<i<(r—I)+1vorausgesetkt
var m,v: integer,
begin
if r > | then {aufteiler}
begin
wabhle Pivotelementyv
m:= teile(l,r,v);
if i <m-—1)
then auswah{l,m—1,i)
elseauswah{m,r,i—m+1)
end
else {r=1}
{jetzt muRB i= 1 sein, also ist d] das gesuchte Element}
end
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Wenn wir das Pivotelement so ungtinstig wahlen, daf eine der durch Aufteilung er
stehenden Folgen stets nur ein Element enthalt und wir rekursiv jedesmal die and
Folge weiter betrachten missen, bendétigt dieses Verfahren zur Bestimmung des E
mentes mii-kleinstem Schlissel in einer gegebenen FolgeNdtiementen natirlich
Q(N?) Schritte.

Man kann gegentber diesem ungiinstigsten méglichen Fall also nur dann etwas
winnen, wenn es gelingt, das Pivotelement so zu wahlen, dal man bei jedem Auft
lungsschritt mit Sicherheit einen bestimmten Bruchteil der noch zu betrachtenden El
mente ausschlielen kann. Nehmen wir einfach einmal an, das Pivotelement kénne s
so bestimmt werden, daR eine Aufteilung eines BereichdWalementen nach diesem
Pivotelement zwei Gruppen liefert, die jewedisN und(1—q) - N Elemente haben, mit
einem festen Faktay, 0 < g < 1. Wir kbnnen ohne Einschrankung annehmen, gla
die groRere der beiden Zahlgund (1 — q) ist.

Nach der Aufteilung eines Bereichs der LamgenuR3 die Prozedususwahlzur Be-
stimmung des-kleinsten Elements dann hdchstens flr einen Bereich mit L§nble
aufgerufen werden. Die Aufteilung selbst (mit Hilfe der Funktieite) kann inO(N)
Schritten durchgefiihrt werden.

Bezeichnen wir mifT (N) die Anzahl der Schritte, die erforderlich ist, um das Ele-
ment miti-kleinstem Schlissel unt& Elementen mit Hilfe der Prozedauswahlzu
bestimmen, so gilt offenbar folgende Rekursionsgleichung:

T(N) = T(q-N)+c-N, miteiner Konstanteo

< ¢ N-SYg=c-N-—=0(N).
i;) 1-q

Das Verfahren zur Bestimmung dekleinsten Elementes ist also in linearer Zeit aus-
fuhrbar, wenn das Pivotelement stets richtig gewéahlt werden kann. Hier hilft die folger
de von Blum u.a. vorgeschlagekiedian-of-median-Strategj20].

Um in einer Folge vorN Elementen mit paarweise verschiedenen Schlisseln da
i-kleinste Element zu finden, benutze das folgende Verfafwswahi

0. {Rekursionsabbrugh
FallsN < Konstante, berechrieleinstes Element direkt und Stop. Sonst:

1. Teile dieN Elemente inL%J Gruppen zu je funf Elementen und hdchstens eine
Gruppe mit hdchstens vier Elementen auf.

2. Sortiere jede diesér%} Gruppen (in konstanter Zeit) und bestimme in jeder
Gruppe das mittlere Element. Es ist fir alle Flnfergruppen eindeutig bestimn
und auch fir die letzte Gruppe mit weniger als finf Elementen, wenn diese Gru
pe eine ungerade Zahl von Elementen hat. Hat die letzte Gruppe eine gerade Z
von Elementen, so wahle das groRere der beiden mittleren Elemente. Man erh
SO insgesamft%] Mediane in ZeitO(N).
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aufsteigend
<v
sortierte
Mediane <. . . V. o . .)
Funfer-Gruppen
. . . . .2V, .

aufsteigend sortierte Mediane

Abbildung 3.1

3. Wende das Verfahrefuswahlrekursiv auf die[%} Mediane an, um das mittlere
Elementv dieser Mediane zu finden. (Fal[l:%} gerade ist, ist das gréRRere der
beiden mittleren Elementesheil3t Median der Mediane. Abbildung 3.1 zeigt ein
Beispiel fiir den FalN = 35.

Jetzt wahlt man den Median der Mediane als Pivotelement fur die Aufteilunc
aller Elemente und féhrt wie bekannt fort:

4. Teile dieN Elemente bezlglick auf in zwei Gruppen: Gruppe 1 enthalt die
Elemente, die kleiner alssind und Gruppe 2 enthalt dé— k— 1 Elemente, die
groRRer alss sind. Die Aufteilung kann in Zei©(N) durchgefihrt werden.

5. Fallsi < k ist, bestimmt man mit Hilfe des VerfahreAsiswahlrekursiv das-
kleinste Element unter ddnElementen der Gruppe 1. list- k+ 1, so bestimmt
man mit Hilfe des Verfahren&uswahlrekursiv das — (k+ 1)-te Element in der
Gruppe 2. Falld = k+ 1 ist, hat man daste Element in der Ausgangsfolge
gefunden (namlick).

Die Wahl vonv als Median von Medianen sichert, daf? mit Ausnahme der Gruppe
in der v selbst vorkommt, und der méglicherweise vorkommenden einzigen Grupp
mit weniger als funf Elementen, jede Flunfergruppe mit mittlerem Element kleiner al
v wenigstens drei Elemente enthélt, die kleinenedénd. Genauso enthéalt jede Funfer-
gruppe mit mittlerem Element gréRer alsvenigstens drei Elemente, die groRenals
sind. (Abbildung 3.1 veranschaulicht die Situation fiir den Ra# 35.) Also gibt es in

der Ausgangsfolge wenigstens
1N 3N
AT=ZT=711=2)> — —
3:-(I5[511-2)2 75 -6

Elemente, die kleiner algsind, und ebenso viele Elemente, die groRevaiad.
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Daraus folgt sofort, daR das VerfahrAnswahlim Schritt 5 in jedem Fall fiir héch-
stens[7N/10+ 6] Elemente rekursiv aufgerufen werden muf3. Die Median-of-median
Strategie sichert also, dal man nach der Aufteilung stets einen festen Bruchteil
noch zu betrachtenden Elemente ausschliel3en kann. Dennoch folgt die Linearitét |
Laufzeit des angegebenen Verfahrens zur Auswahi-dksnsten Elements noch nicht
unmittelbar, da wir das Verfahren nicht nur im Schritt 5, sondern auch im Schritt 3 zL
Bestimmung des Medians vqi@] Elementen rekursiv aufgerufen haben. Wir rufen das
Verfahren also nicht nur einmal, sondern zweimal fir einen jeweils unterschiedliche
Bruchteil der urspringlich gegebenen Elemente auf. DalR die Laufzeit dennoch line
in N bleibt, sieht man folgendermalf3en ein.

Sei wiederT(N) die Anzahl der Schritte, die erforderlich ist, um das Element mit
i-kleinstem Schliissel unt&f Elementen mit Hilfe des angegebenen Verfahrens zu fin-
den. Dann liest man aus der Verfahrensbeschreibung sofort die folgende Rekursions

mel ab:
(*) TINZT GED +T <[%N+6D +a-N,

mit einer Konstanten.

Aus dieser Rekursionsformel 1aR3t sich wie folgt eine obere Schranke(filiy ab-
leiten. Wéhle eine Konstanteso, daflic > 80aundc > T(N)/N fur alle N < 91 gilt.
Wir zeigen durch Induktion, daB(N) < cN gilt; dabei ist es ausreichend, den Induk-
tionsschritt furN > 91 zu betrachten. In diesem Fall kam(N) abgeschéatzt werden
nach

T(N) < c [%1 +c- {%NJrGW +aN (nach Induktionsvoraussetzung, da
[¥] und [EN+6] fur N > 91
echt kleiner alN sind)

IN
o

1 7
=N . —N+7c+aN
N+c+e N+ 7c+a

9
= ¢-—N+8c+aN
10 +8c+

9 1

< C.1_0N+8c+8_0cN (nach Wahl vorx)
73N 8

= ¢ |gN+

< ¢N (wegenN > 91)

Wir halten fest:

Satz 3.1 Das i-te Element in einer Folge von N Elementen kann in héchstéR$ O
Schritten gefunden werden.

Dieser Satz ist von erheblichem prinzipiellem Interesse. Das zu seinem Beweis v
uns angegeben®uswahiVerfahren ist jedoch kaum von praktischem Wert, weil viele
Sonderfalle bericksichtigt werden missen, die das Verfahren fur Wekoenpliziert
machen; die asymptotisch geringe Laufzeit macht sich erst fiir sehr §rb8merkbar.
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3.2 Suchen in sequentiell gespeicherten lineare
Listen

Wir nehmen an, dal? die Elemente der zu durchsuchenden Liste Komponenten eines
folgt vereinbarten Arrays sind:

var a: array [0.. maxN of item

Die gegebeneN Elemente sollen an den Positiongn.1,N stehenN < maxN jedes
Elementa[i] hat eine Schlisselkomponeialg.key.

3.2.1 Sequentielle Suche

Das einfachste Suchverfahren, das keinerlei weitere Voraussetzungen verlangt, ist
sequentiellederlineare Suche. Wird ein Element mit gegebenem Schllkggsucht,

so durchlaufen wir alle Elemente des Arrays von vorn nach hinten oder umgeket
und vergleichen den Schlissel jedes Elements mit dem Suchschiissel. Die Suche k
erfolgreich abgeschlossen werden, sobald ein Element mit diesem Schigsfatden
wurde. Um nicht immer prifen zu mussen, ob bereits alle Listenelemente inspizie
wurden, verwendet man Ublicherweise einen Stopper an Position 0, der dafiir sorgt,
eine am Listenende beginnende Suche auf jeden Fall erfolgreich endet. Das flihrt :
folgenden programmtechnischen Realisierung des Verfahrens:

procedure sequentialsearctk : integer);
{durchsucht &1],...,a[N] nach Element mit Schliissdl k
var i : integer,
begin
a[0].key:=k; {Stopper}
i:=N+1;
repeat
i=i—-1
until afi].key=k;
ifi£0
then {ai] ist gesuchtes Element
else {es gibt kein Element mit Schitissél k
end {sequentialsearch}

Es ist offensichtlich, daR das Verfahren im schlechtesteriN-alll Schlisselverglei-
che fiir eine erfolglose Suche bendétigt. Wenn man annimmt, dal3 jede Anordnung ¢
N Schlissel gleichwahrscheinlich ist, wird man erwarten kdnnen, daf? eine erfolgreicl
Suche im Mittel

N+1

N
%iZj:T

Schlisselvergleiche ausfiihrt.
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Naturlich kdnnte man dieses Suchverfahren leicht auch fiir verkettet gespeicherte
neare Listen entsprechend implementieren. Das Verfahren macht namlich von der M¢
lichkeit des direkten Zugriffs auf ein Element iber seine Position innerhalb der List
keinen Gebrauch. Das ist bei allen folgenden Verfahren anders.

Daruberhinaus setzen wir fiir den Rest des Abschnitts 3.2 voraus, daf3 die Listene
mente nach aufsteigenden Schliisselwerten sortiert vorliegen. Es gilt also

a[1].key< a[2].key< ... < a[N].key

3.2.2 Binare Suche

Das binare Sucherolgt der Divide-and-conquer-Strategie und kann am einfachstelr
rekursiv beschrieben werden:

Verfahren binaresSucher(L : Liste k: Schltsset
{suchtin der Liste L mit aufsteigend sortierten Schliisseln nach Element
mit Schltissel k

1. Falls L leer ist, endet die Suche erfolglos; sonst betrachte das Elermant a
an der mittleren Position min L.

2. Falls k< a[m|.key, durchsuche die linke Teillistd1d...,a[m— 1] nach
demselben Verfahren.

3. Falls k> a[m|.key, durchsuche die rechte Teillistgra+ 1],...,a]N] nach
demselben Verfahren.

4. Sonstist k= ajm].key und das gesuchte Element gefunden.

Zur programmtechnischen Realisierung dieses Verfahrens ist es bequem, die Gr
zen des zu durchsuchenden Bereichs explizit als Parameter einer rekursiven Proze
mitzuflhren.

procedure binsearch(, r, k : integep);
{durchsucht d],...,a[r] nach einem Element mit Schlissgl k
var m: integer,
begin
m:= (I +r) div 2;
if1>r
then {Liste leer, Suche endet erfolglos
else
begin
if k < alm].key
then binsearchil, m— 1, k)
else ifk > a[m].key
then binsearchim-+ 1,r,k)
else {ajm].key= k; Suche endet erfolgrei¢h
end
end
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Ein Aufruf im Hauptprogramm der Forrhinsearch(1,N,K) liefert dann das ge-
wiinschte Ergebnis.

Die angegebene programmtechnische Realisierung des bindren Suchens ist nati
nur eine von vielen Moglichkeiten. Wir geben als zweite Variante noch eine iterativ
Version an.

function binsearch(k : intege) : integer,
{liefert den Index eines Elementes mit Schlissel k im Ber¢lth a,
a[N], falls es ein Element mit diesem Schlussel gibt, und 0 sonst
var m, |, r: integer,
begin
l:=1;r:=N;
repeat
m:= (I +r) div 2;
if k < a[m].key
thenr:=m—-1
elsel :=m+1
until (k= a[m|.key or (I >r);
if k= a[m].key
then binsearch=m
elsebinsearch=0
end

Weil wir nach jedem Vergleich des Suchschlisgatsit dem Schliissel des mittleren
Elementes des zu durchsuchenden Bereichs die Halfte der noch zu betrachtenden |
mente ausschliel3en kdnnen, folgt unmittelbar, daf3 bei bindrer Suche fir erfolgreic
und erfolglose Suche in einem Array mitElementen niemals mehr dl®g,(N + 1)]
Schlussel miteinander verglichen werden.

Zur Abschatzung des mittleren Suchaufwands belastet man tblicherweise das Ins
zieren eines Schlussels und die gegebenenfalls notwendige Entscheidung, in der linl
oder rechten Halfte weiterzusuchen, mit den Kosten 1. Die zum Wiederfinden eine
Elements erforderlichen Kosten sind dann gleich der Zahl der ausgefiihrten Schliiss
vergleiche nur unter der Annahme, dalR das Verfahren bindre Suche in einer Progra
miersprache implementiert wird, die einen Vergleichsoperator mit drei moglichen Aus
gangen besitzt. Man nimmt also an, dal} man in einem Schritt feststellen kann, ob e
gesuchter Schlissel gleich, kleiner oder groR3er als ein inspizierter Schlussel ist. M
beachte, dal3 beispielsweise die iterative Pascal Version des Verfahrens bindre Su
jeweils zwei Schlusselvergleiche fiir diese Feststellung bendtigt.

Um den mittleren Suchaufwand des Verfahrens bindre Suche abschéatzen zu konr
nehmen wir an, dafl = 2" — 1 ist, fir passendes Dann erfordert das Wiederfinden
des Elementes an der mittleren Position genau eine Kosteneinheit, das Wiederfinc
der Elemente an der mittleren Position in der jeweils linken und rechten Hélfte gene
zwei Kosteneinheiten, usw. Es werden also geaul) Kosteneinheiten benétigt, um
eins von 2 Elementen wiederzufinden= 0,....,n—1.Firn=3,alsoN=22—-1=7,
kann man diesen Zusammenhang durch Abbildung 3.2 veranschaulichen.

Damit ergibt sich fiir den mittleren Suchaufwand des bindren Suchens:
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Positionen 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl der , , } } } } |
Kosteneinheiten: 3 2 3 1 3 2 3
Abbildung 3.2
1
Cnit(N) = N(Gesamtkosten
1 n—1 .
= =5({+1-2
N 2,
1 n 1

Q

logy(N + 1) — 1, flir grof3eN.

Im Mittel verursacht bindres Suchen also etwa eine Kosteneinheit weniger als i
schlechtesten Fall.

3.2.3 Fibonacci-Suche

Ein dem binaren Suchen analoges Suchverfahren igtid@nacci-SucheDieses Ver-
fahren fiihrt keine (ganzzahlige) Division zur Bestimmung der jeweils mittleren Posi
tion des Suchbereichs durch, sondern kommt mit Additionen und Subtraktionen al
Anstatt den Suchbereich wie beim bindren Suchen jeweils strikt in der Mitte zu te
len, nimmt man bei der Fibonacci-Suche eine Teilung entsprechend der Folge ¢
Fibonacci-Zahlen vor, die wie folgt definiert sind:

Fo=0,F=1 Fh=F1+F2 fur(n>2).

Nehmen wir nun der Einfachheit halber an, daf? das zu durchsuchende Feld die Lal
F,— 1 hat, es sei alsbl = F, — 1. Dann teilen wir den zu durchsuchenden Bereich
entsprechend dem Paar der vorangehenden Fibonacci-Zahlen auf (vgl. Abbildung 3.
Die Fibonacci-Suche kann also folgendermaf3en beschrieben werden: Vergleiche
Schlussel des Elements an der PositienF,_, mit dem gesuchten SchliisdelFalls
afi].key> kiist, durchsuchen wir den linken (unteren) Bereich Fit, — 1 Elementen
auf dieselbe Weise. Fali§i].key< k ist, durchsuchen wir den rechten (oberen) Bereich
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Fn_2_ 1 Fn_l_ 1

Fo—1

Abbildung 3.3

mit F,_1 — 1 Elementen auf dieselbe Weise. dfif.key= k, so endet die Suche erfolg-
reich. Die Suche endet erfolglos, wenn der im Anschlul® an einen Schliisselvergleich
durchsuchende Rest des Feldes leer geworden ist.

Um flr einen Suchbereich mit Lange — 1 die Position des néachsten zu betrachten-
den Elements leicht finden zu kénnen, merken wir uns zu jedem Suchbereich jewe
ein Paar von Fibonacci-Zahlen. Zu einem Bereich mit L&fjgel merken wir uns das
Paar(fy, f2) = (Fj—3,Fj—2).

Nehmen wir also an, der zu durchsuchende Bereich habe die IErgé und wir
kennen(fy, f2) = (Fj_3,Fj_2). Dann wird der Suchschlussklals nachstes mit dem
Schlussel des Elements an Positiea f, verglichen.

Fallsk > a[i].keyist, miissen wir rechts weitersuchen. Der zu durchsuchende Bereic
hat dann die Lang€&j_1 — 1. Er ist leer, fallsFj_; = 1 ist, was wir am Wert vorf;
leicht ablesen konnen. Sobald= Fj_3 = 0 (undFj_> = 1) geworden ist, isFj_1 =
Fj_3+Fj_2= 1. Als neues Paar von Fibonacci-Zahlen missen wir uns bei nichtleeret
Bereich das Paar

(f1,f2) = (Fj-4,Fj—3)

merken, das man aus dem alten Rdasf2) leicht wie folgt erhalt:
(f1, f2) = (fa— f1, f1)

Fallsk < a[i].keyist, miissen wir links weitersuchen. Der zu durchsuchende Bereich he
dann die Lang&j_»>— 1. Erist leer, fallF_, = 1, alsof, = 1 geworden ist. Als neues
Paar von Fibonacci-Zahlen miissen wir uns bei nichtleerem Bereich das Paar

(1, 2) = (Fj_s,Fj_4)

merken, das ebenfalls aus dem alten Régarf,) leicht berechnet werden kann.

In der folgenden programmtechnischen Realisierung des Verfahrens Fibonacci-Suc
gehen wir davon aus, dal3 die Fibonacci-ZatlignF,_ 2, F,_3 explizit gegeben sind,
also etwa als Konstanten im Rahmenprogramm der Suchprozedur vereinbart wurdel
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procedure fibsearch(k : integer);
var i, fq, f2, aux: integer,
gefunden, nichtgefundeiboolean
begin
gefunden= false nichtgefunden= false
fii=Fn_g f2i=F2 1= 13
repeat
if k > a[i].key {oberen Bereich durchsuchgn
then
if f1 =0 {Suche beendgt
then nichtgefunden= true

else
begin
=i+ fq
aux:= fq;
fl = f2 — fl;
fo := aux
end
else
if k < a]i].key {unteren Bereich durchsuchgn
then

if f2 =1 {Suche beendgt
then nichtgefunden= true

else
begin
ii=i— fq;
f2 = fz— fl;
fl = fl — f2
end

else {k = a[i].key}
gefunden= true
until gefunderor nichtgefunden
{Ausgabe von i, falls gefunden, sonst Fehlermeldung
end

Wieviele Schlisselvergleiche werden bei der Suche nach einem Schtussadi-
mal ausgefiihrt? Ausgehend von einem Suchbereich mit LEngd ist die Léange des
nachsten zu durchsuchenden Bereichs hoch$igns- 1. Daher sind zum Durchsu-
chen eines Bereichs mit Anfangslarige- 1 mit Hilfe von Fibonacci-Suche schlimm-
stenfallsn Schlisselvergleiche erforderlich. Nun ist

- (00 (57)- (557

c-1.618", mit einer Konstanteo.

Q
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FUrN+1=c-1.618' Elemente bendtigt man al§¥(n) Schlisselvergleiche im schlech-
testen Fall; d.h. die maximal erforderliche Anzahl von Schlisselvergleichen ist

Cmax(N) = O(logy g18(N + 1)) = O(log, N),

also von derselben GréRBenordnung wie beim bindren Suchen. Man kann zeigen, c
auch die im Mittel ausgefuihrte Anzahl von Schlusselvergleichen von dieser GrolRe
ordnung ist, vgl. dazu z.'&)].

3.2.4 Exponentielle Suche

Binare Suche und Fibonacci-Suche setzen voraus, daR man die Lange des zu ur
suchenden Bereichs vor Beginn der Suche kennt. Es kann aber Falle geben, in de!
der Suchbereich zwar endlich, aber ,praktisch* unbegrenzt groR3 ist. In einem solche
Fall ist es verniinftig, zu einem gegebenen Suchschlésseiachst eine obere Grenze
fur den zu durchsuchenden Bereich zu bestimmen, in dem ein Element mit Schlis:
k liegen muf3, wenn es Uberhaupt ein solches Element gibt. Dieser Idee folypdie
nentielle Suche

Um in einer Listea[1],...,a[N] mit sehr groRenN ein Element mit Schilissé zu
finden, bestimmen wir zunachst in exponentiell wachsenden Schritten einen Bereich,
dem ein solches Element liegen muf3, wie folgt:

i=1;
while k > a[i].keydoi :=i+i;

Fir das auf diese Weise bestimmtglt dann
afi/2].key< k < aji].key

(Dabei wirda]0] = 0 angenommen.) Es geniigt also, diesen Bereich nach einem El¢
ment mit Schlissek zu durchsuchen. Weil wir vorausgesetzt haben, dal3 die Elemer
te aufsteigend sortierte, verschiedene positive ganzzahlige Schliissel haben, wach
die Schliussel mindestens so stark wie die Indizes der Elemente. Daheir iwicker
oben angegebenevhile-Schleife maximal logk mal, beginnend beim Anfangswert 1,
verdoppelt. Das gesuchtdaft sich also mit logk Schliisselvergleichen bestimmen.
Ebenso ist klar, daf3 der Suchbereich

ali/2),ali/2+1),...,ali]

maximalk Elemente enthalten kann. Durchsucht man diesen Bereich nun mit Hilf
des Verfahrens binares Suchen oder Fibonacci-Suche, so werden no€(ioglk)
Schlisselvergleiche ausgefihrt. Exponentielle Suche erlaubt es also, in einer Folge \
N Elementen mit aufsteigend sortierten Schliisseln nach einem Element mit Schlis
k stets inO(logk) Schritten erfolgreich oder erfolglos zu suchen. Das ist immer danr
ein sinnvolles Verfahren, wernsehr klein im Vergleich zIN ist.
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3.2.5 Interpolationssuche

Bei bindrer Suche und Fibonacci-Suche hangt die Position des jeweils nachsten ins
zierten Elements nur von der Lange des Suchbereichs, nicht aber von den Werten
Schlissel im Suchbereich ab. Aus dem taglichen Leben weil? man, da das in m.
chen Fallen nicht sinnvoll ist. Man denke etwa daran, wie wir Ublicherweise nach e
nem Namen in einem dicken Telefonbuch einer gro3en Stadt suchen. Suchen wir et
nach dem Namen ,Bayer”, werden wir das Buch weit vorne, suchen wir den Name
»Zimmermann*, werden wir es weit hinten aufschlagen. Wir schatzen also intuitiv die
Position des Namens (des Suchschliissels) aus dem Wert. Diese Idee fihrt zu eir
Suchverfahren, das alaterpolationssuchéekannt ist. Man kann es am einfachsten
als eine Variante des binaren Suchens erklaren. Beim bindren Suchen haben wir
nachstes zu inspizierendes Element das Element mit imagswaéhlt, wobei

m:l+%(r—|)

ist undl undr die linke und rechte Grenze des Suchbereichs bezeichnen. Bei der |
terpolationssuche ersetzt man nun den Fa%tduurch eine geeignete Schatzung fur die
wahrscheinliche (oder erwartete) Position des Suchschlissels

k—a[l].key
m=1+ afr].key—all].ke (r=0

Nattrlich muf3 mam noch zur néachstkleineren oder -gréf3eren Zahl runden. Es ist sc
fort klar, daf? dies nur dann eine gute Schatzung fir die Position des Suchschliiss
im Bereichalll,...,a[r] ist, wenn die Schlisselwerte in diesem Bereich einigermafiel
gleichverteilt sind. Man kann zeigen (vgl. z.m%), daf Interpolationssuche im Mit
tel log, log, N+ 1 Schliisselvergleiche ausfuffvenn Ni&chliissel unabhéngig und

gleichverteilte Zufallszahlen sind. Man beachte aber, dal’ dieser Vorteil der gering
Anzahl von Schliisselvergleichen durch die groRere Komplexitat der auszufihrend
arithmetischen Operationen leicht wieder verloren geht. AuRerdem benétigt Interp
lationssuche im schlimmsten Fall linear viele Schliisselvergleiche, im Unterschied :
allen anderen in Abschnitt 3.2 vorgestellten Suchverfahren, die Sortierung ausnutze

3.3 Selbstanordnende lineare Listen

Sind die Zugriffshaufigkeiten fur die Elemente linearer Listen sehr unterschiedlicl
kann es ratsam sein, die Elemente, auf die haufig zugegriffen wird, moglichst weit vo
und die Elemente, auf die selten zugegriffen wird, am Ende der Liste zu plazieren, ul
die Liste dann stets linear von vorn nach hinten zu durchsuchen. Leider kennt man al
oft die (relativen) Zugriffshaufigkeiten nicht im voraus, so dall man sie auch bei de
Organisation von Listen nicht berlicksichtigen kann. Man kann aber versuchen, na
jedem Zugriff auf ein Element die Liste so zu verandern, dal eine kiinftige Suche na
diesem Element schneller geht. Wir diskutieren in diesem Abschnitt die wichtigste
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Strategien zur Selbstanordnung von Listen, die dieses Ziel verfolgen. Die betrachtet
Listen sind im allgemeinen nicht nach Schlusselwerten sortiert und kdnnen sequenti
oder verkettet gespeichert vorliegen.

Folgende drei Strategien sind in der Literatur besonders ausfihrlich untersucht we
den:

MF-Regel(Move-to-front): Mache ein Element zum ersten Element der Liste, nach
dem auf das Element (als Ergebnis einer erfolgreichen Suche) zugegriffen wurde. C
relative Anordnung der tbrigen Elemente bleibt unveréndert.

T-Regel(Transpose): Vertausche ein Element mit dem unmittelbar vorangehende
nachdem auf das Element zugegriffen wurde.

FC-RegelFrequency Count): Ordne jedem Element einen Haufigkeitszahler zu, de
anfangs 0 ist und die Anzahl der Zugriffe auf das Element speichert. Nach jedem Zugr
auf ein Element wird dessen Haufigkeitszéhler um 1 erhght. Ferner wird die Liste nac
jedem Zugriff neu geordnet und zwar so, dafl3 die Haufigkeitszahler der Elemente
absteigender Reihenfolge sind.

Die Wirkung dieser Regeln wird dann besonders klar, wenn die Zugriffshaufigkeite
der Elemente sehr unterschiedlich sind oder die Suchargumente in der Zugriffsfol
stark gebuindelt auftreten. Zur Verdeutlichung betrachten wir folgendes Beispiel.

Gegeben sei die aufsteigend sortierte Liste von sieben Schliis@®4. 5,6, 7. Die
erste Zugriffsfolge greift auf die Elemente in der Liste zehnmal nacheinander in de
Reihenfolge 1...,7 zu. Die zweite Zugriffsfolge greift zunachst zehnmal auf 1, dann
zehnmal auf 2, usw. und schlieRlich zehnmal auf 7 zu.

In beiden Zugriffsfolgen wird auf jedes Element der gegebenen Liste zehnmal z
gegriffen. Was sind die Kosten, wenn man auf die Elemente etwa nhach der MF-Rec
zugreift? Es ist Ublich, als Kosten (oder Schrittzahl) fur den Zugriff auf ein Element
das sich an Positionin der Liste befindet,anzusetzen. Dann kann man die Kosten fir
beide Zugriffsfolgen leicht angeben.

Die ersten sieben Zugriffe der ersten Folge benbtigéqi = %‘ Schritte. Danach
befinden sich die sieben Schlissel in der Anordnu®gy, ... ., 1. Jeder weitere Zugriff
der ersten Folge bendétigt jetzt genau sieben Schritte, weil das jeweils néchste gesuc
Element ganz am Listenende steht. Als durchschnittliche Kosten pro Zugriff der erste
Zugriffsfolge erhalt man also:

7-8
L'g'? -67
10-7

In der zweiten Zugriffsfolge bendtigt d€t0- i + 1)-te Zugriff jeweils (i + 1) Schritte
(0<i < 7). Alle anderen Zugriffe bendétigen nur einen Schritt, da sich das Element, at
das nach der MF-Regel zugegriffen wird, bereits am Listenanfang befindet. Es ergeb
sich in diesem Fall also als durchschnittliche Kosten:

Zi7=1i+9'7'1_13
10-7 -

Die relative Zugriffshaufigkeitist in beiden Fallen fur alle Schliissel gleich. Vorabsortie
rung und statische Anordnung nach abnehmenden relativen Zugriffshaufigkeiten ka
also nichts bringen. Die Liste kann irgendwie, muf? aber fest angeordnet werden. Da
sind die durchschnittlichen Zugriffskostét0- 57 ;i)/70= 4.
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Das zeigt, dal3 die MF-Regel zu geringeren durchschnittlichen Kosten fiihren kal
als die ,beste” statische Anordnung. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn ¢
Suchschlussel in der Zugriffsfolge stark gebiindelt auftreten.

Das Vorziehen eines Elements an den Listenanfang nach der MF-Regel ist naturl
eine sehr drastische Veranderung, die erst allmahlich korrigiert wird, wenn ein ,se
tenes" Element ,irrtimlich“ an den Listenanfang gesetzt wurde und auf das Eleme
dann lange nicht mehr zugegriffen wird. Die T-Regel ist in diesem Punkte vorsichtige
und macht entsprechend geringere Fehler; die hdufig gesuchten Elemente wandern
ganz allméhlich an den Listenanfang. Man kann aber leicht Zugriffsfolgen angeben,
daB Zugriffe nach der T-Regel praktisch tiberhaupt nichts niitzen: Man betrachte et
eine Folge von Zugriffen, in der man immer wieder auf die letzten beiden EleriNente
N—1,N,N—1,...derListe 1...,N zugreift. Jeder Zugriff verursacht die maximalen
KostenN.

Die FC-Regel sorgt dafur, dal3 nach jedem Zugriff die Listenelemente nach abne
mender Zugriffshaufigkeit geordnet sind. Diese Regel hat gegenuber den beiden an
ren den schwerwiegenden Nachteil, daf3 man zusatzlichen Speicherplatz zur Aufnah
der Haufigkeitszahler bereitstellen mul3. Falls man die Zugriffshaufigkeiten nicht ohn
hin aus anderen Grinden mitfihrt (etwa, um eine Benutzerstatistik aufzustellen), lof
die Verwendung der FC-Regel also nicht.

In der Literatur sind neben den genannten noch zahlreiche weitere Permutations
ﬁ] zur Selbstanordnung von Listen vorgeschlagen worden. Eine gute Ubersicht g

as ist die optimale Strategie? Offenbar ist diese Frage schon deshalb nicht leic
zu beantworten, weil eine allgemein akzeptierte, prazise Fassung des Optimalitats
griffs schwierig ist. Der Optimalitéatsbegriff muf3 ja nicht nur unterschiedliche Zugriffs-
haufigkeiten, sondern auch Clusterungen von Zugriffsfolgen, die sogenarkatitat,
bertcksichtigen kdnnen. Daher findet man in der Literatur meistens nur asymptotisc
Aussagen Uber das erwartete Verhalten der Strategien zur Selbstanordnung fiir Zugri
folgen, die bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilungen gentigen, Lokalitat in Zugriffs
folgen bleibt unbericksichtigt. Besonders die MF-Regel ist in dieser Richtung intens
untersucht worden. Es gibt ferner eine Reihe experimentell ermittelter Mel3ergebnis
fur reale Daten. So berichten Bentley und McGehl?]: Die T-Regel ist schlechter a
die FC-Regel; die MF-Regel und die FC-Regel s ergleichbar gut, die MF-Regel i
allerdings in manchen Fallen besser.

Man versucht also, die verschiedenen Strategien zur Selbstanordnung von Listen
lativ zueinander zu beurteilen. Ein bemerkenswertes theoretisches Ergebnis in die
Richtung, das das sehr gute, beobachtete Verhalten der MF-Regel untermauert, gel
Sleator und Tarjar.Z]. Zur Formulierung ihrer Aussage fithren wir zunachst einig
Bezeichnungen eit:

Wir denken uns eine Liste vadd Elementen gegeben, auf der wir eine Fadg®nm
Zugriffsoperationen ausfihren wollen. Verfahresei eine Strategie zur Selbstanord-
nung, also etwa die MF- oder T-Regel oder irgendeine andereCMg) bezeichnen
wir die gesamte Schrittzahl zur Ausfiihrung aller Zugriffsoperationen der Bplye-
ginnend mit der anfangs gegebenen Liste. Dabei nehmen wir an, dal’ der Zugriff ¢
ein Listenelement an Positidngenaui Schritte benétigt; Vorziehen eines Elements,
auf das zugegriffen wurde, an eine ndher am Listenanfang befindliche Position kos
nichts. Die dazu erforderlichen Vertauschungen benachbarter Elemente nenken wir
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stenfreie Vertauschungedede andere Vertauschung benachbarter Elemente heif3t ei
zahlungspflichtige Vertauschurgie wird mit den Kosten 1 belastet. Wir betrachten al-
so nur solche Algorithmen zur Selbstanordnung, die nach dem Zugriff auf ein Elemel
dieses an eine andere Stelle bewegen und sonst alles fest lassen. Die Vertauschung
Elementes mit einem linken Nachbarn ist frei; jede Vertauschung mit einem rechte
Nachbarn kostet eine Einheit.

Ca(s) ist also die Gesamtzahl der Schritte zur Ausfihrungsohne zahlungspflich-
tige Vertauschungefra(s) bezeichne die Anzahl der kostenfreien uds) die Anzahl
der kostenpflichtigen Vertauschungen bei Ausfiihrung varnit VerfahrenA. Fir die
MF-, T- und FC-Regel gilt natirlich:

Xui (3) = Xr(9) = Xec(9) = 0

Greift man auf ein Element an Positiorzu, so kann man das Element anschlieend
maximal mit allen(i — 1) vorangehenden Elementen kostenfrei vertauschen. Daher mu
fur jede Strategid\ gelten:Fa(s) < Ca(s) —m. Nun gilt [.]:

Satz 3.2 Fur jeden Algorithmus A zur Selbstanordnung von Listen und fiir jede Folge
von m Zugriffsoperationen gilt

CwvE (S) <2 CA(S) + XA(S) — FA(S) -m.

Dieser Satz besagt grob, daf die MF-Regel h6chstens doppelt so schlechjadiwie
andere Algorithmus zur Selbstanordnung von Listen. Die MF-Regel ist damit nich
wesentlich schlechter als die beste Uberhaupt denkbare Strategie. Selbst Vorkenntn
Uber die Zugriffsverteilung kénnen nicht viel nutzen. Sleator und T: [172] beweise
sogar ein noch etwas stérkeres Resultat, da sie auch Einflige- und ichoperatione
der Operationsfolgezulassen.

Der Beweis des Satzes benutzt eine Technik, di®aftkkonto-Paradigmbekannt
geworden ist. Es dient dazu, die durchschnittlichen Kosten pro Operation fur eine b
liebige Folge von Operationen nach oben hin abzuschétzen. Eine solche Abschétz
nennt man einamortisierte Worst-casémnalyse. Wirde man jede Einzeloperation ei-
ner beliebig gewahlten Operationsfolge einfach durch die schlechtestenfalls moglicl
Schrittzahl abschatzen, wiirde man im allgemeinen eine unrealistisch schlechte A
schatzung der fiir eine Folge von Operationen erforderlichen Schrittzahl erhalten. De
in vielen Fallen bendtigen nur sehr wenige Operationen einer ganzen Folge von Of
rationen den fur eine Einzeloperation méglichen Maximalaufwand. Das Bankkontc
Paradigma ist eine Methode zur Ermittlung und Verteilung der anfallenden Gesamtk
sten.

Wir ordnen daher jedem bei der Abarbeitung der Zugriffsfolge auftretenden Bearbe
tungszustand einen Kontostand zu. Eine Einheit auf dem Konto reprasentiert gewiss
malfien eine Kosteneinheit bei der Abschatzung der Gesamtkosten. Genauer: Seien
Liste L, eine Folges von m Zugriffsoperationen und ein Algorithmus zur Ausfih-
rung gegeben. Wir wollen den Aufwand bei der Abarbeitungvnach der MF-Regel
Cwre (s) mit dem AufwandCa(s) bei Abarbeitung vors mit Hilfe von A vergleichen.
Dazu lassen wiA undMF die Operationsfolgs gleichzeitig, parallel abarbeiten. An-
fangs starteh undMF mit derselben Liste. Nach Ausfihrung jeder weiteren Operation
sind die vonA und MF erzeugten Listen im allgemeinen verschieden; dieses Paar vo
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Listen charakterisiert den bis dahin erreichten Bearbeitungszustand. Wir werden it
einen Kontostang zuordnen.

Nun definieren wir als diamortisierte Zeit azur Ausfihrung def-ten Operation
der Folges die wirkliche Schrittzahl (Zeit); zur Ausfiihrung dieser Operation plus die
Differenz@ — @ _1 der Kontostande. Dabei bedeugetden Kontostand nach Ausfih-
rung den-ten Operation ung) _; den Kontostand vor Ausfiihrung deten Operation,
also nach Ausfuhrung défr — 1)-ten Operation der Folge D.h. es ist

a=t+@—@_q1, furl<i <m

(o ist der Kontostand zu Beginn, d.h. vor Ausfiihrung der Operationsfolgamit gilt:

m m
a = t + Om— @o, also
2% T
m m
Y= Yat+@-—onm
=1 =1

Wir kénnen also die gesamte (wirkliche) Schrittzahl zur Ausfiihrung®perationen
der Folges nach oben abschatzen, wenn es uns gelingt, die amortisierten kps$iien
jedesl nach oben abzuschétzen, und wenngyiund @y kennen.

Als ersten Schritt miissen wir also jedem Bearbeitungszustand einen Kontostand .
ordnen. Bearbeitungszustande sind durch das Paar von Listen, also die erreichte Per
tation von Elementen der Liste, charakterisiert, auf der die nachste Zugriffsoperati
nach dem VerfahreA bzw. nach der MF-Regel operiert. Wir ordnen daher ganz allge-
mein zwei ListenL; undL,, die dieselben Elemente in unterschiedlicher Anordnung
enthalten, eineKontostand balL1,L2) wie folgt zu:

bal(L1,L2) = Anzahl der Inversionen von Elementenlinbzgl. L

Dabei heil3t ein Padrj von Elementen eine Inversion i bzgl.L1, wenni in L, vor
j undi in L1 nachj auftritt.

Beispiel: Gegeben seien die zwei Listen

Ly : 4,351,726
L, : 3,6250147

Dann gilt inLy: 3 vor 4, 6 vor 2, 6 vor 5, 6 vor 1, 6 vor 4, 6 vor 7, 2 vor 5, 2 vor 1,
2 vor 4, 2 vor 7, 5 vor 4, 1 vor 4, aber iy der Reihe nach jeweils die umgekehrte
Relation; alle anderen Paare steher.srundL; in derselben Anordnung. Es ist also
ba|(L1, L2) =12.

Wenn(i, j) eine Inversion vori, bzgl.L; ist, so ist(j,i) eine Inversion irL; bzgl.
L,. Daheristhal(Ls,L>) = bal(Ly,L;1), obwohl die Definition des Kontostandes fiir ein
Paar von Listen asymmetrisch formuliertist. Der KontostaaldL1,L,) mif3t, wieviele
Elemente inL, ,falsch” stehen, wenn man die Reihenfolge der Elementg ials die
Lrfichtige” ansieht. Deshalb kann man die ElementeijmundL, auch so umnumerieren
und umbenennen, dal’ in gerade 1, 2, 3,..,N in dieser Reihenfolge auftreten und
die Inversionszahl unverandert bleibt.
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Wir erlautern dies fiir die beiden oben angegebenen Listen mit sieben Elementen. C
erste Element 4 ih; kommt an Position 6 ih, vor; das zweite Element 3 iy kommt
an Position 1 irL, vor, usw. Statt die Listeh; undL, zu betrachten, kénnen wir also
auch die folgenden nehmen:

L/ : 1,2,3,4,5,6,7
L) : 27,6,3,4,15

Esistbal(L1,L,) = bal(Ly,L>"), wie man leicht nachprift.

Nun wollen wir die amortisierten Kostem derl-ten Zugriffsoperation nach der MF-
Regel durch die Zugriffskosten auf dasselbe Element nach der A-Regel abschatzen. |
Bearbeitungszustand vor Ausfihrung der Zugriffsoperation sei charakterisiert durch d
PaarLa und Lye von Listen. Wir kbnnen annehmen, dag die Liste 12,...,N ist
und auf das-te Element in La zugegriffen wird. Der Kontostand vor Ausfiihrung der
Zugriffsoperationen isbal(La,Lmvr ). Seik die Position, an der das Elemdnin der
Liste Lyr auftritt. Diese Situation wird in Abbildung 3.4 veranschaulicht.

La: 1| 2 - VYV

Xi

Wi ||

Abbildung 3.4

Sei x; die Anzahl der Elemente, diein der ListeLyr vorangehen, abdrin der
Liste L folgen. (Jedes dieser Elemente ist an einer Inversitginbzgl. La beteiligt.)
Der Zugriff aufi nach der MF-Regel kostgt= k Schritte; durch Vorziehen varan den
Listenanfang entsteht eine neue Likig-'. Die Zahl der Inversionen ibyg’ bzgl. La
nimmt offenbar umx; ab und um genalki— 1 — x; Inversionen zu. Ein Zugriff aufin
La ohne Vertauschung kosteSchritte. Jede kostenfreie Vertauschung vorit einem
i in La vorangehenden Element verringert die Anzahl der Inversionegit bzgl. der
veranderten Listéa um 1; mit anderen Worten, jedes Vorziehen wan La um eine
Position nach vorn bewirkt, da esligg’ ein Elementj weniger gibt, fiir das gilti
gehtinLyge’ j voran, aber folgt in der veranderteha-Liste aufj. Genauso folgt, daR
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jede kostenpflichtige Vertauschunglip, also jedes Nach-hinten-Schieben von La
um eine Position eine weitere Inversionlige’ erzeugt. Fiihrt die A-Regel also nach
dem Zugriff aufi Fa(i) kostenfreie odeKa(i) kostenpflichtige Vertauschungen durch,
so entsteht eine neue Lidtg’, und es gilt fir den neuen Kontostand

baI(LA’, LMF/) = baI(LA, LMF) — X + (k— 1- X.) — FA(i) —f—XA(i).

Da die wirkliche Zeit), um auf das Elememnnhach der MF-Regel zuzugreifen und es an
den Listenanfang vorzuziehen, nach Annahme glkich, erhalt man als amortisierte
Kostena, des Zugriffs auf nach der MF-Regel:

a = t|+ba|(LA/,LM|:/)—ba|(LA,LM|:)
= K (k= 1 %) = Fa) + Xl
= 2k x)— 1 Fali) 4 Xai)

Weil x; die Anzahl der Elemente ist, dign Lyg vorangehen, aberin La folgen, ist
k—1—x die Anzahl der Elemente, diein Lyr und inLa vorangehen. Das kénnen
aber hochstens- 1 sein. Daher isk— x; < i, und es folgt:

a <2 —1—Fa(i) +Xa(i).
Dai die Zugriffskosten (ohne Vertauschungen) nach dem Verfahisnd, folgt:
m
> & < 2Ca(S) — m— Fa(s) + Xa(s).
=1
Weil das Bankkonto anfangs Null idtal(L,L) = 0, und das Bankkonto fiir die nach
Ausfiihrung allerm Operationen der Folge entstehenden Listeld,L” nicht negativ

sein kann, folgt aus der letzten Abschéatzung sofort die Behauptung des Satzes:

m
Cwr(s) < Y a-+bal(L,L)—bal(l',L")
I=1

IA

2Ca(S) + Xa(s) — Fa(s) —m
O

Sleator und Tarjan zeigen, daf3 der Beweis dieses Satzes auf jede Heuristik zur Sel
anordnung von linearen Listen ausgedehnt werden kann, die verlangt, dal3 ein Elem
an Positiork, auf das zugegriffen wurde, nach dem Zugriff um einen festen Bruchtei
k/d an den Listenanfang gezogen wird.

3.4 Aufgaben

Aufgabe 3.1
Gegeben sei die Liste=1,2,3,4,5,6,7 und die Zugriffsfolges mit 21 Zugriffen:

7,2,7,3,3,7,4,4,4,7,5,5,5,5,7,6,6,6,6,6,7
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Vergleichen Sie das Verhalten der MF-und der T-Regel fur diese Zugriffsépigdem
Sie das folgende Schema erganzen:

Zugriffs- Zugriffs-
nachstes Lme kosten Lt kosten Konto-
Element nach nach stand
vons MF-Regel T-Regel | bal(Lmg,LT)
— 1,2,3,4,5,6,7 — 1,2,3,4,5,6,7 — 0
7 7,1,2,3,4,5,6 7 1,2,3,45,7,6 7 5
Gesamtkosten Gesamtkosten

Aufgabe 3.2

Zeigen Sie, dalR der im Abschnitt 3.3 bewiesene Satz richtig bleibt, wenn die Opera
onsfolges nicht nur Zugriffsoperationen, sondern auch Einfligungen und Streichunge
von Elementen in Listen enthalt. Um ein Element in eine Liste einzuftigen, durchsucl
man die ganze Liste vom Anfang bis zum Ende und fligt das Element als neues le!
tes Element in die Liste ein, wenn es in der Liste nicht schon vorkommt. Die Koster
ein Element in eine Liste mit Langeeinzufligen, betragen alse- 1. Entfernen ei-
nes Elementes an Positiarkosteti Schritte. Unmittelbar nach einer Einfiige- oder
Zugriffsoperation kénnen kostenfreie oder kostenpflichtige Vertauschungen vorgenoi
men werden.

Aufgabe 3.3
Gegeben sei das Feddnit der folgenden Schlussel-Belegung:

1 2 3 4 5 6 7 8

a: 1 2 4 8 16 32 64| 128

Man beschreibe die Suche nach dem Schliissel 34 im obigeraFhicch Angabe
der Folge der ausgefiihrten Schliisselvergleiche, wenn als Suchstrategie exponenti
Suche zur Eingrenzung des Suchbereichs mit anschlieBender linearer Suche angew
wird.

Aufgabe 3.4

Gegeben sei eine sortierte Liste von 20 Elementen, die in einem Array mit L&nge 2
sequentiell abgespeichert sei. Man gebe fir jeden beliebigen Suchsckkissiel wel-
cher Reihenfolge die Schlissel der Listenelementekmérglichen werden, wenn die
Fibonacci-Suche als Suchverfahren verwendet wird. Dazu stelle man den der Fibonac
Suche entsprechenden Suchbaum fir eine Liste mit Lange 20 dar. Schliel3lich bere
ne man explizit die im Mittel beim Durchsuchen der Liste mit 20 Elementen mittels
Fibonacci-Suche erforderliche Anzahl von Schllsselvergleichen, wobei vorausgese
wird, dal die relative Zugriffshaufigkeit fiir alle Elemente gleich grof3 ist.
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Aufgabe 3.5

Geben Sie fur ein Paa#f, V> von Suchverfahren aus Abschnitt 3.2 (sequentielle Su-
che, bindre Suche, Fibonacci-Suche, exponentielle Suche, Interpolationssuche) ei
Suchschlisséd und zwei Zahlenfolge; und Az an, so daf im schlimmsten Fall in
A; die Suche nack mit V1 groRenordnungsmafiig schneller ist alsVhitin A; mit Vs
schneller ist als mi¥), falls dies tiberhaupt mdglich ist.
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