Kapitel 2

Sortieren

Untersuchungen von Computerherstellern und -nutzern zeigen seit vielen Jahren, (
mehr als ein Viertel der kommerziell verbrauchten Rechenzeit auf Sortiervorganc
entféllt. Es ist daher nicht erstaunlich, dafd grof3e Anstrengungen unternommen wi
den, moglichst effiziente Verfahren zum Sortieren von Daten mit Hilfe von Computer:
zu entwickeln. Das gesammelte Wissen Uber Sortierverfahren fillt inzwischen Band
Noch immer erscheinen neue Erkenntnisse lber das Sortieren in wissenschatftlict
Fachzeitschriften (vgl. z.B.JS9]), und zahlreiche theoretisch und praktisch wichtig
Probleme im Zusammenh mit dem Problem, eine Menge von Daten zu sortiere
sind ungeldst. Zunachst wollen wir das Sortierproblem genauer fixieren: Wir nehme
an, es sei eine Menge vdatzengegeben; jeder Satz besitzt eingohliissel Zwi-
schen Schlisseln ist eine Ordnungsrelatieri pder ,,<* erklart. AuBer der Schlis-
selkomponente kénnen Satze weitere Komponenten als ,eigentliche” Information er
halten. Wenn nichts anderes gesagt ist, werden wir annehmen, daf3 die Schliissel g:
zahlig sind. Das ist auch ein in der Praxis oft vorliegender Fall. Man denke etwa a
Artikelnummern, Hausnummern, Personalnummern, Scheckkartennummern usw. (
kommen aber auch andere Schliissel vor, z.B. alphabetisch und insbesondere lexikot
phisch geordnete Namen!)

DasSortierproblenkann praziser wie folgt formuliert werden. Gegeben ist eine Folge
von Satzen (englisch: items),...,sy; jeder Satz hat einen Schliiss&l. Man finde
eine Permutatiomder Zahlen von 1 bisl derart, daf die Umordnung der Satze gemaf
mtdie Schlissel in aufsteigende Reihenfolge bringt:

kn(1) < kn2) < -+ <Ky

In dieser Problemformulierung sind viele Details offengelassen, die fir die Ldsun
durchaus wichtig sind. Was heif3t es, daf3 eine Folge von Satzen ,gegeben” ist? Ist (
mit gemeint, daf3 sie in schriftlicher Form oder auf Lochkarten, Magnetband, Platt
oder Diskette vorliegen? Ist die Anzahl der Sétze bekannt? Ist das Spektrum der v
kommenden Schliissel bekannt? Welche Operationen sind erlaubt, um die Permutat
1T zu bestimmen? Wie geschieht die ,Umordnung“? Sollen die Datensétze physis
bewegt werden oder geniigt es, eine Information zu berechnen, die das Durchlauf
insbesondere die Ausgabe der Datensétze in aufsteigender Reihenfolge erlaubt?


Literaturverweis [109]
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Wir kénnen unméglich alle in der Realitat auftretenden Parameter des Sortierpr
blems berucksichtigen. Vielmehr wollen wir uns auf einige prinzipielle Aspekte de
Problems beschranken und dazu weitere Annahmen machen. Zunachst nehmen wit
daf die Menge der zu sortierenden Datensétze vollsténdig im Hauptspeicher Platz |
det. Sortierverfahren, die von dieser Annahme ausgehen, heiReimngercte Sortier-
verfahren. Im Abschnitt 2.7 dieses Kapitels gehen wir dann auclexafneSortier-
verfahren ein, die eine auf einem externen Speichermedium (Diskette, Platte, Bar
vorliegende Folge von Datenséatzen voraussetzen, die nicht ganzlich im Hauptspeic
Platz findet.

Die Losung des Sortierproblems verlangt in jedem Fall die Lésung zweier Teilprc
bleme, namlich

(a) eines Informationsbeschaffungsproblems und
(b) eines Datentransportproblems.

Zu (a): Meistens nimmt man an, dal3 als einzige verwendbare Information zur L¢
sung des Sortierproblems, also zur Bestimmung der Permutatidas Ergebnis von
Vergleichen zwischen je zwei Schliisseln zugelassen ist. Wir kdnnen also feststellen,
fur zwei Schliissek undk gilt

k=K, k<K oderk > K.

Wir gehen von dieser Annahme in den Abschnitten 2.1 bis 2.4 und 2.6 bis 2.8 aL
Fir ganzzahlige Schlissel ist es aber natirlich auch sinnvoll, andere Operationen \
Addition, Subtraktion, Multiplikation und ganzzahlige Division zuzulassen. Wir geher
darauf im Abschnitt 2.5 ein.

Zu (b): In der Regel verlangt man, daf? als Lésung des Sortierproblems die zu sort
renden Datensétze in einem zusammenhéangenden Speicherbereich nach aufsteige
Schliisseln geordnet vorliegen sollen. Dazu miissen sie bewegt werden, wenn sie n
schon von vornherein so vorlagen. Als ,,Bewegungen® |af3t man unter anderem zu: D
Vertauschen zweier benachbarter oder zweier beliebiger Satze; das Verschieben ein
ner Satze oder ganzer Blocke um eine feste oder beliebige Distanz; das Plazierer
eine direkt oder indirekt gegebene Speicheradresse.

Eine Folge vorN im Hauptspeicher, also intern, vorliegenden Satzen mit ganzzabhli
gen Schlisseln kann man programmtechnisch einfach als Array der Neregdisie-
ren.

type
item= record
key: integer,
info : {infotype}
end,
sequence= array [1.. N] of item
var

a:sequence
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Eine LOsung des Sortierproblems (fir eine intern gegebene Folge von Datensatz
besteht dann in der Angabe einer Prozedur, die das als Eingabe- und Ausgabepara
ter Ubergebene Arrag verandert. Es soll erreicht werden, daf3 nach Aufruf der Pro-
zedur die Elemente voa nach aufsteigenden Schliisseln sortiert sind. D.h. furialle
1<i<N,qgilt

afil.key< ali + 1].key

Wir setzen also fir alle internen Sortierverfahren folgenden einheitlichen Rahmen vc
aus (aul3er bei einigen rekursiv formulierten Sortierverfahren, wo die Parameterlis
anders angegeben ist).

program Rahmedfur_Sortierverfahrern(input, outpuy;

const
N = {Anzahl der zu sortierenden S&}ze
type
item= record
key integer,
info: {infotypé
end;
sequence= array [0.. N] of item
var
a: sequencg

procedure XYZ-sort(var a: sequencg
{hier folgt die jeweilige Sortierprozedyr

begin
{Eingabe Lies d1],...,a[N]};
XYZ-sorta);
{AusgabeSchreibe f1],...,a[N]}
end.

Dal der Array-Typsequencérier mit Index 0 beginnend indiziert ist, hat lediglich
programmtechnische Griinde. Die zu sortierenden Elemente stehen nach wie vor
den Positionen 1 bill.

Wir behandeln im Abschnitt 2.&lementare Sortierverfahre$ortieren durch Aus-
wahl, Sortieren durch Einfligen, Shellsort und Bubblesort). Fir diese Verfahren ist ty
pisch, daR im unginstigsten F&@I(N?) Vergleichsoperationen zwischen Schliisseln
ausgefuhrt werden mussen, WrSchlissel zu sortieren.

Das im Abschnitt 2.2 behandelte Verfahr&uicksort benétigt im Mittel nur
O(NlogN) Vergleichsoperationen; es ist das interne Sortierverfahren mit der beste
mittleren Laufzeit, weil es im Detail sehr effizient implementiert werden kann.

Zwei Verfahren, die eine Menge vdN Schlisseln stets mit nu®(NlogN) Ver-
gleichsoperationen zu sortieren erlauben, sind die VerfaHeapsortund Mergesort
die in den Abschnitten 2.3 und 2.4 diskutiert werden. Im Abschnitt 2.8 zeigen wir
daRQ(NlogN) Vergleichsoperationen auch tatséchlich notwendig sein konnen. Im Ab
schnitt 2.5 lassen wir die Voraussetzung fallen, daf3 nur Vergleichsoperationen zwisch
Schlusseln zugelassen werden. Wir geben ein Verfaliradiksor} an, das die arith-
metischen Eigenschaften der zu sortierenden Schliissel ausnutzt.
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2.1 Elementare Sortierverfahren

Wir gehen in diesem Abschnitt davon aus, dal3 die zu sortiereNd@atensétze Ele-
mente eines global vereinbarten Feldesind. Es wird jeweils eine Sortierprozedur mit
a als Eingabe- und Ausgabeparameter angegeben, die bewirkt, dal3 nach Ausfihri
der Prozedur die erstév Elemente vora so angeordnet sind, dal3 die Schliisselkom-
ponenten aufsteigend sortiert sind:

a[1].key< a[2].key< ... < a[N].key

Wir erlautern vier verschiedene Verfahreédortieren durch Auswahblgt der nahe-
liegenden Idee, die Sortierung durch Bestimmung des Elements mit kleinstem, zwe
kleinstem, drittkleinstem.. usw. Schliissel zu erreichen. Die jedem Skatspieler gelau
fige Methode des Einfligens des jeweils nachsten Elements an die richtige Stelle li
dem VerfahrerSortieren durch Einfligenugrunde. Das von D.L. Shell vorgeschlagene
VerfahrenShellsort vgl. | , kann als Verbesserung des Sortierens durch Einfiigel
angesehen werdeBubbl tist ein Sortierverfahren, das solange zwei jeweils be-
nachbarte, nicht in der richtigen Reihenfolge stehende Elemente vertauscht, bis ke
Vertauschungen mehr nétig sind, das Falalso sortiert ist. Wir geben in jedem Fall
zunéchst eine verbale Beschreibung des Sortierverfahrens an und bringen dann ¢
mdgliche Implementation in Pascal.

Zur Messung der Laufzeit der Verfahren verwenden wir zwei naheliegende Grol3e
Dies ist zum einen die Anzahl der zum Sortieren dWBatzen ausgefihrt&chliussel-
vergleicheund zum anderen die Anzahl der ausgefihBemegungeron Datensét-
zen. Fir beide Parameter interessieren uns die im gunstigsten Fall (best case), die
schlechtesten Fall (worst case) und die im Mittel (average case) erforderlichen Anze
len. Wir bezeichnen die jeweiligen GréRen mit

Cmin(N), Cmax(N) undCryit(N)
fur die Anzahlen der Schlisselvergleiche (englisch: comparisons) und mit

fiir die Anzahlen der Bewegungen (englisch: movements). Die MitteM@téN) und
Mmit(N) werden dabei Ublicherweise auf die Menge aNemaoglichen Ausgangsan-
ordnungen vomN zu sortierenden Datensatzen bezogen.

2.1.1 Sortieren durch Auswahl

Methode: Man bestimme diejenige Positiga, an der das Element mit minimalem
Schlissel unteg[1],...,a[N] auftritt, und vertausche[1] mit a[j1]. Dann bestim-
me man diejenige Positiofp, an der das Element mit minimalem Schlissel unter
a[2],...,a[N] auftritt (das ist das Element mit zweitkleinstem Schltssel unter &llen
Elementen), und vertausc§] mit a[jo] usw., bis alle Elemente an ihrem richtigen
Platz stehen.


Literaturverweis [168]
[168] D.L. Shell. A high-speed sorting procedure. Comm. ACM, 2:30-32, 1959. 


2.1 Elementare Sortierverfahren 67

Wir bestimmen also der Reihe nach d&deinste Elementi = 1,...,N— 1, und set-
zen es an die richtige Position. Genauer gesagt bestimmen wir natirlich die Positic
an der das Element mit deirkleinsten Schlissel steht. D.h. fir jedes 1,... ,N—1
gehen wir der Reihe nach wie folgt vor. Wir kdnnen voraussetzenadafs. ., afi — 1]
bereits diei — 1 kleinsten Schliissel in aufsteigender Reihenfolge enthalt. Wir suche
unter den verbleibended — i + 1 Elementen das mit kleinstem Schlussel, sagen wir
almin], und vertauscheali] undajmin.

Beispiel: Gegeben sei ein Feld mit sieben Schliisseln:

j : 1 2 3 4 5 6 7
aljlkey: | 15| 2 | 43| 17| 4| 8| 47

Das kleinste Element steht an Position 2; Vertauscherajjrunda[2] ergibt:

aljlkey: | 2 | 15| 43| 17| 4| 8| 47

Das zweitkleinste Element steht jetzt an Position 5; VertauscherajZund a[5)
ergibt:

aljlkey: | 2 | 4 | 43| 17| 15| 8| 47

Die weiteren vier Schritte (Bestimmung dekleinsten Elements und jeweils Vertau-
schen mit[i]) kann man kurz wie folgt zusammenfassen:

i=3 2 4 8 17 15 43 47
i=4 2 4 8 15 17 43 47

Ab jetzt (i = 5,6) verandert sich das Feldnicht mehr.

Man sieht an diesem Beispiel, dalR keine Vertauschung nétig ist, wenrkiiasste
Element bereits an Positidrsteht. Die folgende Pascal-Version des Verfahrens nutz
diese Mdglichkeit nicht aus.

procedure Auswahlsor{var a: sequencg
var
i, j, min: integer,
t : item {Hilfsspeiche}

begin
fori:=1toN—-1do
begin

{bestimme Position min des kleinsten unter
den Elementen(g,...,a[N]}
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min:=i;
for j:=i+1toNdo
{x} if a[j].key< a[min].key
thenmin:= j;

{vertausche Elemente an Position i und Position}min
{xx} t:=a]min;
almin| := a[i];
afi] :=t
end
end

Analyse: Man sieht, dal3 zur Bestimmung déeldeinsten Elements,= 1,...,N—1,
jeweils die Position des Minimums in der Restfolgld, . ..,a[N] bestimmt wird. Die
dabei ausgefuhrte Anzahl von Schliisselvergleichen (in Programm{zéjiést unab-
héngig von der Ausgangsanordnung jewéNs- i). Damit ist

N N2 N(N-1D) 5
in(N) = N) = Cnit(N) = N—i)=§Y i=——==0(N°).

Crmin(N) = Cmax(N) = Cmit(N) i;( ) i; > (N%)
Zahlt man nur die Bewegungen von Datensatzen, die in den drei Programmzeilen
{*x} ausgefihrt werden, so werden, wieder unabh&ngig von der Ausgangsanordnu
genau

Mmin(N) = Mmax(N) = Mnit(N) = 3(N — 1)

Bewegungen durchgefuhrt. Die Abschétzung der in ded ayiffolgenden Programm-
zeile zur Adjustierung des Wertes varin ausgefiihrten Zuweisungen hangt nattrlich
vom Ergebnis des vorangehenden Schliisselvergleiches und damit von der Ausgar
anordnung ab. Im ginstigsten Fall wird diese Zuweisung nie, im unginstigsten F
jedesmal und damit insgesamt wied®N?) Mal durchgefiihrt. Wir haben einfache
Zuweisungen deswegen getrennt von Schliisselvergleichen und Bewegungen von |
tensatzen betrachtet, weil sie weniger aufwendig sind und in allen unseren Beispiel
ohnehin von den Schlusselvergleichen dominiert werden. Die Abschatzung der mittl
ren Anzahl von Zuweisungen, die in der duf folgenden Zeile ausgefiihrt werden, ist
schwieriger und wird hier ibergangen.

Kann man das Verfahren effizienter machen, etwa dadurch, daf? man eine ,besse
Methode zur Bestimmung des jeweiligen Minimums (in der Restfolge) verwendet? D«
folgende Satz zeigt, dal dies jedenfalls dann nicht méglich ist, wenn als einzige Or
ration Vergleiche zwischen Schlisseln zugelassen sind.

Satz 2.1 Jeder Algorithmus zur Bestimmung des Minimums von N Schlisseln, der ¢
lein auf Schlusselvergleichen basiert, muf? wenigstenrslNbchlisselvergleiche aus-
fuhren.

Beweis: Jeder Algorithmus zur Bestimmung des Minimums vianSchlisseln
ki,...,ky 18Rt sich als ein nach dem K.-0.-System ausgefiihrter Wettkampf auffasse
Von zwei Teilnehmerik undkj, 1 <i,j <N, i # j, scheidet der groRere aus. Der Sie-
ger des Wettkampfs steht erst dann fest, wenn alle anderen Teilnehmer ausgeschie
sind. Weil bei jedem Wettkampf genau ein Teilnehmer ausscheidet, benétigt man al
N — 1 Wettkdmpfe zur Ermittlung des Siegers. O



2.1 Elementare Sortierverfahren 69

Obwohl es Sortierverfahren gibt, die mit weniger @IEN?) Vergleichsoperationen
zwischen Schlisseln auskommen, Nrbatensétze zu sortieren, ist das Verfahren Sor-
tieren durch Auswahl unter Umstanden das bessere. Sind Bewegungen von Datenséa
besonders teuer, aber Vergleichsoperationen zwischen Schliisseln billig, so ist Sortie
durch Auswahl gut, weil es nur linear viele Bewegungen von Datensatzen ausfiih
Dieser Fall kann z.B. fur Datensatze mit (kleinem) ganzzahligem Schlissel, aber ur
fangreichem und kompliziert strukturiertem Datenteil vorliegen.

2.1.2 Sortieren durch Einfugen

Methode: Die N zu sortierenden Elemente werden nacheinander betrachtet und in d
jeweils bereits sortierte, anfangs leere Teilfolge an der richtigen Stelle eingefigt.
Nehmen wir also arg[1],...,ai — 1] seien bereits sortiert, d.b[1].key< ... < a[i —
1].key. Dann wird das-te Elemeng(i] an der richtigen Stelle in die Folg#l],...,a[i —
1] eingefiigt. Das geschieht so, daR nagihkeyder Reihe nach mi[i — 1].keyali —
2).key... vergleicht und das Elemeafj] dabei jeweils um eine Position nach rechts
verschiebt, fuj =i—1,i—2,..., wenna[j].key> a[i].keyist. Sobald man erstmals an
eine Positionj gekommen ist, so daf}j].key< a[i].keyist, hat man die richtige Stelle
gefunden, an der das Elemexiif eingefiigt werden kann, nadmlich die Positipi 1.
Das Einfiigen desten Elementes|i] an der richtigen Stelle in der Folge der Ele-
mentea[1],...,a[i — 1] verlangt also im allgemeinen ein Verschieben ydelementen
um eine Position nach rechts, woljezwischen 0 und — 1 liegen kann. Zur Bestim-
mung der Einfugestelle wird stets eine Vergleichsoperation mehr als die Anzahl d
Verschiebungen durchgefunhrt.

Beispiel: Betrachten wir wieder das Feldmit den sieben Schlisseln 15, 2, 43, 17,
4, 8, 47. Die aus nur einem einzigen Element bestehende Teiléplgést natdrlich
bereits sortiert. Einfugen vaaj2] in diese Folge verlangt die Verschiebung &t um
eine Position nach rechts und liefert:

j : 1 2 3 4 5 6 17
ajlkey: | 2 | 15| 43| 17| 4| 8| 47

Wir haben hier das Ende des bereits sortierten Anfangsstiicks des Beddesh
einen Doppelstrich markiert. Einfugen vaf8] erfordert keine Verschiebung. Einfugen
von a[4] bewirkt die Verschiebung voa[3] um eine Position nach rechts und liefert:

aljlkey: | 2 | 15| 17| 43| 4| 8| 47

Die weiteren Schritte lassen sich kurz wie folgt angeben:

aljlkey: | 2 | 4 | 15| 17| 43| 8| 47

3 Verschiebungen
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aljlkey: | 2 | 4 | 8 | 15| 17| 43| 47

3 Verschiebungen

aljlkey: | 2 | 4 | 8 | 15| 17| 43| 47

0 Verschiebungen
Es liegt nahe, das Verfahren wie folgt in Pascal zu implementieren:

procedure Einfligesort{var a: sequencg

var
i, j, k:integer,
t : item {Hilfsspeiche}
begin
fori:=2toNdo
begin
{fuge di] an der richtigen Stelle in[4], ..., a[i — 1] ein}
ji=1
{xx} t:=ai;
k:=t.key,
{*}  while a[j — 1].key> k do
begin
{nach rechts verschiebén
(=} aljli=alj- 1]
j=j—-1
end;
{x«} afj] =t
end
end

Eine genaue Betrachtung des Programms zeigt, daitdie-Schleife nicht korrekt
terminiert. Ist der Schliisséd des nachsten einzufiigenden Elemaijts kleiner als
die Schlissel aller Elemenggl],...,a[i — 1], so wird die Bedingung(j — 1].key> k
nie falsch furj =1i,...,2. Eine ganz einfache Mdglichkeit, ein korrektes Terminieren
der Schleife zu sichern, besteht darin, am linken Ende des Feldes einen Stopper
die lineare Suche abzulegen. Setzt naid].key:= k direkt vor derwhile-Schleife,
wird die Schleife korrekt beendet, ohne dal3 in ProgrammZeilejedesmal gepriift
werden mufl3, olp noch im zulassigen Bereich liegt. Wir gehen im folgenden von diese
Annahme aus.

Analyse: Zum Einfligen des-ten Elementes werden offenbar mindestens ein unc
hochstens Schlusselvergleiche in Programmzefle} und zwei oder hdchsternis- 1
Bewegungen von Datensétzen in Programmzefiter} ausgefiihrt. Daraus ergibt sich
sofort

2

Cmin(N) =N-1; Cmax(N) = ' i = O(N?);
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Mmin(N) = 2(N - 1); Mmax(N) = i(i +1) = O(N?).

Die im Mittel zum Einfligen desten Elementes ausgefiihrte Anzahl der Schliisselver-
gleiche und Bewegungen von Datensatzen hangt offenbar eng zusammen mit der
warteten Anzahl von Elementen, die im Anfangsstéd, ..., a[i — 1] in der falschen
Reihenfolge beziglich dégen Elements stehen. Man nennt diese Zahl die erwartete
Anzahl voninversioner(Fehlstellungen), an denen date Element beteiligt ist.

Genauer: Isk,...,ky eine gegebene Permutationvon N verschiedenen Zahlen,
so heilt ein Paalk;,kj) eine Inversion, wenn< j, aberk; > k; ist. Die Gesamtzahl
der Inversionen einer Permutatiorheif3tinversionszahion 1. Sie kann als Maf3 fir
die ,Vorsortiertheit* vontt verwendet werden. Sie ist offenbar O fur die aufsteigend
sortierte Folge ungN ; (N — i) = ©(N?) fiir die absteigend sortierte Folge. Im Mittel
kann man erwarten, dal3 die Halfte der dietan Elemenk; vorangehenden Elemente
groRer alg; ist. Die mittlere Anzahl von Inversionen und damit die mittlere Anzahl von
Schlisselvergleichen und Bewegungen von Datensétzen, die die Pr&zeffigesort
ausfuhrt, ist damit von der GréRenordnung

N
21'5 = O(N?).

Wir werden spater (im Abschnitt 2.6) Sortierverfahren kennenlernen, die die mit de
Inversionszahl gemessene Vorsortierung in einem noch zu prazisierenden Sinne optil
nutzen.

Es ist naheliegend zu versuchen, das Sortieren durch Einfligen dadurch zu verbess
dalR man ein besseres Suchverfahren zur Bestimmung der Einfligestelleifi &es-
ment verwendet. Das hilft aber nur wenig. Nimmt man beispielsweise das im Kapitel
besprochene bindre Suchen an Stelle des in der angegebenen Prozedur benutzten |
ren Suchens, so kann man zwar die Einfliigestelle mit&udpliisselvergleichen bestim-
men, mufd aber immer noch im schlechtestenifatid im Mitteli/2 Bewegungen von
Datensétzen ausfiihren, um fir ddas Element Platz zu machen. Ein wirklich besseres
Verfahren zum Sortieren vdd Datensatzen, das auf der dem Sortieren durch Einfliger
zugrunde liegenden Idee basiert, erhalt man dann, wenn man die zu sortierenden S:
in einer ganz anderen Datenstruktur (nicht als Array) speichert. Es gibt Strukturen, d
das Einfligen eines Elementes mit einer Gesamtschrittzahl (das ist mindestens die /
zahl von Schlisselvergleichen und Bewegungen) erlauben, die proportionatizistog
dabeiistd der Abstand der aktuellen Einfligestelle von der jeweils vorangehenden. W
besprechen ein darauf gegriindetes Sortierverfahren (Sortierenlokatds Einfligen
im Abschnitt 2.6.

2.1.3 Shellsort

Methode: Anstelle des beim Sortieren durch Einfliigen benutzten wiederholten Ver
schiebens um eine Position nach rechts versuchen wir, die Elemente in grof3eren Spr
gen schneller an ihre endglltige Position zu bringen. Zunéachst wéhlen wir eine abne
mende und mit 1 endende Folge von sogenannten Inkremianteny, ..., h;. Das ist
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eine Folge positiv ganzzahliger Sprungweiten, z.B. die Folge 5, 3, 1. Dann betracht
wir der Reihe nach fiir jedes der abnehmenden Inkrentgnte> i > 1, alle Elemen-

te im Abstandh; voneinander. Man kann also die gegebene Folge auffassen als ei
Menge von (héchsteng) verzahnt gespeicherten, logisch aber unabhéngigen Folge
fj, 1 < j < h;. Die zur Folgef; gehérenden Elemente stehen im Feld an Positioner
i,i+hi,j+2hi,..., also an Positionen+m-hj, 0 < m< L(’\'h—__‘)J . Anfangs haben wir

h; solcher Folgen, spater, biei = 1, gerade eine einzige Folge. Fir jetheg >i> 1,
sortieren wir jede Folgd;j, 1 < j < h;, mittels Einfligesort. Weil das i zu einem
Folgenelement benachbarte ElementhlyrRositionen versetzt im Feld gespeichert ist,
bewirkt dieses Sortierverfahren, dalR ein Element bei einer BewegutgRaositionen
nach rechts wandert. Der letzte diesBuurchgénge ist identisch mit dem gewdhnlichen
Einfligesort; nur mussen die Elemente jetzt nicht mehr so weit nach rechts verschol
werden, da sie vorher schon ein gutes Stiick gewandert sind.

Diese auf D.L. Shell zuriickgehende Methode nennt man Sactieren mit abneh-
menden InkrementeMan nennt eine Folgky, ..., ky von Schlisseli-sortiert wenn
furallei, 1 <i <N-—h, gilt: ki < k. FUr eine abnehmende Folge. .. ,h; = 1 von In-
krementen wird also mit Hilfe von Sortieren durch Einfligen dinsortierte, dann eine
h;_1-sortierte usw. und schlie3lich eine 1-sortierte, also eine sortierte Folge hergeste

Beispiel: Betrachten wir das Feld mit den sieben Schlusseln 15, 2, 43, 17, 4, 8,
47 und die Folge 5, 3, 1 von Inkrementen. Wir betrachten zunachst die Elemente |
Abstand 5 voneinander.

15 2 43 17 4 8 47

Um daraus mittels Sortieren durch Einfligen eine 5-sortierte Folge zu machen, wird d
Element mit Schliissel 15 mit dem Element mit Schliissel 8 vertauscht und somit u
funf Positionen nach rechts verschoben. AuRerdem wird 2 mit 47 verglichen, aber nic
vertauscht. Wir erhalten:

8 2 43 17 4 15 47

Jetzt betrachten wir alle Folgen von Elementen mit Abstand 3 und erhalten nach S
tieren:
8 2 15 17 4 43 47

Diese 3-sortierte Folge wird jetzt — wie beim Sortieren durch Einfligen — endgulti
1-sortiert. Dazu miissen jetzt nur noch insgesamt vier Verschiebungen um je eine P
tion nach rechts durchgefiihrt werden. Insgesamt wurden sechs Bewegungen (ein °
Sprung, ein 3-er Sprung und vier 1-er Spriinge) ausgefihrt. Sortieren der Ausgangs
ge mit Einfugesort erfordert dagegen acht Bewegungen.

procedure Shellsort(var a: sequencg
var
i, j, K:integer,
t : item {Hilfsspeiche}
continue: boolean {fur Schleifenabbruch
begin
for each h {einer endlichen, abnehmenden, mit 1 endenden
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Folge von Inkrementdrdo
{stelle h-sortierte Folge hér
fori:=h+1toNdo

begin
ji=i
t:=ai];
k:=t.key,

continue= true;
while (a[j — h].key> k) and continuedo
begin
{h-Sprung nach rechijs
alj] := afj - hi;
j==j-h
continue:= (j > h)
end;
alj] ==t
end
end

Die wichtigste Frage im Zusammenhang mit dem oben angegebenen Verfahren Sh
sort ist, welche Folge von abnehmenden Inkrementen man wahlen soll, um die Gesat
zahl der Bewegungen maglichst gering zu halten. Auf diese Frage hat man inzwisch
eine ganze Reihe Uberraschender, aber insgesamt doch nur unvollstandiger Antwol
erhalten. Beispielsweise kann man zeigen, daR die Laufzeit des Verf@iteg?® N)
ist, wenn als Inkremente alle Zahlen der ForA82gewahlt werden, die kleiner alé
sind (vgl. ! Ein weiteres bemerkenswertes Resultat ist, da} das Herstellen eir
h-sortierte Ige aus einer bereitsortierten Folge (wie im Verfahren Shellsort fir
abnehmende Inkremeriteindh) die k-Sortiertheit der Folge nicht zerstort.

2.1.4 Bubblesort

Methode: Lalt man als Bewegungen nur das wiederholte Vertauschen benachb:
ter Datensatze zu, so kann eine nach aufsteigenden Schllsseln sortierte Folge
Datensatzen offensichtlich wie folgt hergestellt werden. Man durchlauft die Liste
a[l],...,a[N] der Datensétze und betrachtet dabei je zwei benachbarte Eleajénte
undafi+ 1], 1<i < N. Istafi].key> ali + 1].key, so vertauscht maa(i] unda[i + 1].
Nach diesem ersten Durchlaufist das grof3te Element an seinem richtigen Platz am re
ten Ende angelangt. Dann geht man die Folge erneut durch und vertauscht, falls no
wiederum je zwei benachbarte Elemente. Dieses Durchlaufen wird solange wiederhc
bis keine Vertauschungen mehr aufgetreten sind; d.h. alle Paare benachbarter Satze
hen in der richtigen Reihenfolge. Damit ist das Faldach aufsteigenden Schliisseln
sortiert. Grof3ere Elemente haben also die Tendenz, wie Luftblasen im Wasser lar
sam nach oben aufzusteigen. Diese Analogie hat dem Verfahren den Namen Bubble:
eingebracht.


Literaturverweis [89]
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Beispiel: Betrachten wir wieder das Fetdmit den sieben Schlusseln 15, 2, 43,17, 4,
8, 47. Beim ersten Durchlauf werden folgende Vertauschungen benachbarter Eleme
durchgeflhrt.

15, 2
2, 15 43, 17
17, 43, 4
4, 43, 8
8, 43, 47

Nach dem ersten Durchlauf ist die Reihenfolge der Schliissel des Rehths
2, 15, 17, 4, 8, 43, 47.
Der zweite Durchlauf liefert die Reihenfolge
2, 15, 4, 8, 17, 43, 47.
Der dritte Durchlauf liefert schlieRlich
2, 4,8, 15, 17, 43, 47,

also die aufsteigend sortierte Folge von Satzen. Beim Durchlaufen dieser Folge mis:
keine benachbarten Elemente mehr vertauscht werden. Das zeigt den erfolgreichen
schluB3 des Sortierverfahrens. Man erhalt damit das folgende naheliegende Progran
gerust des Verfahrens:

procedure bubblesortvar a : sequencg

var

i :integer,
begin

repeat

fori:=1to(N—1)do
if afi].key> ali + 1].key
then {vertausche @] und di + 1]}

until {keine Vertauschung mehr aufgetreten

end

Bei Verwenden einer booleschen Variablen flir den Test, ob Vertauschungen auftrat
kann das Verfahren wie folgt als Pascal-Prozedur geschrieben werden:

procedure bubblesortvar a : sequencg
var
i :integer,
nichtvertauscht boolean
t : item {Hilfsspeiche}
begin
repeat
nichtvertauschi= true;
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fori:=1to(N—1)do
{x} if afi].key> a[i + 1].key

then

begin

{*x} t:=ali];

{#x} ai]:=ali + 1J;

{#x} ali+1]:=t;

nichtvertauschi= false
end
until nichtvertauscht

end

An dieser Stelle wollen wir noch auf eine kleine Effizienzverbesserung mit Hilfe ei-
nes Programmiertricks hinweisen. Sind alle Schlussel verschieden, so kann man
Prifung, ob bei einem Durchlauf noch eine Vertauschung auftrat, ohne eine boolesc
Variable wie folgt testen. Man besetzt zu Beginn iigreat-Schleife die fur die Vertau-
schung vorgesehene Hilfsspeichervarighieit dem Wert vora[1]. Tritt beim Durch-
laufen wenigstens eine Vertauschung zweier Elemajteind afi + 1] mit i > 1 auf,
hatt am Ende des Durchlaufs nicht mehr denselben Wert wie zu Beginn. Der We
vont kann am Ende des Durchlaufs hdchstens dann noch den urspringlichesjdVert
haben, wenn entweder keine Vertauschung aufgetreten ist oder die einzige beim Dur:
lauf vorgenommene Vertauschung die der Elemafiteunda[2] war. In beiden Féllen
ist das Feld am Ende des Durchlaufs sortiert.

Die eben skizzierte Moglichkeit zur Implementation des Verfahrens Bubblesort is
in ganz seltenen Féllen besser als die von uns angegebene, da unter Umstander
~unnoétiges” Durchlaufen eines bereits nach aufsteigenden Schliisseln sortierten Fel
vermieden wird.

Wir haben stets das ganze Feld durchlaufen, obwohl das naturlich nicht notig is
Denn nach dentten Durchlauf befinden sich dieggré3ten Elemente bereits am rech-
ten Ende. Man erhélt also eine Effizienzverbesserung auch dadurch, daf3 amim
Durchlauf nur die Elemente an den Positionen 1 (N —i) + 1 inspiziert. Wir Gberlas-
sen es dem Leser, sich zu tberlegen, wie man das implementieren kann.

Analyse: Die Abschatzung der im gunstigsten und schlechtesten Fall ausgefiihrte
Anzahlen von Schlisselvergleichen (in Programmzgild und Bewegungen von Da-
tensatzen (in Programmzeildrx}) ist einfach. Ist das Feld bereits nach aufstei-
genden Schlisseln sortiert, so wird fbe-Schleife des oben angegebenen Programms
genau einmal durchlaufen und dabei keine Vertauschung vorgenommen. Also ist

Crin(N)=N—=1,  Mmin(N) = 0.

Der ungunstigste Fall fur das Verfahren Bubblesort liegt vor, wenn das dala
fangs nach absteigenden Schliisseln sortiert ist. Dann riickt das Element mit minimals
Schliissel bei jedem Durchlauf depeat-Schleife um eine Position nach vorn. Es sind
dannN Durchlaufe nétig, bis es ganz vorn angelangt ist und festgestellt wird, daR ke
ne Vertauschung mehr aufgetreten ist (wendet man den erwéhnten Programmiertr
an, so sind es nUM — 1 Durchlaufe). Es ist nicht schwer zu sehen, daf3 in diesem Fal
beimi-ten Durchlauf, I< i < N, (N —i) Vertauschungen benachbarter Elemente, al-
so AN —i) Bewegungen, und nattrlich jedesr\al- 1 Schlisselvergleiche ausgefiihrt
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werden. Damit ist:

Crax N(N_l) :e(NZ)

N-1
Mmax = Zl 3(N_i):O(NZ)

Man kann zeigen, dal3 auch

Crit(N) = Mmit(N) = O(N?)

gilt (vgl. M

Wir ve ten hier auf diesen Nachweis, denn Bubblesort ist ein zwar durchaus p
pulares, aber im Grunde schlechtes elementares Sortierverfahren. Nur fiir den Fall, (
ein bereits nahezu vollstandig sortiertes Feld (fir das die Inversionszahl der Schli
selfolge klein ist) vorliegt, werden wenige Vergleichsoperationen und Bewegungen vc
Datenséatzen ausgefuhrt. Das Verfahren ist stark asymmetrisch bezuglich der Durchle
richtung. Ist z.B. die Ausgangsfolge schon ,fast sortiert”, d.h. giltfir. . , ky

ki <k, 1<i<N-1,

und istky das minimale Element, so siidi— 1 Durchlaufe nétig, um es an den An-
fang zu schaffen. Man hat versucht, diese Schwéche dadurch zu beheben, dal? mar
Feld a abwechselnd von links nach rechts und umgekehrt durchlauft. Diese (geringf
gig bessere) Variante ist aBhakersorbekannt. Auf3er einem schénen Namen hat das
Verfahren aber keine Vorziige, wenn man es etwa mit dem Verfahren Sortieren dur
Einflgen vergleicht.

2.2 Quicksort

Wir stellen in diesem Abschnitt ein Sortierverfahren vor, das 1962 von C.A.R. Hoar
!ver(‘jﬁentlicht wurde und den Namen Quicksort erhielt, weil es erfahrungsgemé
s der schnellsten, wenn nidaisschnellste interne Sortierverfahrenist. Das Verfah-
ren folgt der Divide-and-conquer-Strategie zur Losung des Sortierproblems. Es bentt
zwar, wie die elementaren Sortierverfahr@{N?) viele Vergleichsoperationen zwi-
schen Schlisseln im schlechtesten Fall, im Mittel werden jedoc(ufogN) viele
Vergleichsoperationen ausgefiihrt. Quicksort operiert auf den Elementen einesa-elde
von Datensétzen mit Schlisseln, die wir ohne Einschrankung als ganzzahlig annehrr
Es ist ein sogenanntes In-situ-Sortierverfahren. Das bedeutet, daf3 zur (Zwischen-) S
cherung fur die Datensatze kein zusétzlicher Speicher bendtigt wird, aulRer einer ke
stanten Anzahl von Hilfsspeicherplatzen fir Tauschoperationen. Nur fur die Verwaltur
der Information Giber noch nicht vollstandig abgearbeitete und durch rekursive Anwe
dung der Divide-and-conquer-Strategie generierte Teilprobleme wird zusatzlicher Sp
cherplatz bendtigt. Quicksort kann auf viele verschiedene Arten implementiert werde
Wir geben im Abschnitt 2.2.1 eine naheliegende Version an und analysieren das Verh
ten im schlechtesten Fall, im besten Fall und im Mittel. Im Abschnitt 2.2.2 bespreche


Literaturverweis [89]
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wir einige Varianten des Verfahrens, die unter bestimmten Voraussetzungen ein b
seres Verhalten liefern. Als Beispiel behandeln wir insbhesondere den Fall, dal3 das
sortierende Feld viele Satze mit gleichen Schliisseln hat — ein in der Praxis durcha
nicht seltener Fall.

Quicksort ist sehr empfindlich gegen minimale Programmaéanderungen. Jede Versi
einer Implementation muf3 sorgfaltig daraufhin Gberpriift werden, ob sie auch wirklic
in allen Fallen das korrekte Ergebnis liefert.

2.2.1 Quicksort: Sortieren durch rekursives Teilen

Methode: Um eine Folge= = k,...,ky von N Schlusseln nach aufsteigenden Werten
zu sortieren, wahlen wir ein beliebiges Elemé&rd {k,...,kn} und benutzen es als
Angelpunkt, genanrRivotelementfir eine Aufteilung der Folge ohriein zwei Teil-
folgenF; undF. F; besteht nur aus Elementen vBndie kleiner oder gleick sind,
F> nur aus Elementen vaR, die gro3er oder gleick sind. IstF; eine Folge mit — 1
Elementen undF, eine Folge mitN — i Elementen, so idtdie endgiiltige Position des
Pivotelement&. Also kann man das Sortierproblem dadurch |6sen, dafFnandF
rekursiv auf dieselbe Weise sortiert und die Ergebnisse in offensichtlicher Weise z!
sammensetzt. Zuerst kommt die durch Sortieren Fpentstandene Folge, dann das
Pivotelemenk (an Positior) und dann die durch Sortieren vép entstandene Folge.
LaRt man alle Implementationsdetails zunéchst weg, so kann die Struktur des Verfe
rens auf einer hohen sprachlichen Ebene wie folgt beschrieben werden.

Algorithmus Quicksort(F : Folge);

{sortiert die Folge F nach aufsteigenden Weiten

Falls F die leere Folge ist oder F nur aus einem einzigen Element besteht, bleik
F unverandert; sonst:

Divide: Wahle ein Pivotelement k von (2.B. das letzteund teile F ohne k in
Teilfolgen i und K bzgl. k:

F1 enthalt nur Elemente von F ohne k, diek sind,

F> enthalt nur Elemente von F ohne k, diek sind;

Conquer: Quickso(); Quicksor(R);

{nach Ausfuhrung dieser beiden Aufrufe sindiRd F, sortiert}

Merge: Bilde die Ergebnisfolge F durch Hintereinanderhangen varkFF, in
dieser Reihenfolge.

Der fur die Implementation des Verfahrens wesentliche Schritt ist der Aufteilungs
schritt. Die Aufteilung bzgl. eines gewahlten Pivotelementes soll in situ, d.h. am Or
an dem die urspriinglichen Satze abgelegt sind, ohne zuséatzlichen, von der Anzahl
zu sortierenden Folgenelemente abhéngigen Speicherbedarf erfolgen. Die als Ergel
der Aufteilung entstehenden Teilfolg&h und R, kénnte man programmtechnisch als
Arrays geringerer Lange zu realisieren versuchen. Das wirde bedeuten, eine rekurs
Prozeduiquicksortzu schreiben mit einem Array variabler Lange als Ein- und Ausga-
beparameter. Das ist in der Programmiersprache Pascal nicht mdglich — und gllc
licherweise auch nicht nétig. Wir schreiben eine Prozedur, die das als Ein- und Au
gabeparameter gegebene Felder Datenséatze veréandert. Die zwischendurch durch
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Aufteilen entstandenen Teilfolgen werden durch ein Paar von Zeigern (Indizes) auf d
Array realisiert. Diese Zeiger werden Eingabeparameter der Progaabksort

procedure quicksort(var a: sequencd, r : integer);
{sortiert die Elemente[d,...,a[r] des Feldes a
nach aufsteigenden Schllsseln

Ein Aufruf der Prozeduguicksorfa, 1,N) sortiert also die gegebene Folge von Da-
tensatzen.

Als Pivotelement/ wollen wir den Schlussel des Elemeanfs] am rechten Ende des
zu sortierenden Teilfeldes wahlen. Eine In-situ-Aufteilung des Bereighgs. ., ar]
bzgl. v kann man nun wie folgt erreichen. Man wandert mit einem Positionszeiger
vom linken Ende des aufzuteilenden Bereiches nach rechts tber alle Elemente hinw
deren Schlussel kleiner ist alsbis man schlie3lich ein Element naifi].key> v trifft.
Symmetrisch dazu wandert man mit Zeigevom rechten Ende des aufzuteilenden
Bereiches nach links Uber alle Elemente hinweg, deren Schliissel groRenisbiasls
man schlieBlich ein Element méf j].key< v trifft. Dann vertauscht maa]i] mit a[j],
wodurch beide beziglichin der richtigen Teilfolge stehen.

Das wird solange wiederholt, bis die Teilfolg#],...,a[r] vollstandig inspiziert ist.
Das kann man daran feststellen, daf? die Zeigerd j Ubereinander hinweg gelaufen
sind. Wenn dieser Fall eintritt, hat man zugleich auch die endgultige Position des Pivc
elementes gefunden. Wir wollen jetzt dieses Vorgehen als Pascal-Prozedur realisiel
Dazu ist es bequem, die sprachlichen Méglichkeiten von Pascal um ein allgemeine
Schleifenkonstrukt zu erweitern. Wir verwenden eine Schleife der Form

begin-loopS
<statement
if <conditior>
then exit-loop;
<statement
end-loop

mit offensichtlicher Bedeutung.

procedure quicksort(var a: sequence; |, r integen;
var
v, i, j :integer,
t : item {Hilfsspeiche}
begin
ifr>1
then
begin
i=1-1;
j=r
v:= a[r].key {Pivotelement
begin-loop
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{*} repeati :=i+ 1until afi].key>v;
{*} repeatj := j — Luntil a[j].key<v;
ifi>]
then {i ist Pivotpositior}
exit-loop;

{#x} t = afil; .
=} ali]:=alj];
{x}  alj] =t

end-loop
{xx} t = afi];
{xx} ai]:=4a[r];
{xx} a[r]:=t;

quicksorta,l,i — 1);
quicksorta,i+ 1,r)
end
end

Wir erlautern den Aufteilungsschritt am Beispiel eines Aufrufs gaitksorta, 4, 9)
fur den Fall, daf3 die Folge der Schlissel im Bereieh. .. a[9] die Schlussel 5, 7, 3, 1,
6, 4 sind, vgl. Tabelle 2.1.

Array-Positon 3 4 5 6 7 8 9 10

Schlissel -~ 5 7 3 1 6 4 ist Pivot-Element
i 1
i 1 1. Halt der Zeiget, j
1 7 3 5 6
LY 2. Halt der Zeigei, j
1 3 7 5 6
i i letzter Halt der Zeigef, |
1 3 5 6 7
i i
Tabelle 2.1

Da wir als Pivotelement das Element am rechten Ende des aufzuteilenden Bereich
gewahlt haben, ist klar, daf? es im Bereich, den der Zéigeim Wandern nach rechts
Uberstreicht, stets ein Element mit Schlissel gibt. Die erste der beiderepeat
Schleifen terminiert also sicher. Die zwergpeat-Schleife terminiert aber dann nicht
korrekt, wenn das Pivotelement der minimale Schlussel unter allen Schliisseln im B
reicha[l]...a[r] ist. Dann gibt es ndmlich keipe {r —1,r —2,...,1} mit a[j].key< v.

Die zweiterepeat-Schleife terminiert sicher dann, wenn an Positienl ein Element
steht, fiir das gile]l — 1].key< a[j].keyfir alle j mit1 < j <r. Das kann man fir den



80 2 Sortieren

ersten Aufrufquicksorfa, 1,N) sichern durch Abspeichern eines Stoppers an Positior
0 mit a[0].key< min;{a[i].key}. Bei allen rekursiven Aufrufen ist die entsprechende
Bedingung von selbst gesichert. Das zeigt folgende Uberlegung. Unter der Annahn
daR es vor einem Aufruf voquicksorta,l,r) ein Element an Positioh— 1 gibt mit

a[l —1].key< a[j].keyfir alle j mit | < j <r, gilt die entsprechende Bedingung auch,
bevor die rekursiven Aufrufguicksorta,l,i — 1) und quicksorta,i + 1,r) ausgefihrt
werden. Das ist trivial fir den erstgenannten Aufruf. Ferner hat die vorangehende At
teilung bewirkt, daf3 an Positidrein Element steht ma[i].key< a[j].keyfir alle j mit
i+1<j<r.

Wir haben die Abbruchbedingungen fir diepeat-Schleifen tbrigens so gewahilt,
daf das Verfahren auch auf Felder anwendbar ist, in denen dieselben Schliissel m
fach auftreten. Es werdenin diesem Fall allerdings unnétige Vertauschungen vorgenc
men und die Elemente mit gleichem Schlissel kdnnen ihre relative Position &ndern. V
zeigen im Abschnitt 2.2.2 eine Mdoglichkeit, das zu vermeiden.

Analyse: Wir schatzen zunéachst die ischlechtesten Falbei einem Aufruf von
quicksorfa, 1,N) auszufiihrende Anzahl von Schliisselvergleichen (in den Programn
zeilen{x}) sowie die Anzahl der Bewegungen (in Programmzeften}) ab. Zur Auf-
teilung eines Feldes der Lantewerden die Schliissel aller Elemente im aufzuteilen-
den Bereich mit dem Pivotelement verglichen. In der Regel werden zwei Schlussel
zweimal mit dem Pivotelement verglichen. Es sind imider 1 Vergleiche insgesamt,
wenn das Pivotelement in déh— 1 Restelementen nicht vorkommt, sohsVerglei-
che. Im ungtinstigsten Fall wechseln dabei alle Elemente je einmal ihren Platz. Die |
unginstigsten Fall auszufihrende Anzahl von Schliisselvergleichen und Bewegun
hangt damit stark von der Anzahl der Aufteilungsschritte und damit von der Zahl de
initiilerten rekursiven Aufrufe ab. Ist das Pivotelement das Element mit kleinstem od:
gréRtem Schlussel, ist eine der beiden durch Aufteilung entstehenden Folgen jewe
leer und die andere hat jeweils ein Element (namlich das Pivotelement) weniger ¢
die Ausgangsfolge. Dieser Fall tritt z.B. fUr eine bereits aufsteigend sortierte Folge vc
Schlusseln ein. Die in diesem Fall initiierte Folge von rekursiven Aufrufen kann mal
durch den Baum in Abbildung 2.1 veranschaulichen.

Damit ist klar, dal3 zum Sortieren vét Elementen mit Quicksort fir die maximale
AnzahlCnaxN) von auszufiihrenden Schllisselvergleichen gilt

N

Ciax(N) > ‘Z(i +1) = Q(N?).

Genauso gilt auch fiir die maximale Anzahl von Bewegungen
Mmax(N) = Q(N?).

Quicksort benétigt im schlechtesten Fall also quadratische Schrittzahl.

Im gunstigsten Fall haben die durch Aufteilung entstehenden Teilfolgen stets etv
gleiche Lange. Dann hat der Baum der initiierten rekursiven Aufrufe die minimale H6h
(ungefahr lodN) wie im Beispiel von Abbildung 2.2 mit 15 Schlisseln.

Zur Aufteilung aller Folgen auf einem Niveau werd@&{N) Schliisselvergleiche
durchgefihrt. Da der Aufrufbaum im gunstigsten Fall nur die HoheNldat, folgt
unmittelbar

Crmin(N) = ©(NlogN).



2.2 Quicksort 81

ki<k<...< } Schlusselfolge
quicksorta, 1,N) } initiierter Aufruf
}Aufteilung

ki <...<knoz (Pivotelement eingerahmt;
quicksorfa,1,N— 1) rechte Teilfolge stets leer)

/

ki <...<kn_2 Kn-1

k1<

quicksorta, 1,2)

ky ko
Abbildung 2.1

Es ist nicht schwer zu sehen, dal3 die Gesamtlaufzeit von Quicksort im guinstigsten F
durch®(NlogN) abgeschatzt werden kann.

Wir wollen jetzt zeigen, dal die mittlere Laufzeit von Quicksort nicht viel schlechter
ist als die Laufzeit im gunstigsten Fall. Um das zu zeigen, gehen wir von folgende
Annahmen aus. Erstens nehmen wir an, dal3MiBchliissel paarweise verschieden
voneinander sind. Wir kénnen daher fiir Quicksort ohne Einschrankung voraussetze
daf die Schlussel die Zahlen 1 ;N sind. Zweitens betrachten wir jede dérmdagli-
chen Anordnungen voN Schliisseln als gleichwahrscheinlich.

Wird Quicksort fir eine Folgé;, ..., ky von Schlisseln aufgerufen, so folgt aus den
Annahmen, dal3 jede Zakl1 < k < N, mit gleicher Wahrscheinlichkeit/N an Positi-
onN auftritt und damit als Pivotelement gewahlt wird. Wiéivotelement, so werden
durch Aufteilung zwei Folgen mit LaAngdn— 1 und(N — k) erzeugt, fiir diequicksort
rekursiv aufgerufen wird. Man kann nun zeigen, daf3 die durch Aufteilung entstehel
den Teilfolgen wieder ,zuféllig“ sind, wenn die Ausgangsfolge ,.zufallig” war. Durch
Aufteilung samtlicher Folgeky, . .., ky mit ky = k erhalt man wieder sdmtliche Folgen
vonk— 1 und(N —k) Elementen. Das erlaubt es, unmittelbar eine Rekursionsformel fi
die mittlere LaufzeifT (N) des Verfahrens Quicksort zum Sortieren Wrschlisseln
aufzustellen. Offensichtlich iSt(1) = a, fur eine Konstante. FallsN > 2 ist, gilt mit
einer Konstanteb

: %(T(k— 1)+ T(N—K)) +bN.
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a 7 6 23 15 4 12 9 15 10 14 13 118|
quicksorfa, 1,15)

/

76 2 3 1 5[4 9 15 10 14 13 11[12]
quicksor(a 1,7) quicksorfa, 9,15)
/ \ / m
I
13 75 9 11 13 15

quicksor{a, 1,3) qU|cksor(a57) quicksor{a,9,11) quicksor{a, 13,15)

SN SIS N

1 2 3 56 7 9 10 11 13 14 15

Abbildung 2.2

In dieser Formel gibt der TerivN den Aufteilungsaufwand fir eine Folge der Lamge

an.
Es folgt firN > 2, daT(0) = 0 ist,

S

le\)

Wir zeigen per Induktion, daf3 hieraus
T(N) <c-NlogN

fur N > 2 mit einer hinreichend grol3 gewahlten Konstanten c folgt (dabei nehmen w
an, dalN gerade ist; der Fall, da§ ungerade ist, 1af3t sich analog behandeln).

Der Induktionsanfang ist klar. Sei ni> 3, und setzen wir fir allé < N voraus,
daR bereitd (i) < c-i-logi gilt. Dann folgt:
2 N—-1
N [kle(k)} +bN

TN) <

N—1
< Z—C[ k~|ogk]+bN
N1 &

N N_1
2 2
= é:[zk logk + % (E+k>log(ﬂ+k>]+bN
NS5 —~— 4GH\2 2
<logN—1 —_—
<logN
2c [N /N N> N 3N? 3N
< == = - - -
< N{4<2+1>I09N 8 4+<8 )IogN}+bN
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2 2
- X KN——N> IogN—N——E} +bN

N 2 2 8 4
= c~NIogN—c-IogN—g—E+bN
>0
cN ¢
< -NlogN — — — = +bN

< c-Nlog 7 2+

Haben wir jetzic > 4b gewabhlt, so folgt unmittelbar
T(N) <c-NlogN.

Damit ist bewiesen, dal? Quicksort im Mitt€l(NlogN) Zeit benétigt. Wir haben
die gesamte mittlere Laufzeit von Quicksort abgeschatzt. Eine entsprechende Reku
onsgleichung gilt natirlich auch fur die mittlere Anzahl von Schliisselvergleichen, di
damit ebenfalls im MitteD(NlogN) ist.

Quicksort benétigt aul3er einer einzigen Hilfsspeicherstelle beim Aufteilen eines Fe
des keinen zusatzlichen Speicher zur Zwischenspeicherung von Datenséatzen. Wie
jeder rekursiven Prozedur muf aber Buch gefiihrt werden Uber die begonnenen, a
noch nicht abgeschlossenen rekursiven Aufrufe der Prozpdcksort Das kdnnen bis
zuQ(N) viele Aufrufe sein. Eine Mdglichkeit, den zusétzlich bendétigten Speicherplatz
in der GroRenordnung voB(logN) zu halten, besteht darin, jeweils das kleinere der
beiden durch Aufteilung erhaltenen Teilprobleme zuerst (rekursiv) zu lI6sen. Das gr
Rere Teilproblem kann dann nicht auch rekursiv geldst werden, weil sonst die Schac
telungstiefe der rekursiven Aufrufe weiterhin linear in der Anzahl der Folgenelement
sein konnte, wie etwa im Falle einer vorsortierten Folge. Man behilft sich, indem ma
die sich ergebenden gréReren Teilprobleme durch eine lteration I6st. Damit ergibt si
folgender Block der Prozedquicksort

begin {quicksort mit logarithmisch beschrankter Rekursionstiefe
while r > | do
begin
{wéhle Pivot-Element und teile Folge auf wie bisher
{statt zweier rekursiver Aufrufe verfahre wie folgt
ifi—-1-H<(r—i—1)
then
begin
{rekursiver Aufruf fur d]...a[i — 1]}
quicksorta,l,i — 1);
{Iteration flr gi + 1]...a[r]}
[=i+1
end
else
begin
{rekursiver Aufruf fur & + 1]...a[r]}
quicksorta,i+ 1,r);
{Iteration fur {l]...a[i — 1]}
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r=i—-1
end
end
end {Quicksort

Nattrlich kann man Quicksort auch géanzlich iterativ programmieren, indem man sic
die Indizes fur das linke und das rechte Ende der noch zu sortierenden Teilfolgen me
(z.B. mit Hilfe eines Stapels, vgl. Kapitel 1). Sortiert man die jeweils kleinere Teilfolge
zuerst, so muf3 man sich nie mehr@lgogN) Indizes merken.

Nach einem Vorschlag von B. DuriiO] kann man Quicksort auch mit nur kon
stantem zusatzlichem Speicherplatz r ieren, ein wenig zu Lasten der Laufzeit. H
merkt man sich die noch zu sortierenden Teilfolgen nicht explizit, sondern sucht sie
der Gesamtfolge auf. Nach einer Aufteilung wird zuerst die linke, dann die rechte Tei
folge sortiert. Betrachten wir einen Ausschnitt aus dem Ablauf des Sortierprozess
wie ihn Abbildung 2.3 zeigt.

IN
\Y

IN
\Y

| / i \i—l i+1 r

I i'—1 i"+1 i—1

Abbildung 2.3

Von den gezeigten Teilfolgen wird also zuessk]...a[i’ — 1] sortiert, danra[i’ +
1]...a[i — 1] und schlie3licta[i + 1].. . a[r]. Das Problemist nun, daf? man zum Sortieren
der Teilfolgeali’ + 1]...a[i — 1] die rechte Grenze, also den Index 1, kennen muf3.
Bisher haben wir uns dies implizit in der Rekursion oder explizit im Stapel gemerk
Jetzt nutzen wir die Kenntnis aus, daf? alle Schiissel in der Teiléige 1].. . a[i — 1]
hochstens so gro3 wie das Pivotelengisein konnen; alle Schlusselafi+1]...a[r]
mussen groBer sein. Wir kdnnen also, ausgehendgrden Index — 1 finden, wenn
wir ai].keykennen, etwa so:

{Sei v:= ai].key, der Schliissel des Pivoteleménts
m:=i’;
while ajm|.key< vdom:=m+1,
{jetztistm=i+1}
m:=m-2;
{jetztist m= i — 1, der gewlinschte Indéx


Literaturverweis [40]
[40] B. Durian. Quicksort without a stack. In J. Gruska, B. Rovan und J. Wiederman, Hrsg., Proc. Math. Foundations of Computer Science, Prag, S. 283-289. Lecture Notes in Computer Science 233, Springer, 1986.


2.2 Quicksort 85

Nun muf3 man natirlich nodji].keykennen, ohne den Indégespeichert zu haben.
Das ist aber leicht mdglich, wenn wir vor dem Sortieren der Elemalhte. . a[i’ — 1]
das Elemend[i] mit dem Elemeng[i’ + 1] tauschen. Dann ergibt sich

v:=ali' + 1].key

vor Beginn des gerade angegebenen Programmstiicks; das Ausflillen des Rests
Blockes der Prozedwuicksortiiberlassen wir dem interessierten Leser.

Das asymptotische Laufzeitverhalten von Quicksort andert sich durch die zusatz
chen Vergleichs- und Bewegeoperationen nicht, da ja bereits der Aufteilungsschritt |
neare Zeit kostet. Verwendet man statt sequentieller Suche binédre Suche nach Posi
i — 1, so ergibt sich eine nur wenig héhere Laufzeit als bei rekursivem Quicksort.

2.2.2 Quicksort-Varianten

Das im vorigen Abschnitt angegebene Verfahren Quicksort bendtigt fir bereits sortie
te oder fast sortierte Eingabefolgen quadratische Schrittzahl. Der Grund dafir ist, d
in diesen Fallen die Wahl des Pivotelementes am rechten Ende des aufzuteilenden
reichs keine gute Aufteilung des Feldes in zwei nahezu gleich groR3e Teilfelder liefer
Es gibt mehrere Strategien fur eine bessere Wahl des Pivotelementes. Die bekannte
sind die3-Median-und dieZufalls-Strategie

Im Falle der3-Median-Strategiwird als Pivotelement der Median (d.h. das mittlere)
von drei Elementen im aufzuteilenden Bereich gewahlt. Wahlt man die drei Elemen
vom linken und rechten Ende und aus der Mitte, so besteht eine gute Chance dafir, ¢
das mittlere dieser drei Elemente eine Aufteilung in annéhernd gleiche Teile liefert. Ur
das mittlere von drei Elementenb, c zu bestimmen, die nicht paarweise verschieden
sein missen, kann man wie folgt vorgehen.

if a> bthenvertauschda,b);

{a=min(a,b)}

if a> cthen vertauschéa, c);

{a=min(a,b,c)}

if b > cthen vertauschéb, c);

{a,b,c sind jetzt aufsteigend sortiert; also ist b das mittlere
der drei Elemente o, c}

Setzt man das Element mit dem mittleren der drei Schligssed]l].key b = a[r].key
und ¢ = ajm|.key mit m = (I +r) div 2 vor Beginn der Aufteilung des Bereichs
a[l]...a[r] an das rechte Ende des aufzuteilenden Bereichs, kann die Aufteilung w
bisher erfolgen. Insgesamt erhalten wir folgende Prozedur:
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procedure medianof threequicksort(var a: sequencd, r : integer);
var
v, m, i, j:integer,
t : item {Hilfsspeiche}
begin
if r>|
then
begin
m:= (r+1) div 2;
if al].key> a[r].key
then
begin
t:=al];
afl] := a[r];
ar]:=t
end,
if al].key> a[m|.key
then
begin
t:=al];
al] ;= almj;
am|:=t
end,
if ar].key> a[m]|.key
then
begin
t:=a[r];
a[r] ;= a[m;
am|:=t
end,
{jetzt steht Median von[§, am] und dr] an Position r;
weiter wie bisher..}
end
end

Im Falle derZufalls-Strategiavahlt man das Pivotelement zufallig unter den Schliis-
seln im aufzuteilenden Bereidjl]...aJr]. Statt einfactv := ajr].keyzu setzen, wéhlt
man zundchgt zufallig und gleichverteilt aus dem Bereich der Indikes. ,r und ver-
tauschiak] mit afr], bevor mit der Aufteilung des Bereiclfl]...a[r] begonnen wird.
Der Effekt dieser Anderung von Quicksort ist drastisch. Es gibt keine ,schlechter
Eingabefolgen mehr! Das auf diese Weiaadomisiertgzufallig gemachteQuicksort
behandelt alle Eingabefolgen (annahernd) gleich. Nattrlich kann man auch so nicht v
meiden, daf} ein schlechtester Fall auftritt, in dem das Verfahren quadratische Schr
zahl bendtigt. Man kann aber leicht zeigen (vgl. 2!123]), dal3 der Erwartungswe
fur die zum Sortieren einer beliebigen, aber feste ngabefolge mit randomisierte
Quicksort erforderliche Anzahl von Schlisselvergleichen gléigklogN) ist.


Literaturverweis [123]
[123] K. Mehlhorn. Datenstrukturen und effiziente Algorithmen, Band 1, Sortieren und Suchen. Teubner, Stuttgart, 1986.
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Ob die Implementation und Verwendung von randomisiertem Quicksort zweckmalf3|
ist, hangt vom jeweiligen Anwendungsfall ab. Im Falle stark vorsortierter Eingabefol
gen kann es unter Umsténden ausreichen, die Eingabefolgen zunachst einmal ,,zufall
zu permutieren und darauf das normale Quicksort-Verfahren anzuwenden.

Die von uns im Abschnitt 2.2.1 angegebene Version des Verfahrens Quicksort |a
gleiche Schliissel in der Eingabefolge zu. Nicht selten treten in Anwendungen Folge
mit vielen Wiederholungen auf. Man denke etwa an eine Datei mit offenstehenden Kul
denrechnungen. Fir einen Kunden kann es mehrere Rechnungen geben; dann habe
le dieselbe Kundennummer. Das von uns angegebene Sortierverfahren kann diesen
(Sortieren nach aufsteigenden Kundennummern) durchaus erledigen, zieht aber aus
Tatsache mdglicher Wiederholungen keinen Nutzen.

Man nennt ein Sortierverfahraglatt (englisch:smootf), wenn esN verschiedene
Schltssel im Mittel inO(NlogN) und N gleiche Schliissel i©(N) Schritten zu sor-
tieren vermag mit einem ,glatten* Ubergang zwischen diesen Werten. Wir erspare
uns eine prazise Definition dieses Begriffs und geben statt dessen ein Beispiel fiir ¢
solches Verfahren an.

Die wesentliche Idee besteht darin, bei der Aufteilung eines Beremhes. a[r]
nach dem Schllissel des rechtesten Elemefitealle Elemente im aufzuteilenden Be-
reich, deren Schlissel gleich dem Schlussel des Pivotelementes sind, in der Mitte
sammeln. An Stelle einer Zerlegung in zwei Foldganund F, mit dem Pivotelement
dazwischen wird also eine Zerlegung in drei FoldenFy, und F angestrebt, so dal

gilt

R enthéalt alle Elemente mit Schlissely;
Fm enthéalt alle Elemente mit Schliisselv;
F enthalt alle Elemente mit Schliissel.

Hier bezeichnet = a[r].keydas Pivotelement.

Dawir naturlich eine In-situ-Aufteilung des Bereicd§ .. . a[r] haben wollen, und da
wir auRerdem nicht im vorhinein wissen, wo die endgtiltige Position des Pivotelement
ist, ergibt sich folgendes Problem: Wo soll man die Elemente zwischenspeichern, der
Schlussel mit dem des Pivotelementes tbereinstimmen?

Zur Lésung dieses Problems gibt es (wenigstens) vier verschiedene Mdglichkeit
(val. [ ). Erstens kann man die Elemente am Anfang und Ende des aufzuteilend
Berei ammeln und sie dann spéter in die Mitte beférdern. Zweitens kann man
Elemente nur am Anfang oder nur am Ende sammeln. Drittens kann man sie als wa
senden Block durch das Array wandern lassen, bis sie schlie3lich ihre richtige Positi
erreicht haben. Schlie3lich kann man sie in der ersten oder zweiten Halfte an viels
Stellen verstreut ablegen und in einem zweiten Durchgang sammeln.

Wir diskutieren nur die erste Méglichkeit genauer. AuRer den zwei Zeigend j,
mit denen wir Uber das Arrag[l]...a[r] hinweg wandern, verwenden wir zwei weitere
Zeigerx undy, die das jeweilige Ende des Anfangs- und Endstlicksajgn..a[r]
markieren, in dem die Elemente mit Schlissel gleich dem des Pivotelements gesamn
werden.


Literaturverweis [192]
[192] L. Wegner. Quicksort for equal keys. IEEE Transactions on Computers, C 34:362-366, 1985.
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=v <V ? >V =V

T T T T

X i i y
Anfangsisti=1—1, j=r,x=1—1,y=r. Die Schleife zur Aufteilung des Bereichs

al]...a[r] nach dem Pivotelement= a[r].keybekommt jetzt folgende Gestalt:

begin-loop
repeati ;= i+ 1until afil.key>v;
repeatj := j— luntil a[j].key<v;
if i > j then exit-loop;
if (afi].key> v) and (a[j].key< v)
then {vertausche f] und gj]}
begin
t:=ali
afi] :
afj] :
end,
if (afi].key> v) and (a[j].key=v)
then {hange 4j] an das linke Endstiick an
begin
t:=a[j];
alj] :=alil;
ali] .= a[x+1];
ax+1]:=t;
Xi=x+1
end,
if (afi].key=v) and (a[j].key< v)
then {hange 4] an das rechte Endstiick &n
begin

I;
ajl;
t

i |I£

if;

a[l] aljl;
a[j]:=aly—-1];
ay-1]:=t;
y=y-1

end;

if (afi].key=v) and (a[j].key=V)
then

begin
{hénge &i] an das linke Endstiick an
t:=ai];
ali] :=alx+1];
ax+1]:=t;
X=X+ 1;
{héange 4j] an das rechte Endstiick &n
t:=aljl;
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a[j]:=aly—1];
ay-1]:=t;
yi=y-1
end
end-loop

Am Ende der Aufteilung steht der Zeigeauf dem ersten Element des Teilstiicks mit
Schlussel grof3er oder gleiehDies ist die erste Position, an die das rechte Endstick
mit Schlisseln gleich dem Pivotelement getauscht werden muf3; das linke Endsti
muf links neben dieser Position zu liegen kommen. Da die Langen aller beteiligte
Teilstiicke bekannt sind, kann man dies leicht mit zwei Schleifen (ohne weitere Schli
selvergleiche auszufuhren) programmieren. Wir Uberlassen die Einzelheiten dem Les

Nach der Aufteilung in die drei TeilfolgelR, Fyn, und /. missen nattrlich nug und
F rekursiv auf dieselbe Art sortiert werden. Fir eine Datei, in der keine Schliissel meh
fach auftreten, bedeutet das keine Ersparnis. Sind — das ist das andere Extrem —
Schliissel identisch, ist Gberhaupt kein rekursiver Aufruf nétig. L. We [192] zeigt
dald unter geeigneten Annahmen Uber die Verteilung der Schliissel giit; daf3 das ol
skizzierte, auf einem Drei-Wege-Split beruhende Quicksort im M&\ logn+ N)

Zeit benotigt, woben die Anzahl der verschiedenen Schlissel unterd&chliisseln
der Eingabefolge ist.

2.3 Heapsort

Alle in den Abschnitten 2.1 und 2.2 behandelten Sortierverfahren benétigen ir
schlimmsten Fall eine Laufzeit vaB(N?) fiir das Sortieren vohl Schliisseln. Im Ab-
schnitt 2.8 wird gezeigt, dal? zum Sortieren \Wrschlisseln mindesterf3(NlogN)
Schritte bendtigt werden, wenn Information tiber die Ordnung der Schltissel nur durt
Schliisselvergleiche gewonnen werden kann. Solche Sortierverfahren higgenei-

ne Sortierverfahren, weil auBer der Existenz einer Ordnung keine speziellen Bedil
gungen an die Schlissel geknlipft sind. Man kann sich nun fragen: Gibt es tberhau
Sortierverfahren, die m®(NlogN) Operationen auskommen, selbst im schlimmsten
Fall? Wir werden sehen, dal solche Verfahren tatséchlich existieren; Heapsort ist eir
von ihnen.

Heapsort(Sortieren mit einer Halde) folgt dem Prinzip des Sortierens durch Aus-
wahl (vgl. Abschnitt 2.1.1), wobei aber die Auswahl geschickt organisiert ist. Dazl
wird eine Datenstruktur verwendet, déeap (die Halde), in der die Bestimmung des
Maximums einer Menge volN Schlisseln in einem Schritt méglich ist. Eine Folge
F =Ky, ko, ..., kn von Schllisseln nennen wir einen Heap, wknd kL%J fir2<i<N
gilt. Anders ausgedricklg > kg undk; > koj 1, sofern 2 < N bzw. 2+ 1 < N.


Literaturverweis [192]
[192] L. Wegner. Quicksort for equal keys. IEEE Transactions on Computers, C 34:362-366, 1985.
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Abbildung 2.4

Beispiel: Die FolgeF =8,6,7,3,4,5,2,1 genligt der Heap-Bedingung, weil gilt>8
6,8>7,6>3,6>4,7>5,7>2,3>1. Diese Beziehung kann man graphisch wie
in Abbildung 2.4 veranschaulichen.

Beim Eintragk; ist der Indexi mit angegeben, um den Bezug zwiscliennd dem
Schaubild zu erleichtern. In die oberste Zeile kommt der Schllkgs@h die nachste
Zeile kommen die Schliiss& und k3. Die Beziehungerk; > ko und k; > ks wer-
den durch zwei Verbindungslinien (Kanten) dargestellt. In Zgikmmen Schlussel
koi-1 biskyj_4, von links nach rechts. AuRerdem werden Kanten zu den entsprechend
Schliisseln der vorangehenden Zeile gezeichnet. Das so definierte Schaubild repra:
tiert den Heap als Binarbaum (vgl. hierzu auch Kapitel 5). Jedem Schliissel entspric
ein Knoten des Baumes, und zwischen den Knoten fur Schligsset ks bzw. k; und
koir1 gibt es eine Kante. Schllisdelsteht an der Wurzel des Baumes. Schliksebt
der linke kyi 1 der rechte Sohn von Schliisgglk; ist der Vater vorky; undkyi 1. Inter-
pretiert man den Heap als Bindrbaum, so kann man die Heap-Bedingung auch wie fo
formulieren. Ein Bindrbaum ist ein Heap, wenn der Schliissel jedes Knotens mindeste
so grof3 ist wie die Schlussel seiner beiden S6hne (falls es diese gibt).

Wir gehen im folgenden immer davon aus, daf} die Schlussel in einem Array g
speichert sind, auch wenn wir manchmal in Erklarungen auf die Baumstruktur Bezt
nehmen. Stellen wir uns einmal vor, eine Folge von Schlisseln sei als Heap gegel
(also etwa Folgé- im obigen Beispiel), und wir sollen die Schlissel in absteigender
Reihenfolge ausgeben. Das ist fur den ersten Schlissel ganz leichtkidisbfa das
Maximum aller Schlissel. Wie bestimmen wir aber jetzt den néchstkleineren Schli
sel? Eine offensichtliche Methode ist doch die, den gerade ausgegebenen Schliissel
der Folge zu entfernen und die restliche Folge wieder zu einem Heap zu machen. D¢
steht ndmlich der nachstkleinere Schliissel wieder an der Wurzel, und wir kdnnen ng
demselben Verfahren fortfahren.

Das ergibt fur das absteigende Sortieren der Schllssel eines Heaps fdligthde
de:

{Anfangs besteht der Heap aus Schliissgln k ky }
Solange der Heap nicht leer ist, wiederhole:
gib k; aus; {das ist der nachstgréRere Schligsel



2.3 Heapsort 91

entferne k aus dem Heap;
stelle die Heap-Bedingung fur die restlichen Schliissel her,
so daf’ die neue Wurzel an Position 1 steht.

Der schwierigste Teil ist hier das Wiederherstellen der Heap-Bedingung. Wir nutze
die Tatsache aus, dal3 nach dem Entfernen der Wurzel ja noch zwei Teil-Heaps vorl
gen. Im obigen Beispiel der Folge = 8,6,7,3,4,5,2,1 gibt es nach Entfernen von
ki = 8 zwei Teil-Heaps, die Abbildung 2.5 zeigt.

Abbildung 2.5

Wir machen daraus einen Heap, indem wir zunéachst den Schliussel mit héchste
Index an die Wurzel schreiben, wobei aber im allgemeinen die Heap-Bedingung verles
wird. Dies zeigt Abbildung 2.6.

Abbildung 2.6

Dann lassen wir den (neuen) Schlidgem Heap nach untewversickern(sift dowr),
indem wir ihn solange immer wieder mit dem gréReren seiner beiden Sohne verta
schen, bis beide Séhne kleiner sind oder der Schliissel unten angekommen ist, \
Abbildung 2.7.
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Abbildung 2.7

Damit ist die Heap-Bedingung fir die Schllusselfolge erfullt. Fir das Entfernel
des Maximums und das Herstellen der Heap-Bedingung fir die Folge der Schlis:
ki,...,kneignet sich also die folgende Methode:

{entferne Maximum aus Heap,k. . ,kyn, und mache
restliche Schliisselfolge wieder zu einem Heap

Ubertrage k, nach k;;

versickere kim Bereich k bis kn_1.

Das Versickern eines Schlussels geschieht wie folgt:

{versickere kim Bereich kbis kn}
Solange keinen linken Sohn;khat, wiederhole:
falls k einen rechten Sohn hat,
so sei k derjenige Sohn von knit groRerem Schllssel,
falls k <k,
so vertausche;jkmit k; und setze i= |,
sonst halte aqdie Heap-Bedingung gijt

Tabelle 2.2 zeigt am Beispiel der Folge= 8,6,7,3,4,5,2,1, wie die Schlissel von
F absteigend sortiert werden.

Statt die Schlussel in absteigender Reihenfolge auszugeben, kénnen wir sie mit d
angegebenen Verfahren auch in aufsteigender Reihenfolge sortieren, wenn wir das
weils aus dem Heap entfernte Maximum nicht ausgeben, sondern an die Stelle des;je
gen Schlussels schreiben, der nach dem Entfernen des Maximumk;n#oértragen
wird. Dann |af3t sich das Sortieren eines Heaps wie folgt beschreiben:

{sortiere Heap a sequence im Bereich vdrbis r : integer}
var

i :integer,

t:item
begin

for i :=r downto 2 do

begin {tausche &l] mit &i], versickere &l]}

{M1} t:=ai];
{M1} ai]:=a[1];
{M1} a[1]:=t;
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Kommentar Ausgabe k1 ko ks ki ks ks ky
Anfangsheap 8 6 7 3 4 5 2
gib kg aus 8
Ubertragekg nachk; 1 6 7 3 4 5 2
versickereky 7 1
5 1
gib kg aus 7
Ubertragek; nachk; 2 6 5 3 4 1
versickerek, 6 2
4 2
gib k; aus, Ubertragks, 6|5 4 1 3 2
versickere etc. 54 3 1 2
413 2 1
3/2 1
211
1| leer
Tabelle 2.2

versickeréa, 1,i — 1)
end
end

Dabei istversickerawie folgt erklart:

procedure versickere(var a: sequencg, m: intege;
{versickere §] bis hdchstens nachmal}
var
j : integer,
t:item
begin
while 2xi < mdo {a[i] hat linken Sohh
begin
j := 2xi; {a[j] ist linker Sohn von @}
if j<m
then {a[i] hat rechten Sohhn
{C1} if a[j].key< a[j + 1].keythen j := j+1;
{ jetzt ist dj].key groRe}
{C2} if ali].key< a[j].key
then {tausche &] mit a[j]}

begin
{M2} t:= alil;
{mM2} afi] := al[jl;

{M2} afj] =t

93
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i := ] {versickere weiter
end
elsei := m{halte an, Heap-Bedingung erfijit
end
end

Analyse: AuBerhalb der Prozedwersickereverden beim Sortieren eines Heaps, der
ausN Schlusseln besteht, gera®€N) Bewegungen von Datensétzen ausgefihrt (vgl.
ProgrammzeilefM1}). AuBerdem werden beim Versickern Datensétze bewegt (vgl
Programmzeile§M2}). Beim Versickern wird ein Schliissel wiederholt mit einem sei-
ner Séhne vertauscht. Im Schaubild, das den Heap als Bindrbaum zeigt, wandert
Schlussel bei jeder Vertauschung eine Zeile — man sagtStirfeoder einNiveau(le-
vel) — tiefer. Die Anzahl der Schliissel verdoppelt sich von Stufe zu Stufe; lediglich au
der letzten Stufe kdnnen einige Schlissel fehlen. Ein Heap Biitifen speichert also
zwischen 2-1 und 2 — 1 Schliissel. Ein Heap fik Schliissel, mit21 <N < 2i —1,
hat alsoj = [log(N +1)] Stufen. Daher kann dighile-Schleife der Prozeduwersickere
bei einem Prozeduraufruf hochstdisg(N + 1)] — 1 Mal durchlaufen werden. Da die
ProzeduwersickeregenauN — 1 Mal aufgerufen wird, ergibt sich eine obere Schranke
von O(NlogN) Ausfiihrungen jeder der Zeilef€1}, {C2} und{M2}. Damit gilt:

Cmax(N) = O(NIogN), Mmax(N) = O(NIogN).

Das Verfahren, einen Heap zu sortieren, kdnnen wir erst dann zum Sortieren einer |
liebigen Schlusselfolge verwenden, wenn wir diese in einen Heap umgewandelt hab
Der Erfinder von Heapsort, J.W.J. Williams (VM%]), hat daftir eine Methode ange
geben, die iM(NlogN) Schritten einen Heap truiert. Ein schnelleres Verfahren
das wir im folgenden erlautern, stammt von R.W. Floyd ( [55]).

Die Grundidee besteht darin, in einer Schlisselfolge hinten nach vorne Te
Heaps zu erzeugen. Nehmen wir an, die Heap-Bedingung sei fiir alle Schlissel ¢
Folge ab einem gewissdq erfillt, d.h., es geltekL%J > k; flr L'zJ > |. Das ist an-
fangs, in der unsortierten Folge, gesichertlfér L%J + 1. Dann kénnen wir die Heap-
Bedingung fur alle Schliissel &n 3 herstellen, indem wik;_1 in der Folgek_1, ..., kn
versickern. Die Voraussetzung fur das Versickern eines Schliissels, namlich, dal
beiden S6hne des Schlussels Wurzeln von Teil-Heaps sind, ist gesichert, weil die He.
Bedingung fir alle Schliissel mit hdherem Index erflillt ist. Zunachst lassen wir als
k\_L\‘zJ versickern, dankwﬂfl usw., bis schliel3licky versickert. Die erhaltene Folge ist
ein Heap, weil die Heap-Bedingung ab Schliissehlso fiir alle Schlissel, erfiillt ist.

Methode: Eine gegebene Folge = ki, ko, ..., ky von N Schliisseln wird in einen
Heap umgewandelt, indem die Schlijsle[@élJ , k[i}yr ..., k1 (in dieser Reihenfolge) in
F versickern.

Beispiel: Betrachten wir die Folgé = 2,1,5,3,4,8,7,6 und die Veranderungen, die
sich beim Versickern der Schlussel ergeben:


Literaturverweis [194]
[194] J. W. J. Williams. Algorithm 232. Comm. ACM, 7:347-348, 1964. 


Literaturverweis [55]
[55] R. W. Floyd. Algorithm 245, treesort 3. Comm. ACM, 7:701, 1964. 
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Versickere Schliissel Folge
anfangs 2,1,53,4,8,7,6
ks=3 2,1,5,6,4,8,7,3
ks=5 2,1,8,6,4,57,3
kp=1 2,6,8,3,4,57,1
ki=2 8,6,7,3,4,52,1

Die erhaltene Folge ist ein Heap.

Das Sortierverfahren Heapsort fiir eine Folgeron Schllisseln besteht nun darin,
F zunachst in einen Heap umzuwandeln und den Heap dann zu sortieren. Das er
folgende Sortierprozedur.

procedure heapsortvar a: sequencg
{sortiert die Elemente[4] bis gN]}
var
i :integer,
t:iteny
begin
{wandle &1] bis gN] in einen Heap urh
for i := N div 2 downto 1 do versickeréa, i,N);
{sortiere den Heap
for i := N downto 2 do
begin {tausche &l] mit &i], versickere &l]}
t:=alil;
afi] :=a[1];
al:=t;
versickeréa, 1,i — 1)
end
end

Analyse:Sei 2-1 < N < 21 — 1, alsoj die Anzahl der Stufen des Heaps NiSchliis-
sel. Numerieren wir die Stufen von oben nach unten von 1.lsnn gibt es auf Stufie
hochstens'e ! Schliissel. Die Anzahl der Bewege- und Vergleichsoperationen zum Ver
sickern eines Elementes der Stlfist proportional zuj — k. Insgesamt ergibt sich fur
die Anzahl der Operationen zum Umwandeln einer unsortierten Folge in einen Heap

j-1 -1 N
Z 2k71(j —k) — Z k.2i-k-1_oj-1 z K < NZZO(N)
k=1 k=1 2

Das Aufbauen eines Heaps aus einer unsortierten Folge ist also in linearer Zeit mogli
Damit ergibt sich die Zeitschranke fir Heapsort aus dem Sortieren des Heaps zu

Cmax(N) = O(NIogN), Mmax(N) = O(NIogN).
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Experimente zeigen, dal dies auch die mittlere Anzahl von Bewegungen und Ve
gleichsoperationen fur Heapsort ist. Heapsort ist also das erste von uns behand
Sortierverfahren, das asymptotisch optimale Laufzeit im schlechtesten Fall hat. Di
se Laufzeit variiert flr verschiedene Eingabefolgen nur geringfligig; insbesondere nii
oder schadet Vorsortierung bei Heapsort praktisch nichts. Man kann Heapsort jedoch
modifizieren, dal3 es Vorsortierung ausniitzt. Eine solche Heapsort-Va8amethsort

L benotigiO(N) Zeit fir eine vorsortierte Folge ur@(N logN) Zeitim schlimmsten

. Heapsort ist keistabilesVerfahren, d.h., die relative Position gleicher Schlussel
kann sich beim Sortieren &ndern. Im Gegensatz zu den géngigen Varianten von Qui
sort, das im Durchschnitt schneller ist als Heapsort, bendétigt Heapsort nur konstant v
zusatzlichen Speicherplatz; es ist also ein echtes In-situ-Sortierverfahren.

2.4 Mergesort

Das VerfahrerMergesort(Sortieren durch Verschmel2est eines der altesten und be-
stuntersuchten Verfahren zum Sortieren mit Hilfe von Computern. John von Neumat
hat es bereits 1945 vorgeschlagen. Es folgt — &hnlich wie Quicksort — der Strat
gie, eine Folge durch rekursives Aufteilen zu sortieren. Im Unterschied zu Quickso
wird aber hier die Folge in gleich grol3e Teilfolgen aufgeteilt. Die (rekursiv) sortierter
Teilfolgen werden dann verschmolzen. Dazu verwendet man linear viel zusatzlich
Speicherplatz. Als Ausgleich dafiir kann die Laufzeit von Mergesort fur eine Folge vo
N SatzerO(NlogN) nicht Gbersteigen.

In Abschnitt 2.4.1 beschreiben und analysieren wir eine einfache Realisierung v
Mergesort, das rekursive Aufteilen in zwei Teilfolgety\\Vege-MergesortMan kann
Mergesort auch leicht ohne Rekursion als das Verschmelzen immer grof3erer Teilfolg
formulieren; dieseseine 2-Wege-Mergeso(straight 2-way merge sortbeschreiben
wir im Abschnitt 2.4.2. Nitzt man die in der zu sortierenden Folge bereits vorhands
nen sortierten Teilfolgen aus, so erhalt man dagirliche 2-Wege-Mergesofmatural
2-way merge sojt dieses Verfahren beschreiben wir im Abschnitt 2.4.3. Schlief3lich
eignet sich Mergesort ganz besonders gut fiir das Sortieren von Daten auf Sekunc
speichern, dasxterne Sortierefvgl. Abschnitt 2.7).

2.4.1 2-Wege-Mergesort

Methode: Eine Folge- = kg, ..., ky vonN Schlisseln wird sortiert, indem sie zunéchst
in zwei mdglichst gleich groRRe Teilfolgelf, = kl,...,k(%] undF = k[L}]+1a~~~ka
aufgeteilt wird. Dann wird jede dieser Teilfolgen mittels Mergesort sortiert. Die sor-
tierte Folge ergibt sich durch Verschmelzen der beiden sortierten Teilfolgen. Mergest
folgt also, ahnlich wie Quicksort, dem allgemeinen Prinzip des Divide-and-conque
Dabei ist wichtig, daf3 das Verschmelzen sortierter Folgen einfacher ist als das Sort
ren. Zwei sortierte Folgen werden verschmolzen, indem man je einen Positionszei


Literaturverweis [36]
[36] E. W. Dijkstra. Smoothsort, an alternative for sorting in situ. Science of Computer Programming, 1:223-233, 1982. Vgl. auch: Errata, Science of Computer Programming 2:85, 1985.
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(Index) durch die beiden Folgen so wandern laRt, da die Elemente beider Folgen ii
gesamt in sortierter Reihenfolge angetroffen werden. Beginnt man mit beiden Zeige
am jeweils linken Ende der beiden Folgen, so bewegt man in einem Schritt denjer
gen der beiden Zeiger um eine Position nach rechts (in der betreffenden Folge), c
auf den kleineren Schlissel zeigt. Man ibernimmt einen Schllissel immer dannin c
Resultatfolge, wenn ein Zeiger bisher auf diesen Schliissel gezeigt hat und im aktuell
Schritt weiterwandert. Sobald eine der Folgen erschopft ist, tibernimmt man den Re
der anderen Folge in die Resultatfolge.

Beispiel: Die beiden sortierten Folgeh = 1,2,3,5,9 undF, = 4,6,7,8,10 sollen
verschmolzen werden. Zunachst zeigen zwei Positionszeiget j auf die Anfangs-
elemente beider Folgen, also 1 und 4, wie in Abbildung 2.8 dargestellt.

| Fi | P | Resultatfolge
1,2,3,5,9 | 4,6,7,8,10 0
anfangs:| 1i 1]
Abbildung 2.8

Dak; < kj gilt, wandert Zeigei in FolgeF;, undk; wird in die Resultatfolge tber-
nommen (Abbildung 2.9).

1,2,3,5,9 | 4,6,7,8,10
1<4:| ti 1 1

Abbildung 2.9

Im néchsten Schritt ist wiedéy = 2 < 4 = kj, also wandert wieder Zeigein Folge
F1. Wir zeigen in Tabelle 2.3 den Prozel3 des Verschmelzens bis zum Ende.

Die Struktur des Verfahrens Mergesort kann man, ohne Bericksichtigung von Impl
mentationsdetails, wie folgt beschreiben:

Algorithmus Mergesor(F : Folge);

{sortiert Schltsselfolge F nach aufsteigenden Warten

Falls F die leere Folge ist oder nur aus einem einzigen Schlissel besteht,
bleibt F unverandert; sonst:

Divide: Teile F in zwei etwa gleich groRe Teilfolgen,uhd R;
Conguer MergesortF:); Mergesor{F,);

{jetzt sind beide Teilfolgeryfund F, sortiert}
Merge Bilde die Resultatfolge durch Verschmelzen vonikd F,.
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1,2,3,59 4,6,7,8,10
2<4: Ti 1 1,2
3<4: 0 1 1,2,3
5> 4: i 1 1,2,3,4
5<6: i 1 1,2,3,4,5
9> 6: i 1 1,2,3,4,5,6
9>7: i 1 1,2,3,4,5,6,7
9> 8: i 1 1,2,3,4,5,6,7,8
9< 10: i 1 1,2,3,4,5,6,7,8,9
F1 erschopft; 111,23,4,5,6,7,8,9,10
F, erschopft: Stop.

Tabelle 2.3

Betrachten wir als Beispiel die Anwendung des Verfahrens Mergesort auf die Folc

F=21,3,905,6, 7, 4, 8, 10. Zunachst wirdaufgeteilt in die beiden Teilfolgen
Fi=2,1,3,9,5und~» =6, 7, 4,8, 10. Dann werden beide Teilfolgen mittels Mergesort
sortiert; das ergilf; = 1, 2, 3,5, 9 und» =4, 6, 7, 8, 10. Diese beiden Folgen werden,
wie im vorangegangenen Beispiel gezeigt, zur Féige 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10
verschmolzen.

Fur die programmtechnische Realisierung von Mergesort nehmen wir an, dafl3

Folge der zu sortierenden Datensétze in einem &aldden Positionen 1 bié gespei-
chert ist. Weilmergesortekursiv fur Teilfolgen aufgerufen wird, verwenden wir zwei
Feldindizes fir das erste und das letzte Element der zu sortierenden Teilfolge.

procedure mergesor{var a: sequencd, r : integen;
{sortiert dl] bis gr] nach aufsteigenden Schlusseln

var
m: integer,
begin

if I <r {sonst: leere oder einelementige Folpge

then
begin

m:= (I +r) div 2; {das ist die Mitte der Folge

mergesorta, |, m);
mergesorta,m+1,r);
{all]...a[m] und gm+ 1]...a[r] sind sortierg
mergéda,l,mr) {Verschmelzeh
end
end

Das Verschmelzen zweier Teilfolgen, die im Faldn benachbarten Feldpositionen

stehen, wird durch die Prozeduomergeerreicht. Wir verwenden dazu ein zusétzliches
Feldb, das zunéchst die Resultatfolge aufnimmt. AnschlieRend wird die Resultatfolc
von b nacha zurtickkopiert.
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procedure merge(var a: sequencd, m, r: integer);
{verschmilzt die beiden sortierten Teilfolgefh|a . ajm)|
und gm+ 1]...a[r] und speichert sie in[§...a[r]}
var
b : sequence{Hilfsfeld zum Verschmelzgn
h, 1, j, k: integer,
begin
i :=1; {inspiziere noch @] bis §m]| der ersten Teilfolgg
j :=m+1; {inspiziere noch {] bis gr] der zweiten Teilfolge
k:=1; {das nachste Element der Resultatfolge j&} b
while (i <m)and (j <r) do
begin {beide Teilfolgen sind noch nicht erschgpft

{C} if afi].key< a[j].key
then {Uibernimm §i] nach KK]}
begin
{M1} blk] := alil;
i=i+1
end
else{ubernimm §j] nach Kk]}
begin
(M1} blk] := alj;
ji=j+1
end,
ki=k+1
end;
ifi>m

then {erste Teilfolge ist erschopft; Ubernimm zweéite
{M2} for h:=jtor doblk+h— j]:=alh]
else{zweite Teilfolge ist erschopft; Ubernimm efste
{M2} for h:=itomdo blk+h—i]:=ah;
{speichere sortierte Folge von b zuriick nagh a
{M3} for h:=1tor doalh]:= b[h|
end

Man erkennt, daf3 die fuir beide Teilfolgen erforderlichen Aktionen véllig gleichar-
tig sind; wie man diese Aktionen parametrisiert, beschreiben wir beim Verschmelze
mehrerer Teilfolgen in Abschnitt 2.7.

Analyse: Schlusselvergleiche werden nur in der Prozedargein der mit{C} mar-
kierten Zeile ausgefiihrt. Nach jedem Schlusselvergleich wird einer der beiden Po:
tionszeiger weiterbewegt. Sobald eine Teilfolge erschopft ist, werden keine weitere
Schliisselvergleiche mehr ausgefihrt. Fir zwei Teilfolgen der Lapdgpew. n, erge-
ben sich also mindestemsin(ni,ny) und hdchstens; + n; — 1 Schliisselvergleiche.
Zum Verschmelzen zweier etwa gleich langer Teilfolgen der GesamtMmgmotigen
wir also®(N) Schlusselvergleiche; das ist der ungiinstigste Fall. Damit ergibt sich fi
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die AnzahiC(N) der zum Sortieren voN Schliisseln bendtigten Vergleichsoperationen

C(N):C<[§W)+C<{§J>+ 9\(1\9 = O(NlogN).

Verschmelzen

Schliisselvergleiche zum
Sortieren der beiden Teilfolgen

Das gilt fir den besten ebenso wie fir den schlechtesten (und damit auch fir d
mittleren) Fall gleichermal3en:

Cmin(N) = Cmax(N) = Cniit(N) = ©(NIlogN).

Mergesortist also ein Sortierverfahren, das grél3enordnungsmahig nicht mehr Schl
selvergleiche bendtigt, als im schlimmsten Fall auch tatsachlich erforderlich sind (vg
Abschnitt 2.8); es ist worst-case-optimal. Damit hat es sich ausgezahlt, die rekursi
Aufteilung moglichst ausgeglichen vorzunehmen. Da bei jedem Aufteilungsschritt di
Folgenlange etwa halbiert wird, ergeben sich nfolgN] Aufteilungsschritten stets
Teilfolgen der Lange 1, die nicht weiter rekursiv behandelt werden mussen. Die Rekt
sionstiefe ist also — etwa im Gegensatz zu Quicksort — logarithmisch beschrankt.

An den mit{M...} markierten Zeilen der Prozednrergelafit sich ablesen, daf viel
mehr Bewegungen von Datensatzen ausgefuhrt werden als Schlisselvergleiche.
jeden Schlisselvergleich wird auch eine Bewegung eines Datensatzes {Aéllign
ausgefihrt. Zusatzlich werden die restlichen Elemente einer Teilfolgetmi#imérnom-
men (Zeilen{ M2}), wenn die andere Teilfolge erschopft ist. SchlieRlich wird noch die
gesamte Resultatfolge vdnnacha zuriickkopiert (Zeile{M3}). Beim Verschmelzen
zweier Teilfolgen der Gesamtlangewerden also geradd\?Bewegungen ausgefihrt.
Damit ergibt sich auch hier

Mmin(N) = Mmax(N) = Mnit(N) = ©(NIogN).

Viele der Bewegungen kann man vermeiden, wenn man den Bereich, in dem sorti
te Teilfolgen gespeichert sind (alscoderb), parametrisiert (vgl. Abschnitt 2.7). Am
asymptotischen Aufwand andert sich dabei nichts. Weil bei Mergesort Teilfolgen im
mer nur sequentiell inspiziert werden, kann man dieses Verfahren auch fur Datensa
in verketteten linearen Listen verwenden. Dann entfallen Bewegungen von Datens
zen komplett; stattdessen werden lediglich Listenzeiger geandert. Allerdings ben6t
auch diese Mergesort-Variante linear viel zusatzlichen Speicherplatz, namlich fir d
Listenzeiger.

2.4.2 Reines 2-Wege-Mergesort

Im rekursiven 2-Wege-Mergesort, wie in Abschnitt 2.4.1 beschrieben, dient die Pr
zedurmergesortediglich zur Organisation der Verschmelzungen von Teilfolgen. Das
eigentliche Sortieren ist dann erst das Verschmelzen von Teilfolgen der Lange 1, spé
der Lange 2 usw., bis zum Verschmelzen zweier Teilfolgen der L&h@e Beimrei-

nen 2-Wege-Mergesofstraight 2-way merge sortwerden die Verschmelzungen von
Teilfolgen genauso organisiert, und zwar ohne Rekursion und ohne Aufteilung.
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Methode: Eine FolgeF = ki,...,ky von Schliisseln wird sortiert, indem sortier-
te Teilfolgen zu immer langeren Teilfolgen verschmolzen werden. Anfangs ist jede
Schlussek;, 1 <i < N, eine sortierte Teilfolge. In einem Durchgang (von links nach
rechts durch die Folge) werden jeweils zwei benachbarte Teilfolgen zu einer Folge ve
schmolzen. Beim ersten Durchgang wird aksamit k, verschmolzenks mit kg usw.
Dabei kann es vorkommen, daf3 am Ende eines Durchganges eine Teilfolge tbrig ble
die nicht weiter verschmolzen wird. Bei jedem Durchgang verdoppelt sich also die Lar
ge der sortierten Teilfolgen, aul3er eventuell am rechten Rand. Die gesamte Folge
sortiert, sobald in einem Durchgang nur noch zwei Teilfolgen verschmolzen worde
sind.

Beispiel: Betrachten wir die Folg& = 2,1,3,9,5,6,7,4,8,10 aus Abschnitt 2.4.1.
Teilfolgen sind voneinander durch einen senkrechten Strich getrennt. Anfangs hab
alle Teilfolgen die Lange 1.

2|1]3|9|5|6|7|4|8]10
Nach einem Durchgang sind je zwei benachbarte Teilfolgen verschmolzen.
1,2]13,9]/5,6|4,7|8,10
Wir geben die Teilfolgen nach jedem weiteren Durchgang an.

1, 2, 3, 9 4, 5 6 7 8 10
1, 2, 3, 4, 5 6 7, 9 8 10
1, 2, 3, 4, 5 6 7, 8 9, 10

Die folgende Prozedstraightmergesontealisiert das reine 2-Wege-Mergesort.

procedure straightmergesortvar a: sequencd, r : integen;
{sortiert dl]...a[r] nach aufsteigenden Schusselwerten;
I und r werden nicht fur rekursive Aufrufe bendétigt und sind
nur wegen der Analogie zu mergesort hier angegében
var
size, ll, mm, rr. integer,
begin
size:=1; {Lange der bereits sortierten Teilfolgen
while size<r—1+1do
begin {verschmilz Teilfolgen der Lange s}ze
rr :=1—1; {Elemente bis inklusivea] sind bearbeitet
while rr + size<r do
begin {es gibt noch mindestens zwei Teilfolgen
Il :=rr +1; {linker Rand der ersten Teilfolge
mm:= Il + size— 1, {rechter Rand
if mm+ size<r
then {r noch nicht Uberschritteh
rr := mm+- size
else{zweite Teilfolge ist kiirzér
rr:=r;
merge(a, Il, mm, rr)
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end;
{ein Durchlauf ist beendet; sortierte Teilfolgen haben jetzt
die Lange2 x size:
size:= 2xsize
end
{aist sortiert
end

Analyse: Schliisselvergleiche und Bewegungen finden auch hier nur innerhalb d
Prozedumergestatt. Bei jedem Durchgang durch die Folge werden insgesbhibu-
tenséatze mittelsnergeverschmolzen. Weil sich bei jedem Durchgang die Lange der
sortierten Teilfolgen verdoppelt, erhalt man ndébgN] Durchgéangen eine sortierte
Folge. Damit gilt wie erwartet

Crmin(N) = Cmax(N) = Cnit(N) = ©(NlogN)

und
Mmin(N) = Mmax(N) = Mmit(N) = ©(NIogN).

2.4.3 Naturliches 2-Wege-Mergesort

Ausgehend vom reinen 2-Wege-Mergesort liegt es nahe, den Verschmelze-ProzelR n
mit einelementigen Teilfolgen zu beginnen, sondern bereits anfangs moglichst lan
sortierte Teilfolgen zu verwenden. Auf diese Weise versucht man, eine nattrliche,
der gegebenen Folge bereits enthaltene Vorsortierung auszunutzen. Betrachten wir n
einmal die Folgd- = 2,1,3,9,5,6,7,4,8,10. InF findet man vier langstmégliche, be-
reits sortierte Teilfolgen benachbarter Folgenelemente.

2]1,3,9/5,6,7|4,8,10

Verschmilzt man nun, wie beim reinen 2-Wege-Mergesort, in jedem Durchgang b
nachbarte Teilfolgen, so erhalt man nach zwei Durchgangen eine sortierte Folge.

1, 2, 3, 9 4, 5 6 7, 8 10
1, 2, 3, 4 5 6, 7, 8 9 10

Methode: Eine FolgeF = ki, ...,ky von Schlisseln wird sortiert, indem sortierte
Teilfolgen zu immer langeren sortierten Teilfolgen verschmolzen werden. Anfangs wir
F in langstmdogliche sortierte Teilfolgen benachbarter Schltissel (die sogen&umtgn
geteilt. Dann werden wiederholt benachbarte Teilfolgen verschmolzen (wie beim reine
2-Wege-Mergesort), bis schlie3lich eine sortierte Folge entstanden ist.

Bei der programmtechnischen Realisierung ist der einzige Unterschied zum rein
2-Wege-Mergesort das Finden der sortierten Teilfolgen. Eine sortierte Teilfolge ist 2
Ende, wenn ein kleinerer Schliissel auf einen gréReren folgt. Damit ergibt sich die Pr
zedurnaturalmergesort
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procedure naturalmergesortvar a: sequencd, r : integer);
{sortiert dl]...a[r] nach aufsteigenden Schusselweften

var
[, mm, rr: integer,
begin
repeat
rr :=1—1; {Elemente bis inklusive[a] sind bearbeitet

while rr <r do
begin {finde und verschmilz die n&chsten Runs
Il :=rr +1; {linker Rand
mm:=Il; {a[ll]...a[mn] ist sortiert}
{C1} while (mm< r) and (aJmm+ 1].key> a[mi.key) do
mm:= mm+1;
{jetzt ist mm das letzte Element des ersten Runs
if mm<r
then {es ist noch ein zweiter Run vorhanden
begin
rr ;= mm+ 1; {rechter Rand
{C1} while (rr <r) and (arr + 1].key> a[rr].key) do
rr.=rr+1;
mergéa,|l,mmrr)
end
else{kein zweiter Run vorhanden: fer}ig
rr:=mm
end
until I =1 {dannist dl]...a[r] ein Run, also sortieft
end

Die angegebene Prozedaturalmergesorist so noch nicht ganz korrekt. Die beiden
kombinierten Bedingungen

(mm< r) and (aJmm+ 1].key> a[mi.key)

und
(rr <r)and (a[rr + 1].key> a[rr].key)

fihren zu einem Fehler, wenn das Feldelem&nt 1] nicht existiert. Der Grund
liegt darin, daR in Pascal keine Annahmen ber das Auswerten von Teilen zusamme
gesetzter Bedingungen gemacht werden. Das bedeutet, dal méglicherweise der
(aJlmm+ 1].key> a[mri.key) der ersten Bedingung auch dann noch ausgewertet wird
wenn(mm< r) bereits den Werfalseliefert. Dann ist abemm=r, und damit erfolgt

ein Zugriff aufar + 1]. Der Wert des Feldelements beeinflul3t den Wahrheitswert de
die Schleife kontrollierenden Bedingung naturlich nicht. Es genlgt also, ein um ein Fe
delement gréRReres Feld zu vereinbaren und das Feldelement mit dem hdchsten In
unbenutzt zu lassen.
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Analyse: Zur Ermittlung der Runs werden gegenliber reinem 2-Wege-Mergeso
zuséatzliche Schlisselvergleiche ausgefuhrt, und zwar linear viele in jedem Durc
gang. Bei[logN] Durchgangen im schlimmsten Fall ergeben sich damit zusétz
lich O(NlogN) Schliisselvergleiche. Damit ist, wie auch schon beim reinen 2-Wege
Mergesort,

Cmax(N) = ©(NIogN).

Der Vorzug des natiirlichen 2-Wege-Mergesort liegt aber gerade in der Ausnutzu
einer Vorsortierung. Im besten Fall ist die gegebene Folge bereits komplett sortie
besteht also aus nur einem einzigen Run. Einmaliges Durchlaufen der Folge gent
um dies festzustellen und das Sortieren zu beenden. Also gilt

Crmin(N) = ©(N).

Um die mittlere AnzahlCrit(N) von Schlusselvergleichen zu bestimmen, Uberleger
wir uns, wieviele natirliche Runs eine zufallig gewahlte PermutatioN/&chliisseln
im Mittel enthalt. Betrachten wir zwei benachbarte Schlig&seidk;, 1 der zufallig
gewdhlten Permutation. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, lda3 ki1 ist, gleich der
Wahrscheinlichkeit, daR > ki1 ist, also gerade /2 (unter der Annahme, daR alle
Schliissel verschieden sind). Fails> ki1, dann ist bek; ein Run zu Ende. Die An-
zahl der Stellen, an denen ein Run zu Ende ist, ist also Hti#a damit ergeben sich
im Mittel etwaN/2 Runs. Beim reinen 2-Wege-Mergesort erhalten wir bereits nach ei
nem Durchlauf geradd/2 Runs; daher sparen wir beim nattrlichen 2-Wege-Mergesor
lediglich einen Durchlauf im Mittel, also lediglich etwsd Schliisselvergleiche. Somit
ergibt sich

Cmit(N) = ©(NlogN).

Anders ausgedriickt heif3t das, dald im Mittel eine zuféllig gewéahlte Schliisselfolge nic
besonders gut vorsortiert ist, wenn man die Anzahl der Runs als Malf fiir die Vorsorti
rung wahlt (vgl. dazu Abschnitt 2.6).
Die Anzahl der Bewegungen von Datensétzen I4Rt sich aufgrund dieser Uberlegung
unmittelbar angeben:
Mmin(N) =0

und
Mmax(N) = Mmit(N) = @(N IogN).

Wenn Bewegungen von Datensétzen unerwiinscht sind (z.B. wenn Datensatze g
sind), kann es vorteilhaft sein, verkettete lineare Listen von Datensatzen zu sortier
Dann geniigt es namlich, die Zeiger von Listenelementen zu &ndern; Bewegungen \
Datensatzen erlibrigen sich. Verkettete Listen sind deswegen fiir Mergesort-Varian
besonders geeignet, weil stets alle Teilfolgen nur sequentiell inspiziert werden; d
Maoglichkeit des Zugriffs auf beliebige Feldelemente haben wir nie in Anspruch ge
nommen. Aus diesem Grund ist Mergesort auch ein gutes externes Sortierverfah
(vgl. Abschnitt 2.7).

Wir habenin allen Mergesort-Varianten die Prozemergefiir das Verschmelzen von
zwei Teilfolgen verwendet. Dabei wurde linear viel zusatzlicher Speicherplatz bendtig
Es gibtauch Verfahren, die das Verschmelzen in situ, mit nur konstant viel zusétzliche
Speicherplatz bewerkstelligen, und die trotzdem nur linear viele Schlisselvergleicl

ausfithren (siehe z.'S] od'84]).
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2.5 Radixsort

In allen bisher behandelten Sortierverfahren waren Schllisselvergleiche die einzige
formationsquelle, um die richtige Anordnung der Datensétze zu ermdglichen. Wir he
ben zwar zur Vereinfachung stets vorausgesetzt, dal3 die Schliissel ganzzahlig sind.
bisher besprochenen Sortierverfahren haben aber keine arithmetischen Eigenscha
der Schlussel benutzt. Vielmehr wurde immer nur vorausgesetzt, da das Universi
der Schlussel angeordnet ist und die relative Anordnung zweier Schlussel durch ein
in konstanter Zeit ausfiihrbaren Schlisselvergleich festgestellt werden kann.

Wir lassen diese Annahme jetzt fallen und nehmen an, daf3 die Schliissel Wérter (i
einem ausn Elementen bestehenden Alphabet sind. Beispiele sind:

m= 10 und die Schliissel sind Dezimalzahlen;
m= 2 und die Schliissel sind Dualzahlen;
m= 26 und die Schllssel sind Wérter Gber dem Alphdlaet. ., z}.

Man kann die Schliissel also aisadische Zahlen auffassen. Daher nennt mman
auch die Wurzel (lateinischadix) der Darstellung.

Fur die in diesem Abschnitt besprochenen Sortierverfahren machen wir folgende, ve
einfachende Annahme: Die Schliissel Nezu sortierenden Datenséatze simehdische
Zahlen gleicher Lange. Wenn alle Schlussel verschieden sind, muf folglich die Lan
wenigstens logN betragen. In Abschnitt 2.5.1 setzen wir sogae 2 voraus. Radix-
Sortierverfahren inspizieren die einzelnen Ziffern deadischen Schltissel. Wir setzen
daher voraus, daf} wir eine in konstanter Zeit ausfiihrbare Furggtiork) haben, die
fur einen Schliisséd die Ziffer mit Gewichtm' in dermradischen Darstellung vdq al-
so diei-te Ziffer von rechts liefert, wenn man Ziffernpositionen ab 0 zu zahlen beginnt
Esist also z.B.:

210(0,517) = 7;
710(1,517) = 1;
210(2,517) =5

In Abschnitt 2.5.1 geben wir ein Radix-Sortierverfahren an, das eine rekursive Aufte
lung des zu sortierenden Feldes analog zu Quicksort vornimmt. Dieses Verfahren t
in der Literatur den NameRadix-exchange-sorDas in Abschnitt 2.5.2 besprochene
Radix-Sortierverfahren heif3t Binsort, Bucketsort oder aBohieren durch Fachver-
teilung, weil es die zu sortierenden Datensatze wiederholt in Fachern (Bins, Bucket
ablegt, bis schlieflich eine sortierte Reihenfolge vorliegt.

2.5.1 Radix-exchange-sort

Methode: Wir teilen das gegebene, nach aufsteigenden Binarschliisseln gleicher Lan
zu sortierende Feld[1]...a[N] von Datensétzen in Abhangigkeit vom fiihrenden Bit

der binéren Sortierschliissel in zwei Teile. Alle Elemente, deren Schlussel eine fihre
de 0 haben, kommen in die linke Teilfolge, und alle Elemente, deren Schliissel ei



106 2 Sortieren

fuhrende 1 haben, kommen in die rechte Teilfolge. Die Aufteilung wird &hnlich wie be
Quicksort in situ durch Vertauschen von Elementen des Feldes erreicht. Die Teilfolge
werden rekursiv auf dieselbe Weise sortiert, wobei natirlich jetzt das zweite Bit vo
links die Rolle des fihrenden Bits Gibernimmt.

Die Aufteilung eines Bereichs nach einer bestimmten Bitposition der Schlissel d
Bereichs erfolgt wie bei Quicksort. Man wandert mit zwei Zeigern vom linken unc
rechten Ende Uiber den aufzuteilenden Bereich. Immer wenn der linke Zeiger auf €
Element std(3t, das an der fur die Aufteilung maf3geblichen Bitposition eine 1 hat, ur
der rechte auf ein Element stdf3t, das dort eine 0 hat, werden die beiden Elemente \
tauscht. Die Aufteilung ist beendet, wenn die Zeiger tibereinandergelaufen sind.

Tabelle 2.4 zeigt am Beispiel von sieben Binar-Schlisseln der Lange 4 das Ergeb
der einzelnen Aufteilungsschritte.

Fir die Aufteilung maf3gebliches Bit:

1011 0010 1101 1001 0011 0101 10®@®
0101 0010 0011; 1001 1101 1011 10@®
0011 0010; 0101; 1001 1010 1011; 1301
0011 0010; 0101; 1001; 1010 1011; 1301
0010; 0011; 0101; 1001; 1010; 1011; 1301

Tabelle 2.4

In dieser Tabelle ist das Ende der jeweils durch Aufteilung entstandenen Folgen dur
- markiert. Im Unterschied zu Quicksort kann man nicht direkt einen Stopper verwen
den, um das Wandern der Zeiger im Aufteilungsschritt zu beenden. Wir nehmen dat
in die das Wandern der Zeiger kontrollierende Schleifenbedingung explizit den Te
auf, ob ein Zeiger das Ende des jeweils aufzuteilenden Bereichs bereits erreicht hat.

procedure radixexchangesofivar a: sequencd, r, b : integen;
{sortiert die Elemente[§...a[r] nach aufsteigenden Werten
der Endstiicke von Schliisseln, die aus Bits
an den Positionef, ..., b besteheh
var
i, j rinteger, {Zeiger
t :item {Hilfsspeiche}
begin
if r>1
then
begin
{teile Bereich @]...a[r] abh&ngig vom Bit an Position b
der Schlissel ayf
i=1-1;
ji=r+1;
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begin-loop
repeati ;= i+ 1until (z(b,ali].key =1) or (i > j);
repeat j := j — Luntil (z(b,a[j].key =0) or (i > j);
ifi>]
then exit-loop;
t:=ali];
alil := aljl;
alj] ==t
end-loop
{alle Elemente mit einéd an Bit-Position b stehen jetzt
links von allen Elementen mit eingran dieser Position;
i zeigt auf den Beginn dieser rechten Teilfolge.
Gibt es keine Elemente irjla .. a[r] mit einerl
an Bitposition b, so ist+=r + 1}
if b> 0 {dasO-te Bit ist noch nicht inspizie}t
then
begin
radixexchangeso(t,l,i —1,b—1);
radixexchangeso(t,i,r,b—1)
end
end
end

Ein Aufruf vonradixexchangesofg, 1, N, Schlussellangesortiert dann das gegebene
Feld.

Der Aufteilungsschritt fur einen Bereidl]...a[r], abhéngig vom Schlusselbit an
Positionb, bendtigt wie bei Quicksoxt- (r — 1) Schritte mit einer Konstanten Zwar
kann die Prozeduadixexchangesoffiir Schliissel der Lange+ 1 insgesam(2°+1 —
1)-mal rekursiv aufgerufen werden, aber die maximale Rekursionstiefe ist héchste
b. Alle Aufteilungen auf derselben Rekursionsstufe, also alle von derselben Bitpositio
abhangigen Aufteilungen, kénnen insgesamt in linearer Zeit ausgefihrt werden. Dare
folgt, daR3 die Laufzeit des Verfahrens — unabhangig von der Eingabefolge — ste
durchO(N - b) abgeschatzt werden kann. st logN, dann ist Radix-exchange-sort
eine echte Alternative zu Quicksort. Hat man aber wenige lange Schlissel, ist Radi
exchange-sort schlecht.

2.5.2 Sortieren durch Fachverteilung

Mancher Leser erinnert sich vielleicht noch ungefahr daran, wie das Sortieren ein
Lochkartenstapels durch ein mechanisches Sortiergerat ablauft. Der zu sortierende K
tenstapel wird (in Abhangigkeit von der Lochung an einer bestimmten Position) at
verschiedene Facher verteilt. Die in den Fachern abgelegten Teilstapel werden de
in einer bestimmten, festen Reihenfolge eingesammelt und erneut, abhéngig von ¢
nachsten Lochkartenposition, verteilt usw., bis schlielich ein sortierter Stapel entsta
den ist. Charakteristisch fir dieses Sortierverfahren ist also der Wechsel zwischen ei
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Verteilungsphasend einerSammelphaseNir beschreiben beide Phasen nun genau-
er und setzen dazu voraus, daf} das Feld der zu sortierenden Dateiftza[N]
madische Schlussel gleicher Lanigkat. Verteilungs- und Sammelphase werden ins-
gesamt-mal durchgefihrt. Denn die Verteilungsphase hangt ab von der jeweils gera
betrachteten Ziffer an Positidrderm-adischen Schliissel, wokialie Positionen von 0
bis| — 1 durchlauft, also von der niedrigstwertigen zur héchstwertigen Ziffernposition

In derVerteilungsphaseerden die Datensatze aufFacher verteilt. Daste FachF
nimmt alle Datensatze auf, deren Schliissel an Poditiia Ziffer i haben. Der jeweils
nachste Satz wird stets ,,oben* auf die in seinem Fach bereits vorhandenen Satze gel

In derSammelphaseerden die Satze in den Fachéy...,Fyn_1 SO eingesammelt,
daR die Satze im Fadh, 1 als Ganzes ,oben" auf die Satze im Fdglygelegt werden
(fuir0<i <m—1). Die relative Anordnung der Sétze innerhalb eines jeden Fachs bleil
unveréandert.

In der auf eine Sammelphase folgenden Verteilungsphase missen die Datensatze
Lunten“ nach ,oben* verteilt werden, also zuerst wird der ,unterste” Satz in sein Fac
gelegt, dann der ,zweitunterste” usw., bis schlieBlich der ,oberste" Satz auf ein Fac
verteilt ist. Am Ende der letzten Sammelphase sind dann die Datensétze von ,unte
nach ,oben“ sortiert.

Wir illustrieren das Verfahren am Beispiel einer Menge von 12 Datenséatzen mit zwe
stelligen Dezimalschliisseln. (D.h. wir habn= 12, m= 10,| = 2.) Gegeben sei die
unsortierte Schlusselfolge

40, 13, 22, 54, 15, 28, 76, 04, 77, 38, 16, 18.

Wahrend der ersten Verteilungsphase werden die Schliissel in Abhangigkeit von
am weitesten rechts stehenden Dezimalziffer (an PositierD) wie folgt auf zehn
Facher verteilt.

18
04 16 38
40 _ 22 13 54 15 76 77 28

R AR R Rk RFM KRR
Nach der ersten Sammelphase ergibt sich die Schliisselfolge

40, 22, 13, 54, 04, 15, 76, 16, 77, 28, 38, 18.

Erneute Verteilung nach der Ziffer an Positioa 1 ergibt:

18

16

15 28 77
04 13 22 38 40 54 76

o h R B R B F I R
Sammeln der Schlissel in den Fachern ergibt die sortierte Schlisselfolge

04, 13, 15, 16, 18, 22, 28, 38, 40, 54, 76, 77.
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Fiur den Nachweis der Korrektheit des Verfahrens ist die folgende Beobachtung wichti
Die von der Ziffer an Positioh abh&ngige Verteilungs- und Sammelphase liefert eine
aufsteigende Sortierung der Séatze nach dieser Schlisselziffer; dabei bleibt die relat
Anordnung der Schlissel innerhalb der Facher erhalten. Genauer: War die Zahlenfo
vor Beginn eines Durchgangs (bestehend aus Verteilungs- und Sammelphase) nach:
steigenden Werten sortiert, wenn man nur die Ziffernpositionen @ — 1 betrachtet
(bzw. unsortiert, wenh= 0 ist), so folgt: Nach Ende des Durchgangs sind die Schllisse
bzgl. der Ziffernpositionen 0..,t aufsteigend sortiert. Durchgénge stellen also eine
insgesamt sortierte Reihenfolge her, wenn dabei der Reihe nach die Ziffernposition
0,...,I — 1 betrachtet werden.

Eine naive Implementation des Verfahrens erfordert die programmtechnische Rez
sierung vorm Fachern als Felder der GroRedenn jedes Fach kann ja im unginstig-
sten Fall alleN Datenséatze aufnehmen missen. Das ist schomfarl0 kein gangba-
rer Weg, weil dann zur Sortierung vénh Datensatzem- N zusétzliche Speicherplét-
ze reserviert werden missen. Es gibt zwei naheliegende Mdglichkeiten, diese enor
Speicherplatzverschwendung zu vermeiden. Eine erste Moglichkeit ist, zu Beginn ¢
nes jeden Durchlaufs (dessen Verteilungsphase votitéerZiffer abhangt) zu zahlen,
wieviele Satze in jedes Fach fallen werden. Da insgesamt nicht meNr Bitensat-
ze verteilt werden mussen, genigt es dann, insgeNarusatzliche Speicherplatze zu
vereinbaren. Man kann in diesem Bereich alle Facher unterbringen und die jeweilige
Bereiche der einzelnen Facher aus den zuvor ermittelten Anzahlen leicht bestimme
Wir nennen die Indizes der Grenzen dieser Bereich®eliteilungszahlerEine andere
Mdglichkeit ist, diem Facher alsn verkettete lineare Listen mit variabler Lange zu rea-
lisieren. In der Verteilungsphase werden die Datensétze stets an das Ende der jeweili
Liste angehéngt. In der Sammelphase werden die Listen der Reihe nach von vorn n:
hinten durchlaufen.

Fur beide Varianten werden Prozeduren angegeben, die eine Sortierung des Fel
avom Typsequencenit ganzzahligen Schliisselkomponendgihkeyvornehmen. Wir
nehmen an, daf3 die Schlissehdische Zahlen der Landisind, wobeimundl aul3er-
halb der Prozeduren festgelegte Konstanten sind. Wir erinnern daran, daf3 fur jede Z
t, mit 0 <t < m, zn(t, afi].key) diet-te Ziffer desm-adischen Schlussels deten Satzes
ist.

procedureradixsortl (var a: sequencg
var
b : sequence{Speicher zur Aufnahme der Facher
c:array [0.. m| of integer, {Verteilungszahleh
i, j, t :integer,
begin
fort:=0tol—1do
begin {Durchlauf}
{Verteilungsphase/erteilungszahlen bestimmjen
fori:=0tom—1doc]i]:=0;
fori:=1toNdo
begin
J = zm(t, ai].key);
olj] :=clj]+1
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end;
cm—1:=N+1-cm-1j;
fori:=2tomdocm—i]:=cm—i+1]—cm—il;
{c[i] ist Index des Anfangs von Fachif Feld b}
{verteiler}
for i:=1to Ndo
begin
j = Zm(tva[l]keWa
blc[j]] := afi];
ofj] = cfj] +1
end;
{Sammelphage
for i :=1to Ndoa[i] := byi]
end {Durchlauf}
end

Fur die zweite Radixsort-Variante machen wir Gebrauch von dem in Kapitel 1 be
schriebenen Datentyp Liste, der die Menge aller Listen von Objekten eines gegeber
Grundtyps einschlieB3lich der leeren Liste bezeichnet undistibf vereinbart wird.
Wir erinnern daran, daf3 fiir eine Variallleeom Typ Liste, also

var L : list of Grundtyp
und eine Variable des Grundtyps, also
var x: Grundtyp

die folgenden Prozeduren und Funktionenlfiund x erklart und in konstanter Zeit
ausfuhrbar sind:

pushtailL,x) : hangtx an das Ende voh an; das Resultat ist;

popheadL,X) : entfernt das erste Element duglie entstehende Liste ist
L; das entfernte Element ist
emptyL): liefert den Werttrue genau dann, wenh die leere Liste
ist, und den Werfalsesonst;
init(L) : liefert fir L die leere Liste.

Dann laf3t sich die Prozedradixsort 2 wie folgt angeben:

procedureradixsort2 (var a: sequencg

var
L:array [0.. (m— 1)] of list of item
i, ], t:integer,

begin

for j:=0to (m—1) doinit(L[j]); {F&cher leeren
fort:=0tol—1do
begin {Durchlauf}
{Verteilungsphasge
fori:=1toNdo {verteiler}
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begin
j = Zm(tva[l]keWa
pushtai(L[j],a[i])
end,
{Sammelphage
i=1,
for j:=0tom—1do {L[j] einsammelh
while not emptyL[j]) do
begin
popheadL|j],ali]);
i=i+1
end {while}
end {Durchlauf}
end

Aus den angegebenen Programmstiicken kann man unmittelbar ablesen, daf3 b
Radixsort-Versionen i®(l (m+ N)) Schritten ausfuhrbar sind. Der Speicherbedarf liegt
in beiden Fallen in der GréRenordnu@gN + m).

Wir diskutieren einige Spezialfélle genauer. Solfemerschiedene Schliissel im Be-
reich Q...,m— 1 sortiert werden, so ist also= N und| = 1. In diesem Fall liefert
Radixsort eine sortierte Folge in linearer Zeit und mit linearem Platz. Dieser sehr spe:
elle Fall kann nattrlich viel einfacher wie folgt gelést werden. Man vereinbart ein Felc
b vom Typ

array[0.. (m— 1)] of item
und erreicht durch die Anweisung

for i := 1to N do b[a[i].key := a]i],

dal die Satze des gegebenen Fehll@#s b nach aufsteigenden Schliisseln sortiert
vorkommen. Die Sortierung ist hier also trivial erreichbar, weil jedes ,Fach” genat
einen Satz aufnimmt.

Haben die gegebenéhDatensatze Schliissel fester Lamgm Bereich Q...,m —1,
ist alsol konstant unan< N, so ist Radixsort in linearer Zeit ausfuhrbar. Es ist klar, dal3
| > [log,,N] sein muR, wenn alldl Schliissel verschieden sind. Solange die Schliisse
.kurze mradische Zahlen sind, aldo= c- [log,,N] mit einer ,kleinen* Konstanten
¢, bleibt Radixsort ein praktisch brauchbares Verfahren mit einer Gesamtlaufzeit vc
O(NlogN) im schlechtesten Fall.

2.6 Sortieren vorsortierter Daten

Nicht selten sind zu sortierende Datenbestande bereits teilweise vorsortiert. Sie konr
etwa aus einigen bereits sortierten Teilen zusammengesetzt sein, oder an ein gré
res, sortiertes File werden am Ende einige wenige Satze in beliebiger Reihenfolge ¢
gehangt. Viele Sortierverfahren ziehen aber aus einer Vorsortierung keinerlei Nutze
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Schlimmer noch: Manche Sortierverfahren, wie etwa Quicksort, sind fiir vorsortiert
Daten sogar besonders schlecht. Damit stellt sich die Frage: Gibt es Sortierverfahr
die die in einem Datenbestand bereits vorhandene Vorsortierung optimal nutzen?

In dieser Form ist die Frage natirlich viel zu unprézise formuliert, um eine klar
ja/nein Antwort zu erlauben. Wir werden daher in Abschnitt 2.6.1 zunachst einige g
brauchliche MaRRe zur Messung der Vorsortierung einer Folge von Schliisseln vorstell
und prazise definieren, was es heil3t, daR ein Sortierverfahren von einer so gemesse
Vorsortierung optimalen Gebrauch macht. In Abschnitt 2.6.2 stellen wir ein erstes ,a
aptives" Sortierverfahren vor, das die Vorsortierung einer Folge optimal nutzt, wen
man sie mit der Inversionszahl mit. Das in Abschnitt 2.6.3 besprocBerteren
durch lokales Einfligeist sogar fiir drei verschiedene Vorsortierungsmafie optimal.

2.6.1 Malie fur Vorsortierung

Betrachten wir einige verschiedene Folgen von 9 Schlisseln, die aufsteigend sorti
werden sollen:

Jgn
g o N
U
~N oA
A O W
© R o
NN a1
0 w
(VNN
o U1 ©

Intuitiv wilrde man sagen: Die Fold® ist weniger vorsortiert al&; und F,. F5 ist
global schon ganz gut sortiert, denn kleine Schlussel stehen eher am Anfang, gre
Schlussel eher am Ende der Folge. Die Unordnunigist also lokaler Natur. Tat-
séachlich sind gegeniiber der sortierten Folge einfach Paare benachbarter Schlissel
tauscht. Das umgekehrte gilt fir Folgg Lokal istF, ganz gut sortiert, denn die mei-
sten Paare benachbarter Schliissé}istehen in der richtigen Reihenfolge, aber global
ist j, ziemlich ungeordnet, denn grof3e Schliissel stehen am Anfang, kleine am Ende |
Folge. Wie laf3t sich das quantitativ messen? Wir machen dazu jetzt drei verschiede
Vorschlage und diskutieren ihre Vor- und Nachteile.

Die erste Mdglichkeit besteht darin, die Anzahl dieversionen(oder: Fehlstellun-
gen) zu messen. Das ist die Anzahl von Paaren von Schliisseln, die in der falsct
Reihenfolge stehen. In der Beispielfolggsind dies die vier Paare (2,1), (4,3), (6,5),
(8,7), und in der BeispielfolgE, die 20 Paare

(6.1), (6,2), (6,3). (6,4), (6.5),
(7.1),(7,2), (7,3), (7,4), (7.5),
(8,1).(8,2), (8,3), (8,4), (8,5),
(9,1), (9,2), (9,3), (9,4), (9,5).

Allgemein: SeiF = (ky,...,kn) eine Folge von Schlusseln, die aufsteigend sortiert
werden soll. Wir setzen voraus, daf alle Schliksetrschiedene (ganze) Zahlen sind.
Dann heif3t die Anzahl der Paare in falscher Reihenfolge

inv(F) = |{(i,j)I1 <i < j <N undk > kj}|
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die Inversionszahlvon F. Falls F bereits aufsteigend sortiert ist, so ist offenbar
inv(F) = 0. Im ungunstigsten Fall kann jedes Elemé&ntn einer FolgeF vor Ele-
mentenki1,...,ky stehen, die samtlich kleiner als sind. Dies ist der Fall fir eine
absteigend sortierte Folge fur deren Inversionszahl offenbar gilt:
inv(F)=(N=1)4+(N=2)+...+24+1= w
Die Inversionszahl mif3t die globale Vorsortierung. Die oben angegebenen Beispielfc
gen zeigen das sehr deutlich: Die Folgehat eine kleine, die Folgg, hat eine grof3e
Inversionszahl. Dennoch wiirde man auch Fdigals gut vorsortiert ansehen; sie 1aRt
sich leicht und schnell etwa mit dem Verfahren Sortieren durch Verschmelzen in eir
sortierte Reihenfolge bringen. Das nachste Mal3 berlicksichtigt diese Art Vorsortierul
besser. Man nimmt die Anzahl der bereits aufsteigend sortierten Teilfolgen einer g
gebenen Folge. Diese Zahl heif3t @en-Zahl(englisch: run = Lauf). Sie ist flr eine
FolgeF = (kq,...,kn) wie folgt definiert:

rung(F) = [{i|]1<i < Nundki;1 < k}|+1.

Fir die Folger, ist offenbarung(R,) = 2, weil in F, nur eine Stelle vorkommt, an der
ein gréReres Element einem kleineren unmittelbar vorangeht. In der Folgibt es
vier solcher Stellen, die wir mit einent’, markiert haben.

2 1 4 3 6 5 8 7 9
T T T T

AlsoistrungF;) =4+ 1=5.

Fir eine bereits aufsteigend sortierte Folge ist die Run-Zahl 1. Im ungunstigsten F
kann an jeder Stelle zwischen je zwei benachbarten Elementen ein gréReres einem k
neren Folgenelement unmittelbar vorangehen. Das ist der Fall fiir absteigend sortie
Folgen. Die Run-Zahl einer absteigend sortierten Folge der L&hggt alsoN. Ei-
ne kleine Run-Zahl ist also ein Indiz fiir einen hohen Grad von Vorsortiertheit. Die
Run-Zahl ist aber eher ein lokales Mal fiir die Vorsortierung. Denn eine intuitiv gu
vorsortierte Folge mit nur lokaler Unordnung, wie die Fo{g8el,4,3,...,N,N — 1) hat
eine hohe Run-Zahl (von ungeféky2).

Ein die genannten Nachteile (vorwiegend lokal oder vorwiegend global orientier
vermeidendes Mal? fur die Vorsortierung beruht auf der Messuntidgsten aufstei-
genden Teilfolge ladongest ascending subsequence) einer FBlge(ky, . .., kn):

las(F) = max{t]3i(1),...,i(t) sodal
1<i()<...<i(t) <N undki(l) <...< ki(t)}-

Offensichtlich gilt fur eine Folge= der LangeN stets 1< las(F) < N. Fur eine
gut vorsortierte Folgd= ist las(F) groB3, und flr eine schlecht vorsortierte, wie die
absteigend sortierte Foldeg, ist las(F) klein. las(F) wachst also gerade umgekehrt
wie die beiden vorher eingefiihrten Mailde und runs Man benutzt daher besser die
DifferenzN —las(F) zur Messung der Vorsortierung. Sie gibt an, wieviele Elemente
von F wenigstens entfernt werden muissen (englisch: remove), um eine aufsteige
sortierte Folge zu hinterlassen:

rem(F) =N—las(F).
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Die oben angegebene Beispielfolgghat mehrere langste aufsteigende Teilfolgen mit
Lange funf.R, hat eine langste aufsteigende Teilfolge ebenfalls mit Lange flinf. Alsc
gilt fur beide Folgen

remF,) =remf) =9-5=4.

Das Mafrem ist weniger intuitiv als die MaRév und runs. Die Berechnung von
rem(F) flr eine gegebene Foldeist ein durchaus nichttriviales algorithmisches Pro-
blem. Wir verweisen hier nur auf die Arbeit von H. Mann 17].

Es gibt in der Literatur noch weitere Vorschlage zur M ng der Vorsortiertheit vo
Schlusselfolgen und auch den Versuch einer allgemeinen Theorie durch axiomatisc
Fassung der ein MaR fir Vorsortierung charakterisierenden Eigenschaften. Da es
nur auf einige grundsatzliche Aspekte des Problems, vorsortierte Folgen méglichst «
fizient zu sortieren, ankommt, wollen wir uns mit der Betrachtung der drei oben ang
gebenen Malie begntigen.

Wir wollen jetzt prazisieren, was es heif3t, daf3 ein Sortierverfahren Vorsortierung o
timal nutzt, wenn man ein Maf® zur Messung der Vorsortierung wahlt. Erinnern wir
uns daran, daf3 jeder Algorithmus zur Lésung des Sortierproblems zwei Teilprobler
I6st, und zwar ein Informationsbeschaffungsproblem und ein Datentransportproble
Die sortierte Schlusselfolge muf3 zunéchst unter allen anderen Folgen (gleicher L:
ge) identifiziert werden. Im einfachsten Fall geschieht dies durch Ausfiihren von Ve
gleichsoperationen zwischen je zwei Schlisseln. Algorithmen, die nur auf diese Wei
Informationen Gber die (relative) Anordnung der zu sortierenden Schliissel gewinne
heiBerallgemeineSortierverfahren. Samtliche bisher besprochenen Verfahren mit Aus
nahme von Radixsort gehéren zu dieser Klasse. Zweitens ist ein Datentransportprobl
zu lésen. Die zu sortierende Folge muf3 durch Bewegen von Datensétzen (oder Zeige
in die richtige Reihenfolge gebracht werden.

Fur die Definition einesn-optimalen Sortierverfahrensvobeim ein Maf3 fir die
Vorsortierung ist, beschranken wir uns auf die Klasse der allgemeinen Sortierverfahre
Dann kann man als untere Schranke firr die Laufzeit eines solchen Verfahrens die z
Sortieren ausgefiihrte Zahl von Schlusselvergleichen nehmen.

Wann ist ein Sortierverfahrem-optimal? Intuitiv doch dann, wenn das Verfahren
zum Sortieren einer Folgé auch nur die fir Folgen dieses Vorsortiertheitsgrades
minimal nétige Schrittzahl tatsachlich bendtigt. Folgen mit kleimagk )-Wert sol-
len schnell, Folgen mit groRBerem(F)-Wert entsprechend langsamer sortiert werden.
Versuchen wir zunéchst, die mindestens erforderliche Anzahl von Schliisselvergleict
abzuschatzen fur ein gegebenes Sortierverfahren. Wir nehmen an, daf} das Verfal
keine Uberflissigen Schlisselvergleiche ausfuhrt.

Wir kbnnen das Verfahren wie jedes allgemeine Sortierverfahren durch einen s
genannterEntscheidungsbaumit genauN! Blattern reprasentieren (vgl. auch Ab-
schnitt 2.8). Der Entscheidungsbaum ist ein Mittel zur statischen Veranschaulichul
aller Schlusselvergleiche, die zum Sortieren alleFolgen der LaAng&l mit Hilfe eines
gegebenen Verfahrens ausgefihrt werden. Jedem Pfad von der Wurzel zu einem B
in diesem Baum entspricht die zur Identifizierung (und Sortierung) einer bestimmte
Schliisselfolge ausgefiihrte Folge von Vergleichsoperationen.


Literaturverweis [117]
[117] H. Mannila. Measures of presortedness and optimal sorting algorithms. IEEE Transactions on Computers, C-34:318-325, 1985.
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Abbildung 2.10

Wir betrachten als Beispiel in Abbildung 2.10 einen Entscheidungsbaum fliir vier vel
schiedene Schlissel.

Er modelliert das Verhalten eines bestimmten allgemeinen Sortierverfahrens f
Schllsselfolgen der Lange 4. Ist eine Folge- (ki, ko, ks, ka) gegeben, so werden zu-
nachst die Schliss&l undk, miteinander verglichen. I$ < kp, werden als nachste
die Schlussek, undks miteinander verglichen; das entspricht dem Hinabsteigen vor
dem mit 1 : 2 beschrifteten Wurzelknoten im Entscheidungsbaum zu dessen linke
Sohn. Falls der Vergleich zwischém und ky ergeben hatte, da > ko, wiirde dann
anschlieBendts mit ko verglichen und dank; mit ks bzw. k; mit k3, je nachdem, ob
ks < ko war oder nicht.

Jedem Pfad von der Wurzel des Entscheidungsbaumes zu einem Blatt entspri
also diejenige Folge von Schliisselvergleichen, die zur Identifizierung und Sortie
rung der durch das Blatt reprasentierten Eingabefolge ausgefuhrt wird. Beispielswe
se reprasentiert das BI die aufsteigend sortierte Schlisselfolge, fir die
ks < ko < k1 < kg gilt. Um sie zu identifizieren, werden nacheinanéigmit kp, ks
mit ko undky mit k4 verglichen, d.h. nacheinander die Knoten1:2,3:2 und 1 : 4 be-
trachtet. Zur ldentifizierung dieser Folge werden also nur wenige Schliisselvergleicl
ausgefuhrt.

Ein allgemeines Sortierverfahrémutzt die mit einem Math gemessene Vorsortie-
rung voll aus, wenn alle beziglichmaximal vorsortierten Folgen idsentsprechenden
Entscheidungsbaum durch Blatter reprasentiert werden, die ,,so0 nah wie mdglich* b
der Wurzel sind. Man betrachtet fir eine gegebene FBlgéso die Menge aller Fol-
genF’ gleicher Lange, die genau so gut vieoder besser vorsortiert sind. Seihre
Anzabhl, also:

r={F |m(F) <m(F)}|
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Weil Entscheidungsbaume Binarbaume sind, die auf jedem Niviedchstens '2Blat-
ter haben konnen, folgt: Es gibt wenigstens eine Féige {F’' | m(F') < m(F)},
deren Abstand von der Wurzel des Entscheidungsbaumes wenigtgnkist. Dar-
Uberhinaus muf3 auch der mittlere Abstand aller Blatter, die Folgen in der Menc
{F’" | m(F") < m(F)} entsprechen, i®(logr) sein. (Fur einen Beweis dieser Tatsache
vgl. Abschnitt 2.8.)

Anders formuliert: Jeder Algorithmus muf3 zur Identifizierung (und Sortierung) eine
Menge von Folgen gleicher Lange und mit gegebenem Vorsortierungggoaebhl im
Mittel wie im schlechtesten Fall wenigstens

Q (log ([{F' | m(F") < g}|))

Vergleichsoperationen zwischen Schliisseln ausfiihren.

Man wird ein Verfahren sicher daimm-optimalnennen, wenn es diese untere Schran-
ke bis auf einen konstanten Faktor erreicht. Diese Forderung ist allerdings etwas
scharf, weil die Menge aller Folgen der Langenit einem gegebenen Vorsortierungs-
grad weniger als "? Elemente haben kann. Ein konstantes Vielfaches der Mindest
schrittzahl wiirde dann eine sublineare Laufzeit verlangen. Man erwartet aber anc
rerseits, dal3 jedes Sortierverfahren jedes Element wenigstens einmal betrachten r
und damit wenigstens Zeitbed&{N) hat.

Damit haben wir die endgultige Definition einesoptimalen Sortierverfahrens A
hei3tm-optimal, wenn es eine Konstaragibt, so daf? fir all®& und alle Folgerr mit
LangeN gilt: A sortiertF in Zeit

Ta(F,m) < c- (N+log ([{F" | m(F") <m(F)}])).

2.6.2 A-sort

Wir wollen jetzt Sortierverfahren angeben, die Vorsortierung im zuvor prazisierten Sir
ne optimal nutzen. Wir beginnen mit dem Vorsortierungsima®ind fragen uns, nach
welcher Strategie ein Sortierverfahren arbeiten muf3, das die mit der Inversionszahl
messene Vorsortierung optimal ausnutzt.

Fur eine Folgd- = (ky,...,ky) von Schllsseln ist offenbar

N
inv(F) = [{(i,)) | 1<i<j<Nundk >ki}| = Sh
j=1

mit

hj:|{i|1§i<j§Nundk;>k,-}|.
Fur jedesj ist hj die Anzahl der denj-ten Elemenk; in der gegebenen Folge vorange-
henden Elemente, die bei aufsteigender Sortiekjmgchfolgen missen. Die GroRen
h; lassen sich also auch so deuten: Fugt kigky,... der Reihe nach in die anfangs
leere und sonst stets aufsteigend sortierte Liste ein, stngien Abstand des jeweils
nachsten einzufugenden Elemenkgssom Ende der bisher erhaltenen Liste an, die
bereits die Elementle, ..., kj_1 enthalt.
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Betrachten wir ein Beispiel (Folge aus Abschnitt 2.6.1):
F = (ki,..., ko) =(5,1,7,4,9,2,8,3,6)

Fur diese Folge ergeben sich die in Tabelle 2.5 gezeigten Einzelschritte.

nachstes h; = Abstand der nach Einfiigen erhaltene

einzufiigendes Einfligestelle vom Ende Liste mit Markierung
Elementk; der bisherigen Liste der Einfligestelle

ki=5 hy =0 5

kx=1 hy=1 15

ks=7 hs3=0 1,57

ka=4 hy=2 1,45,7

ks =9 hs =0 1,4,5,7,9

ke = 2 he =4 1,24,57,9

k;=8 hy=1 1,2,4,5,7,89

ks =3 hg =5 1,2,34,5,7,8,9

ko=6 hg=3 1,2,3,4,5,67,8,9

Tabelle 2.5

Ist die § hj, also die Inversionszabhl, klein, so missen auchhgigém Durchschnitt)
klein sein; d.h. das jeweils nachste Element wird nah am rechten Ende der bisher
zeugten Liste eingefiigt. Im Extremfall einer bereits aufsteigend sortierten Folge m
Inversionszahl 0 unt; = ... = hy = 0 wird jedes Element ganz am rechten Ende ein-
gefligt. Um Folgen mit kleiner Inversionszahl schnell zu sortieren, sollte man also d
Strategie des Sortierens durch iteriertes Einfufmgen und dabei eine Struktur ,,dyna-
mische, sortierte Liste" verwenden, die das Einfligen in der Nahe des Listenendes e
zient erlaubt. Ein Array Iaf3t sich dafir nicht nehmen. Denn man kann unter Umstands
zwar die Einfligestelle fiir das nachste Element schnell finden (etwa mit binarer od
exponentieller Suche, vgl. hierzu das Kapitel 3), muR3 aber viele Elemente verschiebe
um das nachste Element an der richtigen Stelle unterzubringen. Eine verkettete line
re, aufsteigend sortierte Liste mit einem Zeiger auf das Listenende, die vom Ende |
durchsucht (und vom Anfang an ausgegeben) werden kann, ist ebenfalls nicht bes
ders gut. Zwar kann man in eine derartige Struktur ein neues Element in konstan
Schrittzahl einfiigen, sobald man die Einfligestelle gefunden hat. Zum Finden der Ei
fugestelle bendtigt man abhrSchritte, wenn sie den Abstatdvom Listenende hat.
Was man brauchen kénnte, ist eine Struktur, die beide Vorteile — schnelles Finden ¢
Einfligestelle nahe dem Listenende und schnelles Einfiigen — miteinander verbinde

Strukturen zur Speicherung sortierter Folgen, die das Suchen und Einfligen eines n
en Elementes im Abstaridvom Ende der Folge i@(logh) Schritten erlauben, gibt es
in der Tat. Geeignet gewahlte Varianten balancierter, blattorientierter Suchbaume
ben die verlangten angenehmen Eigenschaften, wenn man Suchen und Einfiigen ricl
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implementiert. Wir skizzieren hier grob die der Lésung zugrundeliegende Idee und ve
weisen auf das Kapitel iber Baume fiir die Details.

Die sortierte Folge wird in einer aufsteigend sortierten, verketteten Liste gespeiche
Ein Ublicherweisdringer genannter Zeiger weist auf das Listenende mit dem jeweils
groRten Element. Uber dieser Liste befindet sich ein (binarer) balancierter Suchbat
Die Listenelemente sind zugleich die Blatter dieses Baumes. Der Suchbaum erla
nicht nur eine normale, bei der Wurzel beginnende Suche von oben nach unten. M
kann mit einer Suche auch an den Blattern bei der Position beginnen, auf die der F
ger zeigt. Von dort l[auft man das rechte Riuckgrat des Baumes hinauf solange, bis i
erstmals bei einem Knoten angekommen ist, der die Wurzel eines Teilbaumes mit ¢
gesuchten Stelle ist. Von diesem Knoten aus wird wie Ublich abwarts gesucht, bis m
die gesuchte Stelle (unter den Blattern) gefunden hat. Fligt man jetzt ein neues E
ment in die Liste ein, mufl3 man unter Umsténden die daruberbefindliche Suchstruk
rebalancieren. Das kann zu einem erneuten Hinaufwandern von der Einfugestelle
(schlimmstenfalls) zur Wurzel fihren.

o =

Einflgestelle Finger

Abbildung 2.11

Falls man die richtigen ,Wegweiser" an den inneren Knoten des Suchbaumes postie
kann somit die Suche nach eineiElemente von der Position des Fingers am Ende
entfernten Einfligestelle stets@(log(h+ 1)) Schritten ausgefuhrt werden. Die Suche
geht damit immer schnell. Zwar kann das Einfligen an der richtigen Stelle in der Lis
in O(1) Schritten ausgefuhrt werden; das anschlieBende Rebalancieren des Suchba
kann abef(logN) Schritte im ungunstigsten Fall kosten.

Glucklicherweise tritt dieser ungiinstige Fall fir die meisten Typen balancierter Bat
me nicht allzu haufig ein. Genauer gilt etwa fur AVL-Badume und 1-2-Bruder-Baume
Die uber eine Folge voN iterierten Einfligungen in den anfangs leeren Baum amor-
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tisierten Rebalancierungskosten (ohne Suchkosten) sind im schlechtest@{Nrall
D.h. als Folge einer einzelnen Einfligeoperation kann zwar@g@iagN) erforderlich
sein, um den Baum zu rebalancieren, der mittlere Rebalancierungsaufwand pro Ein
geoperation, gemittelt Giber eine beliebige Folge von Einfligeoperationenin den anfan
leeren Baum, ist aber konstant.

Das Sortierverfahren verlauft daher so: INeElemente der gegebenen Folge=
(Ki,...,kn) werden der Reihe nach in die anfangs leere Struktur der oben beschri
benen Art eingefiigt. Wir nennen das Verfahrersort fur adaptives Sortieren oder
AVL-Sortieren (vgl. ]).

Bezeichnet wiedeflj 0en Abstand des Folgenelemerktgsom jeweiligen Listenen-
de, also von der Fingerposition, so gilt fiir die Gesamtlaufzeit von A-sort offensichtlich

N
T(F)= O(N) +0O} % log(hj+1)

VL =1
Umstrukturie-

rungsaufwand gesamter Suchaufwand

Um die ZeitT (F) zum Sortieren einer Folge mit der Anzahl der Inversionen von

N
F in Verbindung bringen zu kdnnen, beachten wir, @aRF) = 5 h; gilt und:
j=1

N N

logthj+1) = | (hj+1)
Sroatis = woffln+)
Nlog<lﬂ|(hj+1)ﬁ>

A"
= Nlog<1+ N >

= Nlog<1+ %)

In {+} wurde die Tatsache benutzt, dal3 das arithmetische Mittel nie kleiner sein kar
als das geometrische Mittel der Grofién+1), j=1,...,N.
Damit folgt insgesamt, daf3 das Verfahren A-sort jede FBlger LangeN in Zeit

T(F) = O<N+ Nlog(1+ —i”",\(IF)>)

sortiert. Die Laufzeit ist also linear, solanige(F) € O(N) bleibt, und fur die maximale
InversionszahN(N — 1) /2 wie zu erwartet©(NlogN).


Literaturverweis [123]
[123] K. Mehlhorn. Datenstrukturen und effiziente Algorithmen, Band 1, Sortieren und Suchen. Teubner, Stuttgart, 1986.
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Ist das Verfahrennv-optimal? Nach der im Abschnitt 2.6.1 gegebenen Definition
gentigt es dazu zu zeigen, dald

log ([{F" | inv(F") <inv(F) }|) € Q<N.|og(1+ inv'\(IF)>>

ist. Man muf3 also zeigen, dall der Logarithmus der Anzahl der Permutationen
ner Folge vorN Elementen mit hochstergN) Inversionen von der GréRenordnung
Q(Nlog(1+ %)) ist. Dies ist tatsachlich der Fall; wir verweisen dazu Mll?].

Wie verhélt sich A-sort, wenn man ein anderes Mal fur die Vorsortie wahlt? Wi
zeigen, daf3 A-sort niclitins-optimal ist, indem wir nachweisen:

(a) Falls A-sorfruns-optimal ist, muf3 A-sort alle Folgen mit nur zwei Runs in linea-
rer Zeit sortieren.

(b) Es gibt eine Folge mit nur zwei Runs, fur die das Verfahren A-QjNlogN)
Zeit bendtigt.

Zum Beweis von (a) schatzen wir die Anzahl der PermutationerNv@ahlen mit
hdchstens zwei Runs ab. Offenbar kann man jede solche Permutation mit héchst
zwei Runs erzeugen, indem man eine dérr@dglichen Teilmengen deX Zahlen
nimmt, sie aufsteigend sortiert und daraus einen Run bildet. Der zweite Run beste
aus der aufsteigend sortierten Folge der Gibriggebliebenen Elemente. Also folgt, daf
héchsten®©(2V) Permutationen voN Elementen mit nur zwei Runs geben kann. Nach
der Definition in 2.6.1 mul3 eiruns-optimaler AlgorithmusA zumindest jede FolgE
mit héchstens zwei Runs sortieren in Zeit

Ta(F,runs)

IA

c- (N+log(|[{F'| rung(F") < 2}|))
c- (N+log2V) = O(N).

Zum Nachweis von (b) betrachten wir die Folge

N N N
F:<—+1;_+2;~-~7N71727"‘7§>

2

~ ——
N
2

Nz {

(Hier nehmen wir ohne Einschrankung an, d&8erade ist.) Es istuns(F) = 2, aber
inv(F) = ©(N?). Genauer gilt fiir die GroRem, die die Laufzeit des Verfahrens A-sort
bestimmen, in diesem Fall:

. _N N N .
i= U <1< = = —_ fur — <
hj O,furl_J_Z,undh, 2,fur2<J_N

Die Laufzeit von A-sort fiir diese Folge ist wenigstens gleich dem gesamten Suchal
wand und Umstrukturierungsaufwand, also:


Literaturverweis [117]
[117] H. Mannila. Measures of presortedness and optimal sorting algorithms. IEEE Transactions on Computers, C-34:318-325, 1985.
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N N N
Z (1+1log(h; +1)) cN+c-log |'| (1+§>
=1 j=3+1

N 2
cN+c- Iog<1+ E)
Q(NlogN)

O

Es ist intuitiv klar, warum A-sort fur diese Foldesoviel Zeit bendtigt. Alle Zahlen
12,... ,% missen relativ weit von der festen Position des Fingers am rechten Ende d
jeweiligen Liste eingefuigt werden. Es ware daher sicher besser, wenn man die Suc
nach der jeweils nachsten Einfiigestelle nicht immer wieder dort starten wiirde, sonde
den Finger mitbewegen wirde.

2.6.3 Sortieren durch lokales Einfligen und naturliche
Verschmelzen

Wir haben bereits am Ende des vorigen Abschnitts gesehen, dal3 die Implementat
des Sortierens durch Einflgen mit Hilfe dynamischer, sortierter Listen mit einem fes
gehaltenen Finger am rechten Ende nichtimmer zu emesptimalen Verfahren fuhrt.
Es ist naheliegend, die Einfligestrategie wie folgt zu verandern: Man fugt die Elemen
der gegebenen, zu sortierenden Folge der Reihe nach in die anfangs leere und stets
steigend sortierte Liste ein; zur Bestimmung der Einfligestelle fiir das jeweils néachs
Element startet man eine Suche aber nicht jedesmal von derselben, festen Position
Listenende, sondern von der Position, an der das letzte Element eingefligt wurde. M
bendtigt also eine Struktur mit eindmeweglichen FingeDer Finger zeigt stets auf die
Position des jeweils zuletzt eingefligten Elementes. Das ist der Ausgangspunkt flr ¢
Suche nach der richtigen Einfligestelle fiir das jeweils nachste einzufligende Elemer
Der Aufwand fur die Suche nach der jeweils ndchsten Einfligestelle hangt also er
scheidend ab von der Distanz zweier nacheinander einzufuigender Elemente der A
gangsfolge. Fur eine Folge = (ki,...,kn) ist die Distanzd; des Elementekj vom
vorangehenden offenbar:

= |{i|1§ i < jund(kj_1 <k <kjoderk; <k < kj,l)}|

Beispiel: Fur die Folger = (5,1,7,4,9,2,8,3,6) (Fc aus 2.6.1) hat das siebente Ele-
mentk; = 8 die Distanzd; = 3 vom vorangehenden Elemdgt= 2, da links vork;
drei Elemente der Folde stehen, deren Platz bei aufsteigender Sortierung zwidghen
undky ist.
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Fur gut vorsortierte Folgen wird man erwarten, da die Distameklein sind.

Ein Vorsortierung berticksichtigendes Sortierverfahren kann sich das zunutze mach
wenn es der allgemeinen Strategie des Sortierens durch Einflgen folgt und dies V
fahren durch eine Struktur mit einem beweglichen Finger implementiert ist, der auf d:
jeweils zuletzt eingefiigte Element zeigt.

Man méchte nattrlich erreichen, dal3 die Suche nach der nachsten Einfiigestelle
ein Element mit Distand von der Finger-Position méglichst d(logd) Schritten aus-
fuhrbar ist. Das kann eine zu der im Abschnitt 2.6.2 beschriebenen analoge Hybri
struktur leisten, die aus einer dynamischen, verketteten sortierten Liste mit dartiber:
stulptem Suchbaum besteht, wenn der Suchpfad immer wie in Abbildung 2.12 aussie

Hohe: log d

Distanzd

Finger Position des néchsten
einzufigenden Elements

Abbildung 2.12

Leider kann es aber vorkommen, dal3 zwei ganz nah benachbarte Blatter eines
naren) Suchbaumes nur durch einen Pfad mit L&a¢egN), wobeiN die gesamte
Anzahl aller Blatter ist, miteinander verbunden sind, wie Abbildung 2.13 zeigt. Mat
wird also, anders als im Fall eines festen Fingers am rechten Ende, nicht immer erw
ten kdnnen, dal man zur Bestimmung einer Einfligestelle mit Distanz O(logd)
Niveaus im Suchbaum hinauf- und auch wieder hinabsteigen muf3, wenn man nic
zusatzliche Verbindungen der Knoten untereinander vorsieht. Mit einer niveauweisi
Verkettung benachbarter Knoten im Baum kann man das Problem allerdings l6sen.
gibt in der Literatur zahlreiche Vorschlage fir solche Strukturen.

Wir verweisen auf das Kapitel iber Baume und 23] und begniigen uns mit d
(hoffentlich plausiblen) Feststellung, daf3 es eine tur mit einem beweglichen Fi
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ger gibt, die zunSortieren durch lokales Einfligamie folgt verwendet werden kann:
Die zu sortierenden Elemente werden der Reihe nach in die anfangs leere Struktur e
geflgt. Die bereits eingefiigten Elemente sind aufsteigend sortiert und miteinander v
kettet. Ein Finger zeigt auf das jeweils zuletzt eingefiigte Element. Die Stelle, an derd
jeweils nachste Element mit Distadzn die verkettete, aufsteigend sortierte Liste der
bereits betrachteten Elemente eingefugt werden muf3, kann ifdZeigd) gefunden
werden. Die zur Rebalancierung der Suchstruktur nach einer Einfligung erforderlicl
Schrittzahl ist im Durchschnitt (genommen Uber eine Folge von Einfigungen in die ar
fangs leere Struktur) konstant. Damit folgt, daf3 das Verfahren Sortieren durch lokal
Einfugen eine Folg& = (ki,...,kn) mit Distanzerd;, 1 < j <N, stets in Zeit

N

T(F) = O(N) +o<2 log(1+ dj)>

=1

Schritten zu sortieren erlaubt.

Gesamthoéhe:
log, N

Abbildung 2.13

Es ist intuitiv sofort plausibel, daf? Sortieren durch lokales Einfigen fur Folgen mi
kleiner Inversionszahl eher besser sein muf} als das im Abschnitt 2.6.2 vorgestellte V
fahren A-sort. Denn fur jede Folge= (ki,...,kn) gilt: Die Distanzd; eines Elementes
vom vorangehenden kann nicht gréf3er sein als das Maximum der Abstankewh
kj—1 vomrechten Ende. Genauer: Die Anzahl der links kpim F stehenden Elemente,
die in der sortierten Folge zwisch&p_; undk; gehoren, ist kleiner als die gro3ere der
Anzahlenh; undh;j_; von Elementen, die links voky bzw. links vonk;_; in F stehen
und groRer al&; bzw.kj_1 sind. Daher folgt:

dj+1<maxhj 1,hj)+1< (hj+1)(hj 1+1)

und
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N N
leog(1+dj) < leog((hj+1)(hj,1+1))
= i=

N
< 29 log(hj +1).
"

Es ergibt sich also wie im Falle von A-sort

T(F) = O<N+ Nlog<1+ %))

als Abschatzung fur die Laufzeit des Sortierens durch lokales Einfligen. Das Verfahr
Sortieren durch lokales Einfligen ist damit ebenfailsoptimal.

H. Mannila ] hat gezeigt, daR Sortieren durch lokales Einfligen auick
optimal undre imal ist. In beiden Fallen verlauft der Beweis analog zur Argumen-
tation im Falle deinv-Optimalitat in zwei Schritten. Zuerst wird die Laufzeit des Ver-
fahrens fir alle Folgen mit gegebenem Vorsortierungsgrad, gemessen mit den Mal
runsundrem, abgeschatzt (Worst-case-Zeitschranke). Dann werden untere Schrank
fur die Mindestanzahl von Permutationen WrElementen und gegebenem Vorsortie-
rungsgrad angegeben. Genauer wird gezeigt:

Satz 2.2 Jede Folge F von N Schlisseln kann nach dem Verfahren Sortieren durc
lokales Einfligen sortiert werden in

(8) O(N(1+log(runs(F))))
und

remF)—1
(b) O N+ 5 log(N—j) | Schritten.
j=0

Satz 2.3
(a) Es gibt Konstanten c und d derart, daR gilt:
log(|{F|rungF) <t}|) >c-N-logt—d-t;

(b) log(|{F |rem(F) < s}|) > jsizlog(N— .

Fir die nicht einfachen Beweise von Satz 2.2 (a), (b) und Satz 2.3 (a) verweisen v
auf die Arbeit von H. Mannila ]. Wir begniigen uns damit, die einfach nachzuwei
sende untere Schranke in SatZ*Z.3 (b) herzuleiten.

Wieviele PermutationeR von N Schliusseln mitem(F) < s, also mit einer wenig-
stensN — s langen aufsteigenden Teilfolge, gibt es mindestens? Wir kdnnen Folge
mit rem(F) < sbilden, indem wir zunachdt — s Elemente aus deN Elementen aus-
wahlen, diese Elemente in aufsteigende Reihenfolge bringen und die verbleitzende
Elemente in beliebiger Reihenfolge dahinterschreiben. Also gibt es wenigstens

(Nl\i s) S = (NN_!S)! - ﬁ(N )
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derartige Folgen. Also ist
s-1 s-1
log(|{F [rem(F) < s}|) > log[](N—j) = log(N—j)
H=0= 2,

und Satz 2.3 (b) ist bewiesen. Aus den beiden Satzen folgt sofort, dal} Sortier:
durch lokales Einfligeruns-optimal undrem-optimal im Sinne der Definition aus Ab-
schnitt 2.6.1 ist.

Dal das geringe Distanzen zwischen aufeinanderfolgenden Folgenelementen aus
zende Verfahren Sortieren durch lokales Einflgams-optimal ist, ist durchaus uber-
raschend (und nicht leicht zu zeigen). Es gibt ein Verfahren, fir das man wesentlic
eher vermuten wirde, dalR esisoptimal ist. Das ist daSortieren durch natirliches
Verschmelzefvgl. Abschnitt 2.4.3). Es sortiert eine Folgenach folgender Methode:
Man verschmilzt je zwei der urspriinglich fhvorhandenen ,natirlichen” Runs zu je
einem neuen Run. Das ergibt eine Folge mit nur noch etwa halb so vielen Runs wie
der ursprunglich gegebenen Folge. Auf die neue Folge wendet man dasselbe Verf:
ren an usw., bis man schlief3lich eine nur noch aus einem einzigen Run bestehende
damit sortierte Folge erhalten hat.

Betrachten wir als Beispiel die Foldge= F. aus Abschnitt 2.6.1:

5/17(49[28|36|

Die Folge hat finf ,nattrliche* Runs, die wir durch vertikale Striche voneinander ge:
trennt haben. Verschmelzen des ersten und zweiten sowie des dritten und vierten R
ergibt:

157]2489|36

Verschmelzen der ersten beiden Runs ergibt:
124578936

Abermaliges Verschmelzen der verbliebenen zwei Runs liefert die aufsteigend sortiel
Folge.

Bezeichnet man das Herstellen einer neuen Folge durch paarweises Verschmelze
zweier benachbarter Runs als eiri2urchgang so ist klar, daf3 jeder Durchgang in li-
nearer Zeit ausfihrbar ist und hochst&gkogt) Durchgénge zum Sortieren ausgefihrt
werden mussen, wetiidie Anzahl der urspriinglich vorhandenen Runs ist. Damit erhalt
man als Laufzeit des Verfahrens fur beliebige Folgen der Lahgemittelbar

T(F) =0O(N(1+log(runsF)))).

Zusammen mit Satz 2.3 (a) folgt, dafl Sortieren durch natlrliches Verschneimen
optimal ist.

Abschliel3end noch eine Bemerkung zum Speicherbedarf aller in diesem Abschn
besprochenen Sortierverfahren. A-sort, Sortieren durch lokales Einfligen und natir
ches Verschmelzen sortieren nicht ,am Ort“. Sie ben6ti@éN) zusétzlichen Spei-
cherplatz zum Sortieren von Folgen der Lahgém Falle der grob skizzierten Hybrid-
strukturen kann der i®(N) versteckte Faktor betrachtlich sein.
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2.7 Externes Sortieren

In den bisherigen Abschnitten Giber das Sortieren sind wir stets davon ausgegangen,
die zu sortierenden Daten und alle Zwischenergebnisse im Hauptspeicher des verw
deten Rechners Platz finden. Programmtechnisch haben wir diese Situation durch
Datenstruktur des Arrays modelliert. Der Zugriff auf einen Datensatz hat stets konsta
te Zeit beansprucht, unabhéngig davon, um welchen Datensatz es ging. Entsprech
haben wir unsere Sortieralgorithmen nicht darauf abgestellt, die Datensétze in eir
gewissen Reihenfolge zu betrachten.

Die Situation ist beim Sortieren von Datensatzen auf Externspeichern (Sekundarsg
chern) grundlegend anders. Gangige Externspeicher heutiger Rechner sind vor all
Magnetplatten, aber auch Magnetbander und Magnettrommeln. Wir wollen in diese
Abschnitt lediglich das Sortieren mit Magnetbandern betrachten, weil hier die Restril
tionen am stérksten sind. Die vorgestellten Verfahren kénnen auch fir Platten oc
Trommeln benutzt werden, obwohl sie die dort verfligbaren Operationen nicht voll au
schopfen. Im wesentlichen kann man die Datensatze auf ein Band sequentiell schreil
oder von dort sequentiell lesen. Der Zugriff auf einen Datensatz nahe am Bandende
wenn man gerade auf einen Datensatz am Bandanfang zugegriffen hat, sehr aufw
dig. Es muf} auf sdmtliche Datenséatze zwischen dem aktuellen und dem gewtinsct
ebenfalls zugegriffen werden. Dieses Modell préazisieren wir im Abschnitt 2.7.1.

Man wird versuchen, Sortieralgorithmen an diese Situation anzupassen, indem
Datensatze in derjenigen Reihenfolge bearbeitet, in der sie schon auf dem Magnetb
stehen. Man kennt heute viele verschiedene Verfahren, die dieser Idee folgen. Weil
der Anfangszeit der elektronischen Rechner Internspeicher noch knapper und teu
war als heute, hat man sich bereits sehr friih intensiv mit Methoden des externen S
tierens beschaftigt. D. Knu!f] widmet diesem Thema weit Gber hundert Seiten ur
berichtet Uber erste extern rtierverfahren aus dem Jahr 1945 (von J.P. Eckert
J.W. Mauchly), unter anderem Uber dassgeglichene 2-Wege-Mergesfint Magnet-
bander, das wir in Abschnitt 2.7.2 vorstellen. Basgeglichene Mehr-Wege-Mergesort
das es erlaubt, mehrere Bander in den Sortierprozel3 einzubeziehen, wird im A
schnitt 2.7.3 erlautert. Schlie3lich préasentieren wir im Abschnitt 2.7 . Medsphasen-
Mergesort All diese Verfahren sind Varianten des Sortierens durch Verschmelzel
Grundsatzlich eignen sich auch andere Methoden, wie etwa Radixsort oder Quickst
zum externen Sortieren (v 9u 70]); wir wollen uns hier aber auf die gebrauct
licheren Mergesort-Varian esc ken.

2.7.1 Das Magnetband als Externspeichermedium

Das Speichermedium Magnetband ahnelt in vieler Hinsicht den Magnetbandern
Audio-Cassetten; an viele Mikrorechner kann man ja heute einfache Cassettenrec
der als Externspeichergerate anschlieBen. Datensatze werden auf einem Magnett
streng sequentiell gespeichert. Mit einem Magnetband kénnen folgende Operatior
ausgefuhrt werden:
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Zurtckspulen und Lese- oder Schreibzustand walles Band wird an den Anfang
zurlickgespult. Beim sequentiellen Bearbeiten des Bandes kdnnen entweder nur Ein
ge vom Band gelesen oder nur Eintrage auf das Band geschrieben werden. Daher w
zusammen mit dem Zurtickspulen, entweder der Lese- oder der Schreibzustand gewé
(Nach einer weiteren Rickspuloperation kann dann fiir dasselbe Band ein anderer :
stand gewahlt werden.) Wir wéahlen folgende Bezeichnungen fiir diese Operationen:

resett) : Ruckspulen des Bandégenglisch: tape) mit Wahl des
Lesezustands;
rewrite(t) : Rickspulen des Bandemit Wahl des Schreibzustandes.

Lesen oder Schreibe®as Lesen ist das Ubertragen des nachsten Datensatzes va
Band in den Internspeicher des Rechners. Das Band mul3 sich im Lesezustand befinc
Entsprechend ist das Schreiben das Ubertragen eines Datensatzes vom Internspei
an die nachste Stelle auf dem Band, wobei das Band im Schreibzustand sein muf3.
Internspeicherbereich, in den gelesen bzw. von dem geschrieben wird, wird ebenfz
spezifiziert, und zwar einfach durch Angabe einer Variablen fir den Datensatz:

read(t,d) : Lesen des nachsten Datensatzes vom Bamdl Zuwei-
sen an die Variabld;
write(t,d) : Schreiben des Werts der Variablemls nachsten Daten-

satz auf Bandl.

Magnetbénder haben in der Realitat nur eine endliche Lénge; wir wollen hier vo
dieser Restriktion abstrahieren und Bander als einseitig unendliche Datenspeicher
sehen. Wir missen also nicht befuirchten, beim Lesen oder Beschreiben eines Ban
das Bandende zu erreichen. Beim Lesen werden wir aber sehr wohl das Ende der I
tensétze erreichen, die dort auf dem Band gespeichert sind. Eine Funktion liefert u
die nétige Information.

Feststellen, ob das Ende der Datensétze erreichDise Funktion verwenden wir
nur im Lesezustand. Sobald das Ende erreicht ist, sind alle Datensatze gelesen worc
Das weitere Lesen eines Datensatzes ist dann nicht mehr sinnvoll. Wir bezeichnen di
Funktion miteof (englisch:end of fil§:

eof(t) : liefert den Wertrue genau dann, wenn das Datenende fur

Bandt erreichtist, und sonst den Wéaise

Wir haben die Namen fiir Operationen und Funktionen bewu3t gewahlt wie die Date
Bearbeitungs-Prozeduren und -Funktionen in Pascal, weil das Datei-Konzept in Pas
gerade Magnetbander modelliert. Moderne Magnetbander erlauben tber die genanr
Operationen hinaus etwa das Ruckwarts-Lesen, das Riuckwarts-Schreiben, Lesen
Schreiben kombiniert und andere mehr, die natiirlich von passenden Sortierverfah
durchaus genutzt werden kdnnen. Wir lassen dieses aber hier unberiicksichtigt, da
der Grundgedanke externen Sortierens moglichst deutlich zutage tritt.

Typischerweise sind Ein-/Ausgabe-Operationen (Externzugriffe) mit Sekundarspe
chern erheblich langsamer als interne Operationen, sei es das Umspeichern von D¢
im Hauptspeicher oder das Anstellen von Berechnungen. Schnelle externe Sortierv
fahren miissen daher in erster Linie bemiiht sein, die Anzahl der Externzugriffe so g
ring wie moglich zu halten. Das KomplexitatsmaR, das wir fiir externe Sortierverfahre
mit Bandern verwenden, basiert daher auf der Anzahl der Externzugriffe. Weil bei Bar
dern Externzugriffe nur rein sequentiell moglich sind, zahlen wir, wie oft ein ganze:
Band gelesen oder geschrieben wurde. Die Kosten fiir das Lesen oder Schreiben
nes Bandes sind proportional zur Anzahl der Datenséatze auf diesem Band. Sind &
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Datensatze auf mehrere Bander verteilt, so ergeben sich beim Lesen all dieser B
der Gesamtkosten, die proportional zur Anzahl der Datenséatze insgesamt sind. L
Lesen/Schreiben aller Datenséatze nennen wir ebierchgang(englisch:pas3. Als
Komplexitatsmafd wahlen wir die Anzahl der Durchgéange, die zum SortiereN @
tenséatzen benétigt werden; wir bezeichnen die minimale, mittlere und maximale Anza
mit Pmin(N), Pmit(N) undPmax(N).

2.7.2 Ausgeglichenes 2-Wege-Mergesort

Die zu sortierendei Datensatze stehen auf einem Magnetband, dem Eingabe-Bat
t1. Die AnzahIN der Datenséatze ist so grof3, daf3 nicht alle Datenséatze gleichzeitig i
Hauptspeicher Platz finden. Den externen Mergesort-Varianten liegt nun folgende r
heliegende Idee zugrunde. Man teilt dNeDatenséatze gedanklich iﬁlﬂ] Teilfolgen

von jeweils hdchstenisDatensétzen, wobeidie Anzahl der Datensétze ist, die hoch-
stens im Internspeicher Platz finden. Dann betrachtet man der Reihe nach jede die
Teilfolgen separat. Man liest die Teilfolge ganz in den Internspeicher ein, sortiert s
mit einem der bereits bekannten Verfahren und schreibt die sortierte Teilfolge auf d«
Externspeicher.

Schlief3lich verschmilzt man die sortierten Teilfolgen. Das Verschmelzen kann effiz
ent mit Hilfe des Externspeichers geschehen, weil sowohl die zu verschmelzenden T
folgen als auch die entstehende Resultatfolge rein sequentiell gelesen bzw. geschrie
werden. Die zu verschmelzenden Teilfolgen missen dazu auf verschiedenen Banc
stehen. Anfangs mufd man also die Datensatze auf dem Eingabeband auf mehrere E
der aufteilen; danach verschmilzt man die sortierten Teilfolgen. Die entstandene Fol
mufld wieder aufgeteilt werden usw., bis man schlie3lich eine vollsténdig sortierte Folc
erzeugt hat. Dieser Wechsel zwisch&ufteilungs-und Verschmelzungsphass cha-
rakteristisch fur externe Mergesort-Verfahren. Wohl das einfachste solche Verfahren
dasausgeglichene 2-Wege-Merges(isalanced 2-way-mergesgrtdas wir jetzt vor-
stellen.

Methode: Wir verwenden vier Bandefy, to,t3,t4. Das Eingabeband ist. Es werden
wiederholtl Datenséatze voity gelesen, intern sortiert, und abwechselnd solange au
ts undty geschrieben, biy erschopft ist. Dann stehen alfgli; ] sortierte Teilfolgen

(Runs) der Langé aufts, und L%J Runs der Langé aufts. Jetzt werden die Runs
von t3 undty verschmolzen. Dabei entstehen Runs der Lange Riese werden ab-
wechselnd auf; undt; verteilt. Dann stehen also etmt% Runs der Lange 2 auf
jedem der Bandet, to. Nach jeder Aufteilungs- und Verschmelzungsphase hat sich die
Run-Lange verdoppelt und die Anzahl der Runs etwa halbiert. Wir fahren fort, die Rur
von zweien der Bander zu verschmelzen und abwechselnd auf die anderen beider
verteilen, dann die Bander (logisch) zu vertauschen, bis schlieRlich nur noch ein R
auf einem der Bander (brig bleibt.

Das Verschmelzen zweier externer Runs kann mit Hilfe zweier Variablen fur die be
den Bénder geschehen, also mit ganz wenig internem Speicherplatz. Beim internen S
tieren zu Beginn wird der gesamte interne Speicherplatz genutzt, um méglichst lan
Runs zu erzielen. Betrachten wir ein Beispiel.
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Beispiel: Der Hauptspeicher des Rechners fasse drei Datend&tz8), und die Fol-
ge der zu sortierenden Schlissel sei

F=125,2,15136,14,1,4,9,10,3,11,7,8.

Anfangs stehen die Datensétze, hier représentiert durch ihre Schlissel, atif;B#lad
anderen Bander sind leer:

t1:12,5,2,15,13,6,14,1,4,9,10, 3,11, 7, 8.
!
13
[V

Zunachst werden jeweilsDatensatze vohy gelesen, sortiert, und abwechselnd auf
t3 undty aufgeteilt. Nach den ersten drei gelesenen Datensétzen ergibt sich folgenc
Bild:

t1:12,5,2,1513,6, 14,1,4,9, 10, 3,11, 7, 8.
to:
13:2,5,12
.

Die Stelle des nachsten Datensatzes jedes Bandes ist unterstrichen. Nachdem
Datensatze auf undt, verteilt sind, haben wir folgende Situation (Runs sind durch ;
getrennt):

t1:12,5,2,15,13,6, 14, 1, 4,9, 10, 3,11, 7, 8.

.
t3:2,5,12;1,4,14;7,8,11.
14:6,13,15;3,9,10.

Alle Béander werden zurtickgespul$,undt, werden gelesert; undt, beschrieben.
Der urspriingliche Inhalt von ist damit verloren. Wir zeigen die Situationen, die sich
jeweils nach einer Verschmelzungs- und Verteilungsphase ergeben:

t1:2,5,6,12,13,15;7,8, 11.
2:1,3,4,9,10,14.

t3:

ta:

1 :
to:
t3:1,
t4:7,

2,3,4,5,6,9, 10,12, 13, 14, 15.
8,11.
t7:1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15.
b __
t3:__
ta: __
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DaR die sortierte Folge auf Bamgentstanden ist, ist hierbei Zufall. Im allgemeinen
kann sie auf Bant} oderts entstehen, wenn von den beiden Bandgerumdt, (bzw.ts
undty) entstehende Runs zuerst &utind danach aup (bzw. zuerst auf; und danach
auft,) geschrieben werden.

Zur programmtechnischen Realisierung dieses Verfahrens setzen wir die folgenc
Definitionen voraus:

const

k = 4; {Anzahl der Bander
type

tape= file of item

tapes= array [1.. k] of tape

Dann &Rt sich die Sortierprozedur wie folgt angeben:

procedure balanced2_way.mergesor{var t : tapesvar i : integen;
{sortiert die Datenséatze von Banfd} auf eines der Bandefi,
und liefert Band-Nummer i zurlgk
var
einl, ein2, ausl, aus2, austeger,
begin
anfangsverteilung{von:} t[1], {nach} t[3], t[4]);
{Runs der Lange I sind auf3] und {4] verteilt}
{wéhle 2 Ein- und 2 Ausgabebéandgr
einl:=3;
ein2:= 4,
ausl:=1,
aus2:= 2;
{falls ein2 leer ist, steht die sortierte Folge auf ejnl
reseft[ein?);
while not eof(t[eing) do
begin
aus:= aus2 {zuletzt benutztes Ausgabeband
reseft[eind]);
rewrite(t[aus);
rewrite(t[ausl);
while not eof(t[eing) do
begin {ein2 wird zuerst erschogft
naechste@usg; {welches Ausgabebahd
mergerunét[eind], tfeing, tfaug)
{verschmilz je einen Run aus Band einl
und Band ein2 und schreibe ihn auf Band pus
end;
copyrestt[einl], tfaug); {falls noch ein Run auf eir}1
{ein1 und ein2 sind erschépft; wechsle Ein-/Ausgabebdnder
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tauschéausl, einl;
tauschéaus2, ein2;
reseft[ein?)
end,
{jetzt steht die sortierte Folge ay&inl]}
i:=einl
end

Wir geben noch kurz an, was die bisher nicht erklarten Prozeduren leisten, ohne :
aber im Detail auszufiillen; das tUberlassen wir dem interessierten Leser.

procedure anfangsverteilungvar t1,t3,t4 : tape);

{sortiert Teilfolgen der Lange |, die aus$tammen, und
speichert sie abwechselnd naghuhd 1, beginnend mits
dort werden also Runs der Lange | gespeichert

procedure naechstegvar aus: integen);
{wechselt das Ausgabeband, alse» 2, 2~ 1, 3— 4, 4 — 3}

procedure mergerungvar t,t,t : tape);

{verschmilzt je einen Run ausund t und schreibt
den doppelt langen verschmolzenen Run auft
beim Verschmelzen werden gleichzeitig lediglich zwei
Datensatze intern gespeichert, je einer ausrnd b}

procedure copyrestvar ti,t : tape);
{Ubertragt den Rest der Datensétze vonach ¢

procedure tauschgvar i, j : integen;
{vertauscht die Werte von i und j

Analyse: Nach jeder Verschmelzungs- und Verteilungsphase hat sich die Anzahl de
Runs (etwa) halbiert. In der Anfangsverteilung haben wirMiBatensatzen unter Zu-
hilfenahme des Internspeichers der GrbBeeinem Durchgan@lﬁ Runs hergestellt.
Damit ergibt sich nacﬂilog(lﬂﬂ Durchgéngen ein einziger Run; also ist

Prelh) =P = Pt = 05 )|

bei vier Bandern und InternspeichergréRe
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2.7.3 Ausgeglichenes Mehr-Wege-Mergesort

Das im Abschnitt 2.7.2 beschriebene Verfahren des 2-Wege-Mergesort Iaf3t sich lei
auf ein Mehr-Wege-Verschmelzen verallgemeinern.

Methode: Wir verwenden R Bander,ts,...,tox. Das Eingabeband is§. Es wer-
den wiederholtl Datensatze vori; gelesen, intern sortiert und abwechselnd auf
ter1,tka2, ..., tok geschrieben solange, Hiserschopft ist. Dann stehen etvz%r) Runs

der Langd auftj, k+ 1 <i < 2k. Die k Banderty, 1, .. .,tx sind jetzt die Eingabebéan-
der fur eink-Wege-Verschmelzen, dleBanderty,...,tk sind die Ausgabebander. Nun
werden die ersten Runs der Eingabebander zu einem Run der kéngerschmolzen
und auf das Ausgabebatdgeschrieben. Dann werden die nach&t&uns der Einga-
bebander verschmolzen und ndglyeschrieben. So werden der Reihe nach Runs de
Langek- | auf die Ausgabebander geschrieben, bis die Eingabebander erschopft si
Nach dieser Verschmelzungs- und Aufteilungsphase tauschen die Eingabe- und Aus
bebander ihre Rollen. DasWege-Verschmelzen uridWege-Aufteilen wird solange
fortgesetzt, bis die gesamte Folge der Datensatze als ein Run auf einem der Ban
steht.

Beim k-Wege-Verschmelzen von Runs duBandern wird zunachst der erste Da-
tensatz jedes Runs in den Internspeicher gelesen. Vok tgarn gespeicherten Da-
tenséatzen wird derjenige mit kleinstem Schlissel fiir die Ausgabe ausgewahlt und «
das Ausgabeband geschrieben. Der ausgewahlte Datensatz wird dann im Internspei
ersetzt durch den nachsten Datensatz im zugehdrigen Eingabe-Run; dieser wird v
entsprechenden Eingabeband gelesen. Dies wird solange fortgesetzt, bisadjabe-
Runs erschopft sind.

Damit das Verschmelzen vdnDatensatzen im Internspeicher geschehen kann, mul
k <| gelten. Fir kleine Werte vokmag es vernlnftig sein, unter den gerade betrach-
tetenk Datensatzen denjenigen mit minimalem Schliissel durch lineares Durchseh
allerk Schlussel zu bestimmen; fur grof3ere Werte kast es vorteilhaft, dak-Wege-
Verschmelzen mittels einer Halde (Heap) oder efgsvahlbaumeelection tregzu
unterstiitzen. In einer solchen Datenstruktur kostet das Entfernen des Minimums u
Hinzufuigen eines neuen Schlussels @logk) Schritte (interne Vergleichs- und Re-
chenoperationen), werkSchliissel gespeichert sind (vgl. Abschnitt 2.3 und Kapitel 6).

Betrachten wir als Beispiel das 4-Wege-Verschmelzen mit einem 2-stufigen Auswal
baum:

Schritt 1: Schritt 2: P 2,5,12
2, 5,12
— 2 ™~
2 / 6, 13,15
/ 6, 13,15 12
1 \\ aa
1, 4,14
\ P 3
1 3, 9,10
3, 9,10

Ausgabeband Internspeicher Eingabebander
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Schritt 3: 5, 12
5
~
/ 6, 13,15
1,2,3
\ 4, 14
3
~
3, 9,10
Schritt 5: 5, 12
5
~
/ 6, 13,15
1,2,3,4,5
\ 14
0
~
9, 10

Schritt 11:

1,2,3,4,5,6,9,10,12,13, 1

Schritt 12:

1,2,3,4,5,6,9,10, 12, 13, 14,

Schritt 4: 5,
5
~
/ ®
1,2,3,4
\ P 4,
4 ~
91

133

13,15

14

10
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Schritt 13: 00
[o0] /
~

/ o

1,2,3,4,5/6,9,10, 12, 13, 14, 1(5,\

e}
e} /
~
0]
~- N ~~
Ausgabeband Internspeicher  Ejngabebander

Diese Methode, genanAtiswahl und Ersetzdireplacement selectignafit sich vor-
teilhaft auch schon fir die Anfangsverteilung verwenden, indem man die Eingabefols
mit sich selbsk-Wege-verschmilzt.

Auswahl und Ersetzen fir eine unsortierte Eingabefdije Datensatze stehen un-
sortiert auf dem Eingabeband. Der Internspeicher fdRatensatze. Zunachst werden
die ersterl Datensétze vom Eingabeband gelesen. Vonldetern gespeicherten Da-
tensatzen wird derjenige mit kleinstem Schlissel fir die Ausgabe ausgewahlt und
das Ausgabeband geschrieben. Der ausgewéahlte Datensatz wird im Internspeichel
setzt durch den nachsten Datensatz auf dem Eingabeband. Ist der neue Schlissel |
kleiner als der des soeben ausgegebenen Datensatzes, dann wird der neue Date
noch zum gleichen Run gehéren wie der soeben ausgegebene. Ist er jedoch kleinel
gehdort er zum nachsten Run; er wird erst ausgegeben, wenn der aktuelle Run beel
ist. Als nachster wird der kleinste Schlissel ausgewahlt, der nicht kleiner ist als d
soeben ausgegebene; er kann noch zum aktuellen Run hinzugefuigt werden. Dies v
solange wiederholt, bis alle Schliissel im Internspeicher kleiner sind als der zuletzt al
gegebene; dann muf? ein neuer Run angefangen werden.

Beispiel: Betrachten wir die Folg& = 12,5,2,15,13,6,14,1,4,9,10,3,11,7,8 aus
Abschnitt 2.7.2, fit =
Anfangs: | 125,2 |15,13,6,14,1,4,9,10,3,11,7,8
~—~ N—— .

Ausgabebandinternspeicher Eingggeband
Schritt 1: 2/ 12,5,15 13,6, 14,1, 4,9, 10, 3,11, 7,8
Schritt 2; 2,5 12,15,136,14,1,4,9,10,3,11,7,8
Schritt 3: 2,5,1315,13,6/14,1,4,9,10,3,11,7, 8
Schritt 4: 2,5,12,1315,6,141,4,9,10,3,11,7,8
Schritt 5: 2,5,12,13,1415,6,1|4,9,10,3,11,7,8
Schritt 6: 2,5,12,13,14,15, 1, 4|9, 10, 3,11,7,8

Alle Schlissel im Internspeicher sind kleiner als der zuletzt ausgegebene; daher w
ein neuer Run angefangen.

Schritt 7: 2,5,12,13,14,15;|16, 4,9| 10, 3,11,7, 8

Schritt 8: 2,5,12,13,14,15;1,|4,9,10/ 3,11, 7,8

Schritt 15: 2,5,12,13,14,15;1,4,6,9,10,11;3,7,8
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Am Beispiel erkennt man, daf die Lange von Rurnbersteigen kann. Man kann
zeigen, daR beim Verfahren Auswahl und Ersetzen die durchschnittliche Lange w«
Runs 21 ist, Runs also im Mittel doppelt so lang sind wie beim internen Sortieren nact
Abschnitt 2.7.2 (vgl.J]). AuRerdem werden Runs, die schon in der Eingabefolg
vorhanden sind, noc rlangert, also eine Vorsortierung berticksichtigt.

Analyse: Anfangs werden mittels Auswahl und Ersetzen mindestens ein Run, hocl
stens[,ﬂ] Runsundim Mittel[%} Runs hergestellt. Nach jeder Verschmelzungs- und

Verteilungsphase hat sich die Anzahl der Runs auf gasfdche verringert. Damit ist

Pmin(N) =1;  Pmit(N) = Pogk <%ﬂ + PmadN) = [Iogk ('ﬂﬂ

bei Z Bandern und Internspeichergrdle

2.7.4 Mehrphasen-Mergesort

Wahrend beim ausgeglichenkiWege-Mergesort all& Eingabebander benutzt wer-
den, wird nur auf eines der Ausgabebander geschrieben. Die anderen Ausgabebar
sind temporar nutzlos. Da normalerwelisgel kleiner ald ist, wére es wiinschenswert,
diese Bander mit als Eingabebander heranzuziehen. Man will aber sicherlich nicht a
Runs auf ein einziges Ausgabeband speichern, weil man sonst vor der nachfolgen
Verschmelze-Phase noch eine zusatzliche Verteilungsphase einschieben miifite.

Methode: Beim Mehrphasen-Mergesorfpolyphase mergesqrtarbeitet man mit

k+ 1 Bandern, von denen zu jedem ZeitpukEingabebander sind und eines das Aus-
gabeband ist. Man schreibt solange alle entstehenden Runs auf das Ausgabeband
eines der Eingabebander erschopftist (das istlhresg. Dann wird das leergeworde-
ne Eingabeband zum Ausgabeband, und das bisherige Ausgabeband wird zurlickges
und dient als ein Eingabeband. Damit hat man widdeingabebander und ein (ande-
res) Ausgabeband. Der Sortiervorgang ist beendet, wenn alle Eingabebander erschi
sind.

Dieses Verfahren funktioniert nur dann wie beabsichtigt, wenn zu jedem Zeitpunl
(auBBer am SchluR) nur ein Eingabeband leer wird. Betrachten wir ein Beispiel fiir dr
Bander. In der Anfangsverteilung seien die 13 Rune,, ..., r13 auf die beiden Bander
t1 undty verteilt wie folgt 3 ist leer):

11 | to | i3
rira...rg | rorio...r13 | leer

Dann werden die jeweils nachsten Runs ¥pmundt, verschmolzen und auf das
Ausgabebanth geschrieben, bis erschopftist (das ist die erste Phase).

ler7r'g | Ieer| r1,0r2,10r3,11r4,12l513

Jetzt wirdt, zum Ausgabeband; die jeweils nachsten Runstyamdts; werden ver-
schmolzen, big; leer ist.


Literaturverweis [89]
[89] D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, Vol.3: Sorting and Searching. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.
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leer | re1or7210r8311 | 412513

Wir zeigen die Situation nach jeder Phase, bis zum Ende:

I61,94,1217,2105,13 rg 311 leer
I7,2,105,13 leer I6,1,94,1283,11
leer 17,2105,136,1,9,4,128,3,11 leer

Der Aufwand fir eine Phase ist dabei im allgemeinen (auf3er fiir die Anfangsve
teilung und fiir die letzte Phase) niedriger als fiir einen Durchgang beim Mehrweg
Mergesort, weil in einer Phase nicht alle Datensatze bearbeitet werden. Uberlegen
uns anhand der obigen lllustration, wie denn die Runs anfangs auf die beiden Ein
bebander verteilt sein missen, damit nach jeder Phase (auf3er der letzten) nur ein B
erschopft ist. Am Ende mul3 gerade ein Run auf einem Band stehen. Dieser Run nr
entstehen aus zwei Runs, die auf zwei Béandern stehen.

1 1 vorletzte Phase
~—~ ~—~ ~—~
Band1 Band2 Band3

N/

1 letzte Phase

Einer der beiden Runs der vorletzten Phase, sagen wir ohne Einschrankung der /
gemeinheit der Run auf Band 1, mul3 entstanden sein aus einem Run auf Band 2,
leer wurde, und einem Run auf Band 3:

Band
12| 3 Phase
1 [
1 1 i-1
112 i-2

Entsprechend kénnen wir Situationen in vorangehenden Phasen konstruieren,
zum gewlinschten Ergebnis fihren.

1
1 1
1|2

21 3
5 3
518

8|13

anl I:n
I:n+1 =F1+F Fn
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Damit zeigt sich, daB die Run-Zahlen auf den beiden Anfangsbandern von der Fol
Fn_1 undF, sein missen, mit

Fo=0, Fp =1 undF, = Fn_1+ Fn_, N> 2.

Das sind gerade die Fibonacci-Zahlen. Man kann eine Anfangsverteilung auf zwei d
drei Bander so, daf? die Run-Zahlen gerade zwei aufeinanderfolgende Fibonacci-Zah
sind, erreichen, indem man fiktive Runs nach Bedarf zu den durch die Eingabe erhal
nen Runs hinzunimmt (natirlich ohne sie wirklich abzuspeichern).

Analyse: Man kann zeigen (vg']), daR Mehrphasen-Mergesort bei drei Bander
im Mittel
Prit(N) = 1.04-10gS+ 0.99

Durchgange bendtigt, wenn man anfangs aud\iBratenséatze Runs erzeugt. Damit
kann man mit Mehrphasen-Mergesort und drei Bandern etwa gleich schnell sortier
wie mit ausgeglichenem Mehrwege-Mergesort und vier Bandern.

Die Strategie des Mehrphasen-Mergesort laf3t sich auch auf mehr als drei Banc
anwenden. Die Verteilung der Runs auf diEingabebander muf3 dann den Fibonacci-
Zahlen héherer Ordnung folgen:

FX = FK,+FK,+...4+F<, fur n>k und
FX = 0 fir 0<n<k-2 und
e, = 1

Die Anzahl der zum Sortieren vaw Datensatzen mk+ 1 Bandern bendétigten Durch-
gange ist dann fir groRere Werte vo(abk = 6) etwa

Pmit(N) = 0.5logS,

wenn man anfangSRuns erzeugt hat.

Weder haben wir in diesem Abschnitt alle grundlegenden Strategien zum extern
Sortieren mit Bandern behandelt, noch sind externe Mergesort-Verfahren erschépfe
betrachtet worden. Der interessierte Leser findet in [89] noch eine Fiille von Verfahre
und Uberlegungen, auch praktischer Natur. Beispielsweise kann man versuchen, a
die Riickspulzeit des Ausgabebandes beim Phasenende des Mehrphasen-Mergesort
Sortieren zu nutzen; diesem Gedanken folgt kiaskadierende Mergesoftascade
mergesort. Wenn das Magnetband auch riickwarts gelesen werden kann und zwisch
Lesen und Schreiben vorwarts und riickwarts umgeschaltet werden kann, so laft s
dasoszillierende Mergesortoscillating mergesojteinsetzen. Als Zusammenfassung
vieler Uberlegungen formuliert D. Knuth einen 8.89]:

Theorem It is difficult to decide which merge pattern is best in a given situation.

Dieser Satz bedarf sicherlich keines Beweises.


Literaturverweis [89]
[89] D.E. Knuth. The Art of Computer Programming, Vol.3: Sorting and Searching. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.


Literaturverweis [89]
[89] D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, Vol.3: Sorting and Searching. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1973.



138 2 Sortieren

2.8 Untere Schranken

Die grof3e Zahl und unterschiedliche Laufzeit der von uns diskutierten Sortierverfahr
legt die Frage nahe, wieviele Schritte zum Sortieren Mobatensatzen denn minde-
stens bendtigt werden. In dieser Form ist die Frage natirlich zu vage formuliert, um ¢
ne prazise Antwort zu ermdéglichen. Der zum Sortieren Mddatensatzen mindestens
erforderliche Aufwand héngt ja unter anderem davon ab, was wir Uber die zu sorti
renden Datensatze wissen und welche Operationen wir im Sortierverfahren zulass
Wir wollen daher zunéchst nur die Klasse der allgemeinen Sortierverfahren betrac
ten. Das sind Verfahren, die zur Losung des Sortierproblems nur Vergleichsoperatior
zwischen Schliisseln benutzen. Alle von uns vorgestellten allgemeinen Sortierverfah
haben jedenfalls im schlechtesten Fall wenigs®(dlog, N) Vergleichsoperationen
zwischen Schlisseln bendtigt. Diese Zahl von Vergleichsoperationen war auch im M
tel erforderlich, wenn man utber alld! mdglichen Anordnungen voiN Schlisseln
mittelt und jede Anordnung als gleichwahrscheinlich ansieht. Kann man mit wenige
Vergleichsoperationen auskommen? Die Antwort ist ,ja“, wenn man etwa weifl3, da
die Datensatze gut vorsortiert sind, vgl. hierzu Abschnitt 2.6, aber ,nein“ im schlechte
sten Fall und im Mittel. Wir zeigen dazu den folgenden Satz.

Satz 2.4 Jedes allgemeine Sortierverfahren bendtigt zum Sortieren von N verschied
nen Schlusseln sowohl im schlechtesten Fall als auch im Mittel wenig3{&sgN)
Schlusselvergleiche.

Zum Beweis dieses Satzes miissen wir uns eine Ubersicht tiber alle méglichen ally
meinen Sortierverfahren verschaffen. Wir haben das bereits in Abschnitt 2.6 mit Hi
fe von Entscheidungsbdumen getan. Im Entscheidungsbaum kann man die von eir
allgemeinen Sortierverfahren ausgefuihrten Schliisselvergleiche festhalten. Jeder inr
Knoten enthdlt ein Padi, j) von Indizes und représentiert einen Vergleich zwischen
den Schlusselk undk;, den ein Sortierverfahrehfir N Schllisseky, . . ., ky ausfihrt.

Am Anfang hatA keine Information Uber die ,richtige” Anordnung véa, . .., ky, d.h.
alleN! Permutationen sind mdglich. Nach einem Vergleich der Schliksseldk; kann
Ajeweils alle diejenigen Permutationen ausschlieRen, in deven bzw. hintek; auf-

tritt. Das wird im Entscheidungsbaum durch einen mitj,' beschrifteten Knoten mit
zwei Ausgangen modelliert, dessen linker Ausgang die Bedingkingk;“ und dessen
rechter Ausgang die Bedingung; > k;* reprasentiert. Jedes Blatt ist mit derjenigen
Permutation der Schlusdal, ..., ky markiert, die alle Bedingungen erfullt, die auf dem
Weg von der Wurzel zu diesem Blatt auftreten. (Ein Beispiel fiir einen Entscheidung
baum mit vier Schliisseln zeigt Abbildung 2.10). Die zum Sortiererkyon , ky durch

A ausgefiihrte Anzahl von Schlisselvergleichen ist die Zahl der Knoten auf dem Pf:
von der Wurzel des Entscheidungsbaumes zunkpit . ., ky) markierten Blatt. Man
nenntdiese Zahl di€iefedes Blattes. (Vgl. hierzu auch das Kapitel 5.) Der Algorithmus
A kénnte natirlich Uberflissige Vergleiche durchfiihren, um die Permutation, ky

zu identifizieren. Weil wir aber an der Mindestanzahl von Vergleichsoperationen inte
essiert sind, kdnnen wir annehmen, dal3 keine tGberfliissigen Vergleiche auftreten. W
alleN! Anordnungen deN Schliissel mdglich sind, mul3 der das Verfahhenodellie-
rende Entscheidungsbaum (mindesteéxisBlatter haben. Zum Nachweis der unteren
Schranke genlgt es nun, die folgende Behauptung zu zeigen:
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Behauptung Die maximale und die mittlere Tiefe eines Blattes in einem Binarbaun
mit k Blattern ist wenigsterisg, k.

Der erste Teil der Behauptung ist trivial, weil ein Bindrbaum, dessen samtliche Blatte
héchstens die Tiefehaben, auch nur héchsterisBatter haben kann. Zum Nachweis
des zweiten Teils nehmen wir an, die Behauptung sei falschl 8er kleinste Binéar-
baum, fir den die Behauptung nicht gilt.habek Blatter. Dann mufk > 2 sein undr
einen linken TeilbaunT; mit k; Blattern und einen rechten Teilbaummit k, Blattern
haben, mik; < k, ko < kundk; + ko = k (siehe Abbildung 2.14). D& undT; kleiner
sind alsT, muf3 gelten:

mittlere Tiefe(T1) > log, kg

mittlere Tiefe(T,) > log, ko.

Offenbar ist fiir jedes Blatt vomi die Tiefe, bezogen auf die Wurzel van um genau
eins grolRer als die Tiefe des BlattesTinbzw. T,. Daher gilt:

ke
K

(logy k2 + 1)

%( mittlere Tiefe(T1) + 1) +
ki ke
k k

1
= E(kllogz(Zkl) + kolog,(2ka)) = f(k, ko)

mittlere Tiefe(T) = ( mittlere Tiefe(Tz) + 1)

(logy ki + 1) +

Diese Funktiorf (ki, kz) nimmt ihr Minimum unter der Nebenbedingukgt ky = k
firky = ko = ¥ an; also ist

mittlere Tiefe(T) > %(g log, k+ g log, k) = log, k.

Die Behauptung gilt also doch frim Widerspruch zur Annahme.

ko

kq

Abbildung 2.14
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Aus der soeben bewiesenen Behauptung kann man nun die untere Schranke fir
maximale und mittlere Zahl von Vergleichsoperationen zum Sortiere\v&chlis-
seln mit Hilfe eines allgemeinen Sortierverfahrens leicht herleiten. Da der zugehori
Entscheidungsbaum wenigstedsBlatter haben mul3, ist die maximale und mittlere
Tiefe eines Blattes wenigstens (&) € Q(NlogN). Denn esisN! > (%)% und damit
log(N!) > Blog(5) = Q(NlogN). O

Kann manN Zahlen im Mittel und im schlechtesten Fall schneller als in gréRRen-
ordnungsmaRigNlogN Schritten sortieren, wenn man andere Operationen, also nick
nur Vergleichsoperationen zwischen Schliisseln zulaRt? Ein bemerkenswertes Ergel
dieser Richtung wurde 1978 von W. Dobosiew!BS] erzielt. Er hat ein Sortierverfalt
ren angegeben, das neben arithmetischen Op@fationen auch noch die sogenannte F
Funktion ,| |“ benutzt, die einer reellen Zakldie grofite ganze Zahi< x zuordnet,
und gezeigt: Das Verfahren erlaubt Bsreelle Zahlen stets i®(NlogN) Schritten zu
sortieren; der Erwartungswert der Laufzeit des Verfahrenblfgieichverteilte Schliis-
sel ist sogaO(N).

Wir zeigen jetzt, daB3 es nichts niitzt, wenn man nur die arithmetischen Operation
+,—,%,/ zulaft. Wir lassen also die Annahme fallen, daf} Vergleichsoperationen d
einzigen zugelassenen Operationen zwischen Schlusseln sind. Stattdessen nehme
an, die zu sortierenden Schlussel seien reelle Zahlen, die addiert, subtrahiert, mu
pliziert und dividiert werden dirfen. Wir verallgemeinern das Konzept von Entschei
dungsbaumen wie folgt zum Konzept von rationalen Entscheidungsbaumen.

Einrationaler Entscheidungsbaufiir N reellwertige Eingabevariablen ist ein Binar-
baum, dessen innere Knoten Entscheidungen abhangig vom Wert rationaler Funk
nen fir die Eingabevariablen reprasentieren. Jedem inneren Kingtezine Funktion
Bi(x1,...,Xn) zugeordnet; beiwird nach links verzweigt, fallB; (xq, ..., xn) > O (oder:
Bi(x1,...,Xv) > 0) ist, und nach rechts sonst. Ferner wird jedem Bjaine rationale
FunktionAj(xy, ...,Xn) zugeordnet.

Ein rationaler Entscheidungsbaum berechnet in offensichtlicher Weise eine auf eir
MengeW C RN definierte, reellwertige Funktion. Betrachten wir dazu das in Abbil-
dung 2.15 gezeigte Beispiel.

Dieser rationale Entscheidungsbaum berechnet folgende, reellwertige Funktion:

X1+ X2; falls x1+x2>0 und (X3 —X2)/(x1%) >0
f(xe, %) =<4 X1/X2; falls x1+x5>0 und (X} —%2)/(x1%) <0
(x1+%2)/x1; falls x+x5<0

Diese Funktiorf ist auf dem Gebiétv C R? definiert, dessen Gestalt und Eigenschaf-
ten uns hier nicht interessieren.

Allgemein kann man die von einem rationalen Entscheidungsbaum berechnete Ful
tion f von N reellwertigen VariableiX = x1,...,xy schreiben in der Form:

Al(X); falls XeM;
f(X)=

An(X);  falls X€Mmn


Literaturverweis [38]
[38] W. Dobosiewicz. Sorting by distributive partitioning. Information Processing Letters, 7(1):1-6, 1978.
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x1+x§20

(€ —x2)/ (kaxe) > 0( )

X1+ %] [x1/%|

Abbildung 2.15

Dabei sind dieAj(X) die an den Bléattern des Entscheidungsbaumes stehenden Fun
tionen, undM;j bezeichnet die Konjunktion der Bedingungen, die auf dem Pfad von de
Wurzel bis zum mitA; beschrifteten Blatt guiltig sind.

Wir stellen nun eine Verbindung her zwischen Sortierverfahren, die die Operatione
{<,+,—,%,/} benutzen diurfen, und rationalen Entscheidungsb&umen zur Berechnu
von Funktionen. Wir betrachten dazu die sogenaBetaierindexfunktionon N Argu-
mentenf (Xg,...,Xn) = xrll +... +x,r\,N, mit r; = Rangvonx; in der Folge der Argumente
bei aufsteigender Sortierung. Rir= 2 gilt also beispielsweise:

1, 2
(0, %) = x%+x%, falls X1 < X
X{ + X5, falls x1 >xo

Kann man nun das Sortierproblem frreelle Zahlerxy, ..., xy mit k Vergleichsope-
rationen des TypB; (X, - ..,Xn) > 0 oderBj(xs, ..., Xxn) > O fiir rationale FunktioneB;
I6sen, so kann man auch die Sortierindexfunktion MoArgumenten mik derartigen
Vergleichsoperationen berechnen. Denn der Wert der Sortierindexfunktion kann oh
weitere Vergleichsoperation berechnet werden, sobald die Anordnung der Argumer
bekannt ist. Damit liefert eine untere Schranke fiir die Berechnung der Sortierinde
funktion auch eine untere Schranke fur das Sortierproblem. Eine untere Schranke
die Berechnung der Sortierindexfunktion kann man aber — wie im Falle ,gewoéhnli
cher* Entscheidungsbdume — sofort aus einer unteren Schranke fiir die Blattzahl eir
rationalen Entscheidungsbaums zur Berechnung der Sortierindexfunktion ableiten. L
eine solche Schranke herzuleiten, zeigen wir ganz allgemein, dal jeder rationale E
scheidungsbaum zur Berechnung einer FunkfiorRY — R, die in wenigstens
verschiedene Teile zerfallt, wenigstem8latter haben muf3. Genauer zeigen wir (vgl.

[.):



Literaturverweis [164]
[164] A. Schmitt. On the number of relational operators necessary to compute certain functions of real variables. Acta Informatica, 19:297-304, 1983.
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Satz 2.5Sei f: RN — R eine auf WC RN definierte Funktion, seieniX..,Xq €

W paarweise verschiedene Punkte ung.Q,Qq paarweise verschiedene rationale
Funktionen, die auf Kreisen mit Radius-€0 um X, ..., Xy definiert sind und dort mit

f Ubereinstimmen, also:

f(X) = Qi(X), firalle XeU(X,e)={X:X—-X]| <e} CW.
Dann muf jeder Entscheidungsbaum zur Berechnung von f wenigstens q Blatter hak

Zum Beweis dieses Satzes benutzt man wohlbekannte Fakten aus der algebraisc
Geometrie. Wir skizzieren die Argumentationskette und verweiser.( [164] fir weitel
Einzelheiten.

Den durch einen rationalen Entscheidungsbaum zur Berechnung gegebenen
AlgorithmusA kann man schreiben in der Form:

Al(X); falls X e My
AX) =
An(X): falls X € M

Dabei istmdie Anzahl der Blatter des Entscheidungsbaumes. Wéiberechnet, muf}
fur jedesi gelten:

U(X,€) = (U(X,e) NMy) U...U (U (X, € NMn)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht die endliche Vereinigung von Menge
die durch rationale Bedingungen definiert sind. Weil die linke Seite eine Menge is
die alle Punkte einer ganzen Kreisscheibe mit positivem Radius enthalt, muf auch v
nigstens eine der Mengell (X;,e) N M;) diese Eigenschaft haben! (Das ist das erste
Ergebnis aus der algebraischen Geometrie, das wir bendtigen.) Es gibt alscsein
daR fur alle Punkte einer ganzen Kreisscheib&lindie FunktionerQ; und A; dort
tbereinstimmen. Weld; undA; rationale Funktionen sind, miissen sie dann tiberhaup
identisch sein. (Das ist das zweite benétigte Ergebnis aus der algebraischen Geome
man kann es als eine Verallgemeinerung des bekannten Nullstellensatzes fur Polync
auffassen.) Also muB3 es wenigstens so viele verschiedien@ Q; geben, d.hm> q.

O

Kehren wir nun zur Sortierindexfunktion zurtick und wenden wir Satz 2.5 darau
an. Diese Funktion ist fur dig = N! verschiedenen Punkté; = (1(1),...,1(N)),
1t Permutation vor{1,...,N}, definiert und stimmt jeweils auf einem Kreis mit Ra-
diuse> 0, e< % um diese Punkte mit einer rationalen Funktion, der Funktion

Qn(X1,....Xn) = X{' + .+ XT™ iberein. Daher muR jeder rationale Entschei-

dungsbaum zur Berechnung der Sortierindexfunktion wenigdteBsitter haben. Die
maximale und mittlere Tiefe eines Blattes ist dami€Q(NIlogN).


Literaturverweis [164]
[164] A. Schmitt. On the number of relational operators necessary to compute certain functions of real variables. Acta Informatica, 19:297-304, 1983.
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In den letzten Jahren ist es gelungen, wesentlich starkere Satze dieser Art zum Na
weis unterer Schranken zu beweisen. Dazu wurden sogenglgeteaische Entschei-
dungsbaumeefiniert und Satze analog zu Satz 2.5 fur solche Baume bewiesen. Zu
Nachweis dieser Satze werden aber méachtige Hilfsmittel aus der algebraischen Geot
trie bendétigt, die weit tiber den Rahmen dieses Buches hinausgehen. Den interessie
Leser verweisen wir au.3] und auf die Originalart.14].

2.9 Aufgaben

Aufgabe 2.1

Sortieren Sie die unten angegebene, in einem EReajdspeicherte Schlisselfolge mit
dem jeweils angegebenen Verfahren und geben Sie jede neue Belegung des Feldes |
einem SchlUsseltausch an.

a) 40-15-31-8-26-22; Auswahlsort
b) 35-22-10-51-48; Bubblesort.

Aufgabe 2.2

Schreiben Sie eine Pascal-Prozedur fir Sortieren durch Auswahl, wobei die zu sort
rende Zahlenfolge nicht in einem Array, sondern in Form einer linearen Liste vorliegt
Die Listenelemente seien durch folgende Typvereinbarung gegeben:

type listenzeiger= tlistenelement
listenelement record

key: integer,
next: listenzeiger
end;

Der Beginn der Liste werde durch ein Dummy-Element, das keinen Eintrag enthé
und auf das ein Zeigdreadzeigt, markiert. Das Listenende wird durch ein Listen-
element gekennzeichnet, desseaxtKomponte den Werhil hat. Die Liste enthalte
mindestens zwei Elemente aul3er dem Dummy-Element.

Aufgabe 2.3
Geben Sie fir die unten angegebenen Zahlenfolgen jeweils mit Begrindung d
Laufzeit der Sortierverfahren Auswahlsort, Einfiigesort und Bubblesort in Gro3-Or
Notation an.

a) LY+1,28+2....5 N (Ngerade)
b) N,1,N—1,2,N-2,3,...,N— J+ 1.5 (N gerade)
c) N,1,2,3,...,N—1


Literaturverweis [123]
[123] K. Mehlhorn. Datenstrukturen und effiziente Algorithmen, Band 1, Sortieren und Suchen. Teubner, Stuttgart, 1986.


Literaturverweis [14]
[14] M. BenOr. Lower bounds for algebraic computation trees. In Proc. 15th ACM Annual Symposium on Theory of Computing, S. 80-86, 1983.
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d) 23,4,...,N,1
Aufgabe 2.4
SeiN eine gerade Zahl. Wie grof3 ist der Aufwand zum Sortieren der Folge
N N N
§,§+1,...,N,1,2,...,§—1

bei den Sortierverfahren: 2-Wege-Mergesort, reines 2-Wege-Mergesort, naturliches
Wege-Mergesort?

Aufgabe 2.5
Gegeben sei das Arrayvon neun Elementen mit den Schliisseln

41 62 13 84 35 96 57 28 79

Geben Sie alle Aufrufe der Prozedywicksortund die Reihenfolge ihrer Abarbeitung
an, die als Folge eines Aufrufs vajuicksor{a,1,9) im Hauptprogramm fir obiges
Array auftreten.

Aufgabe 2.6

Schreiben Sie in Pascal eine iterative Quicksort-Prozedur. D.h. die Quicksort-Prozec
wird nicht rekursiv fir die neu entstandenen Teilfolgen aufgerufen, sondern man me;
sich die Grenzen der Teilfolgen, z.B. mit Hilfe eines Stapels. Sie durfen die fur Stap
Ublichen Operationen verwenden, ohne sie naher auszufiihren. Achten Sie darauf, |
moglichst wenig zuséatzlicher Speicherplatz benétigt wird.

Aufgabe 2.7

a) Gegeben sei die Schliisselfolge35%63,18,51,37,90,33. Erzeugen Sie fiir die-
se Folge einen Heap und stellen Sie ihn als Binarbaum dar.

b) Sortieren Sie die Schliisselfolge, 486,31, 8,2,6,22 (aufsteigend) mit Heapsort.
Stellen Sie zunachst einen Heap her und geben Sie dann jede neue Belegung r
dem Schlisseltausch an.

¢) Geben Sie groRenordnungsmanig die Komplexitat der folgenden Operationen
einem Heap mitN Elementen im schlimmsten Fall an. Am Ende einer jeden
Operation soll stets ein Heap zuriickbleiben.
Einfligen eines beliebigen Elementes, Suchen des Maximums, Suchen eines
liebigen Elementes, Entfernen eines beliebigen Elementes, Suchen des Mi
mums, Entfernen des Maximums.

Aufgabe 2.8
Gegeben sei die in einem Arrayder Lange 10 abgelegte Schliisselfolge

12| 3|4]5]6 10
a: [ 20|14|15|8|10|12|9|5|3| 6

~
oo
(o]
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Sortieren Sie diese Folge in aufsteigender Reihenfolge mit dem Verfahren Heapst
und geben Sie als Zwischenschritte die Belegungavan, die vorliegt, bevor das Ele-
menta[1] an seine endgultige Positidlgetauscht wird.

112(3|4|5|6|7|8|9]10

Il
-
(=}

N[ W| »~| O O | 0f ©

Aufgabe 2.9

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Sortierverfahren stabil sind (d.h. die Reihenfolge vc
Elementen mit gleichem Sortierschliissel wird wahrend des Sortierverfahrens nicht vi
tauscht): Auswahlsort, Einflgesort, Shellsort, Mergesort, Radixsort, Bubblesort, Quicl
sort.

Aufgabe 2.10
Zeigen Sie: LaRt man als einzige Operation zwischen Schliisseln Vergleichsoperatior
Zu, so bendétigt man wenigsteNs— 1 Vergleiche im schlechtesten Fall, um zwei sor-
tierte Folgen

xlgng...<x% und y1 <y><... gyyZ

zu einer einzigen sortierten Folge< z, < ... < zy zu verschmelzen.

Aufgabe 2.11

Sortieren Sie die angegebene Zahlenfolge durch Fachverteilung. Geben Sie dabei
Belegung der einzelnen Facher nach jeder Verteilphase an und jeweils die Folge,
nach einer Sammelphase entstanden ist.

123424797321 41285111 4009 6088 9999 7899 6123
31304142 70000318 8732 3038 5259 4300 8748 6200

Wenn Sie die folgenden Zahlen zu sortieren hatten und dabei entweder Sortieren du
Fachverteilung oder ein Verfahren, das nur mit Schlisselvergleichen arbeitet, verwe
den kdnnten, welche Uberlegungen wirden Sie anstellen?

12345678434828099192939491929390

Aufgabe 2.12
Berechnen Sie fir die Schlisselfol§e die Vorsortierungsmalev(F;), rungFy),

rem(Fy):
F1:2,5,6,1,4,3,8,9,6
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Berechnen Sie fir die Schlisselfolgei = 2, 3,4) ebenfallsnv(F), rungF), rem(F),
jeweils in Abhéngigkeit voiN (N gerade).

N N N
o 141242~

2 2 2
N N N
o N, N-1,—-1...,—+11
F3 N ) ) 52+a
N N
F ILN2ZN-13,...—, =+1
4 s N &y 535 272+

Aufgabe 2.13

a) Geben Sie eine Foldgevon sieben Schlusseln an, fiir diw(F) < rungF) gilt.
b) Geben Sie eine Foldevon sieben Schllisseln an, fir dingF) < inv(F) gilt.

c) Geben Sie eine Folge von sieben Schliisseln an, fur die das natirliche 2-We
Mergesort méglichst wenige und das Verfahren A-sort moglichst viele Schliisse
vergleiche bendotigt.

d) Geben Sie eine Folge von sieben Schliisseln miingF) < 3 an, fur die das
Verfahren A-sort moglichst viele Schlisselvergleiche ausfihrt.

Aufgabe 2.14

Als weiteres Vorsortierungsmalf3 findet man in der LiterattF ); das ist die kleinste
Anzahl von Vertauschungen, die nétig sind, um eine Félge aufsteigende Ordnung
zu bringen.

a) Geben Sie jeweils eine Fol§emit N Schlisseln an, fur die
1. exdF) maximal wird;
2. exqF) = | ¥ ist.
b) Welche Beziehung gilt zwischexdF) undinv(F) fur alle FolgenF?

Aufgabe 2.15

Geben Sie allgemeine Bedingungen an, die fur jedes Vorsortierungamealken soll-
ten.
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