Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Algorithmen und ihre formalen Eigenschatf:
ten

In der Informatik unterscheidet man tblicherweise zwischen Verfahren zur Lésung vc
Problemen und ihrer Implementation in einer bestimmten Programmiersprache auf t
stimmten Rechnern. Man nennt die Verfahfdgorithmen Sie sinddaszentrale The-

ma der Informatik. Die Entwicklung und Untersuchung von Algorithmen zur Lésung
vielfaltiger Probleme gehdrt zu den wichtigsten Aufgaben der Informatik. Die meistel
Algorithmen erfordern jeweils geeignete Methoden zur Strukturierung der von den Al
gorithmen manipulierten Daten. Algorithmen und Datenstrukturen gehdren also zusal
men. Die richtige Wahl von Algorithmen und Datenstrukturen ist ein wichtiger Schritf
zur Lésung eines Problems mit Hilfe von Computern. Thema dieses Buches ist d
systematische Studium von Algorithmen und Datenstrukturen aus vielen Anwendung
bereichen. Bevor wir damit beginnen, wollen wir einige grundsétzliche Uberlegunge
zum Algorithmenbegriff vorausschicken.

Was ist ein Algorithmus?

Dies ist eine eher philosophische Frage, auf die wir in diesem Buch keine prazise Ar
wort geben werden. Das ist gliicklicherweise auch nicht nétig. Wir werden namlich i
diesem Buch (nahezu) ausschlief3lich positive Aussagen Uber die Existenz von Algorit
men durch explizite Angabe solcher Algorithmen machen. Dazu geniigt ein intuitive
Versténdnis des Algorithmenbegriffs und die Einsicht, daf? sich die konkret angegeb
nen Algorithmen etwa in einer htheren Programmiersprache wie Pascal formuliere
lassen. Erst wenn man eine Aussage der Art ,Es kihenAlgorithmus, der dieses
Problem I6st* beweisen will, benétigt man eine prazise formale Fassung des Algoritl
menbegriffs. Sie hat ihren Niederschlag in der bereits 1936 aufgestellten Church'sch
These gefunden, in der Algorithmen mit den auf bestimmten Maschinen, zum Be
spiel auf sogenannten Turing-Maschinen, ausfiihrbaren Programmen identifiziert we
den. Das Studium des formalisierten Algorithmenbegriffs ist aber nicht das Thema di
ses Buches.



2 1 Grundlagen

Wie teilt man Algorithmen mit?

Das ist die Frage nach der sprachlichen Formulierung von Algorithmen. Wir legen We
darauf, die Mitteilung oder Formulierung von Algorithmen deutlich von ihrer Realisie-
rung durch ein Programm, durch einen Schaltkreis, eine mechanische Vorrichtung u:
zu trennen. Algorithmen haben eine davon unabhangige Existenz und kénnen dur
aus auf sehr verschiedene Arten mitgeteilt werden. Wir werden meistens die deutst
Umgangssprache und eine um umgangssprachliche Mittel erweiterte Pascal-ahnli
Programmiersprache benutzen.

Obwohl wir uns stets bemuihen, dem Prinzip der Entwicklung von Algorithmen durc|
schrittweise Verfeinerung zu folgen und gut strukturierte und dokumentierte Prograr
me, d.h. Formulierungen von Algorithmen, anzugeben, ist die Programetieodik
mit der man das erreicht, ebenfalls nicht Gegenstand dieses Buches.

Welche formalen Eigenschaften von Algorithmen werden studiert?

Die wichtigste formale Eigenschaft eines Algorithmus ist zweifellos dessen Korrek
heit. Dazu mul3 gezeigt werden, dal3 der Algorithmus die jeweils gestellte Aufgal
richtig 16st. Man kann die Korrektheit eines Algorithmus im allgemeinen nicht durch
Testen an ausgewahlten Beispielen nachweisen. Denn — dies hat E. Dijkstra in ein
beriihmt gewordenen Satz bemerkt — man kann durch Testen zwar die Anwesenh
nicht aber die Abwesenheit von Fehlern, also die Korrektheit eines Programmes, z
gen. Prézise oder gar voll formalisierte Korrektheitsbeweise verlangen, daf3 auch c
durch einen Algorithmus zu |l6sende Problem vollstandig und prazise spezifiziertist. L
wir uns in der Regel mit einer recht informellen, inhaltlichen Problembeschreibung b
gnlgen, verzichten wir auch auf umfangreiche, formale Korrektheitsbeweise. Wo ab
die Korrektheit eines Algorithmus nicht unmittelbar offensichtlich ist, geben wir durck
Kommentare, Angabe von Schleifen- und Prozedurinvarianten und andere Hinweise
Text ausreichende Hilfen, auf die der Leser selbst formalisierte Korrektheitsbewei
grinden kann.

Die zweite wichtige formale Eigenschaft eines Algorithmus, fir die wir uns in diesen
Buch interessieren, ist seine Effizienz. Die weitaus wichtigsten Mal3e fir die Effizier
sind der zur Ausfiihrung des Algorithmus bendtigte Speicherplatz und die bendétigte R
chenzeit. Man kdnnte beides durch Implementation des Algorithmus in einer konkret
Programmiersprache auf einem konkreten Rechner fur eine Menge reprasentativ
wabhlter Eingaben messen. Solche experimentell ermittelten MeRergebnisse lassen
aber nicht oder nur schwer auf andere Implementationen und andere Rechner (ber
gen.

Aus dieser Schwierigkeit bieten sich zwei mdgliche Auswege an. Erstens kann m
einen idealisierten Modellrechner als Referenzmaschine benutzen und die auf dies
Rechner zur Ausfuihrung des Algorithmus benétigte Zeit und den benétigten Speich
platz messen. Ein in der Literatur zu diesem Zweck sehr haufig benutztes Maschine
modell ist das der (real) RAM (Random-Access-Maschine, gegebenenfalls mit Re:
Zahl-Arithmetik). Eine solche Maschine verfiigt iber einige Register und eine abzat
bar unendliche Menge einzeln adressierbarer Speicherzellen. Die Register und Sj
cherzellen kénnen je eine im Prinzip unbeschrankt groRe ganze (oder gar reelle) Z
aufnehmen. Das Befehlsrepertoire fiir eine RAM &hnelt einfachen, herkdmmlichen A
semblersprachen. Neben Transportbefehlen zum Laden von und Speichern in dir
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und indirekt adressierten Speicherzellen gibt es arithmetische Befehle zur Verkniipfu
zweier Registerinhalte mit den Ublichen fiir ganze (oder reelle) Zahlen erklarten Op
rationen sowie bedingte und unbedingte Sprungbefehle. Die Kostenmal3e Speicherp
und Laufzeit erhalten dann folgende Bedeutung: Der von einem Algorithmus bendtig
Platz ist die Anzahl der zur Ausfiihrung benétigten RAM-Speicherzellen; die bendtigt
Zeitist die Zahl der ausgefiihrten RAM-Befehle.

Naturlich ist die Annahme, dal3 Register und Speicherzellen eine im Prinzip unb
schréankt groRe ganze oder gar reelle Zahl enthalten kénnen, eine idealisierte Ann:
me, Uber deren Berechtigung man in jedem Einzelfall erneut nachdenken sollte. Sofe
die in einem Problem auftretenden Daten, wie etwa die zu sortierenden ganzzahlig
Schliisselim Falle des Sortierproblems, in einigen Speicherwdrtern realer Rechner Pl
haben, ist die Annahme wohl gerechtfertigt. Kann man die Gré3e der Daten aber nic
von vornherein beschréanken, ist es besser, ein anderes Kostenmalfd zu nehmen unc
Lénge der Daten explizit zu berticksichtigen. Man spricht im ersten Fall vom Einheits
kostenmalfd und im letzten Fall vom logarithmischen Kostenmaf3. Wir werden in diese
Buch durchweg das Einheitskostenmald verwenden. Wir messen also etwa die Gr¢
eines Sortierproblems in der Anzahl der zu sortierenden ganzen Zahlen, nicht aber
der Summe ihrer Langen in dezimaler oder dualer Darstellung.

Wir werden in diesem Buch Algorithmen nicht als RAM-Programme formulieren
und dennoch versuchen, stets die Laufzeit abzuschatzen, die sich bei Formulierung
Algorithmus als RAM-Programm (oder in der Assemblersprache eines realen Rec
ners) ergeben wiirde. Dabei geht es uns in der Regel uWdalsstuntder Laufzeit bei
wachsender ProblemgréRe und nicht um den genauen Wert der Laufzeit. Da es da
auf einen konstanten Faktor nicht ankommt, ist das keineswegs so schwierig, wie es
den ersten Blick scheinen mag.

Eine zweite Moglichkeit zur Messung der Komplexitat, d.h. insbesondere der Lau
zeit eines Algorithmus, besteht darin, einige die Effizienz des Algorithmus besonde
charakterisierende Parameter genau zu ermitteln. So ist es beispielsweise Ublich,
Laufzeit eines Verfahrens zum Sortieren einer Folge von Schliisseln durch die Anze
der dabei ausgefiihrten Vergleichsoperationen zwischen Schliisseln und die Anzahl
ausgefuhrten Bewegungen von Datensétzen zu messen. Bei arithmetischen Algor
men interessiert beispielsweise die Anzahl der ausgefiihrten Additionen oder Multipl
kationen.

Laufzeit und Speicherbedarf eines Algorithmus hangen in der Regel von der Grol
der Eingabe ab, die im Einheitskostenmalf3 oder logarithmischen Kostenmaf} gemes
wird. Man unterscheidet zwischen dem Verhalten im besten Fall (englisch: best cas
dem Verhalten im Mittel (average case) und dem Verhalten im schlechtesten Fall (wor
case).

Wir kénnen uns beispielsweise fir die bei Ausfiihrung eines Algorithmus fir eir
Problem der Gro3H im besten bzw. im schlechtesten Fall erforderliche Laufzeit inter-
essieren. Dazu betrachtet man samtliche Probleme der Gldfestimmt die Laufzeit
des Algorithmus fir alle diese Probleme und nimmt dann davon das Minimum bzv
Maximum. Auf den ersten Blick scheint es viel sinnvoller zu sein, die durchschnitt
liche Laufzeit des Algorithmus fiir ein Problem der Grdeu bestimmen, also ei-
ne Average-case-Analyse durchzufiihren. Es ist aber in vielen Fallen gar nicht kle
wortiber man denn den Durchschnitt bilden soll, und insbesondere die Annahme, d
etwa jedes Problem der GréBegleichwahrscheinlich ist, ist in der Praxis oft nicht
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gerechtfertigt. Hinzu kommt, daf3 eine Average-case-Analyse haufig technisch schw
riger durchzufiihren ist als etwa eine Worst-case-Analyse. Wir werden daher in d
meisten Fallen eine Worst-case-Analyse fiir Algorithmen dimef. Dabei kommt es
uns auf einen konstanten Faktor bei der Ermittlung der Laufzeit und auch des Speich
platzes in Abhéngigkeit von der Problemgrd®e der Regel nicht an. Wir versuchen
lediglich, die GréRenordnung der Laufzeit- und Speicherplatzfunktionen in Abhangic
keit von der Grol3e der Eingabe zu bestimmen. Um solche GréRenordnungen, a
Wachstumsordnungen von Funktionen auszudriicken und zu bestimmen hat sich €
besondere Notation eingebtirgert, die sogenaBri&-Oh-und Gro3-Omega-Notation

Statt zu sagen, ,fur die Laufzelt(N) eines Algorithmus in Abhangigkeit von der
ProblemgroReN gilt fir alle N: T(N) < c1- N+ ¢ mit zwei Konstanterc; und ¢y,
sagt man T (N) ist von der GroRenordnung‘Noder: ,T(N) ist O(N)“, oder: ,T(N)
ist in O(N)*) und schreibt:T(N) = O(N) oderT (N) € O(N). Genauer definiert man
fur eine Funktionf die Klasse der Funktion€ f) wie folgt:

O(f)y={g|3c1>0:3c2>0: YNeZ":g(N) <cy-f(N)+ca}

Dabei werden nur Funktionen mit nichtnegativen Werten betrachtet, weil negative Lat
zeiten und Speicherplatzanforderungen keinen Sinn machen.

Die Uiblicherweise gewé&hlten Schreibweis(iN), O(N?), O(NlogN), usw. sind in-
sofern formal nicht ganz korrekt, als die VariaNesigentlich als gebundene Variable
gekennzeichnet werden miiRte. D.h. man miRte G@?) beispielsweise folgendes
schreiben:

O(f), mit f(N)=N?

oder unter Verwendung darNotation fiir Funktionen
O(AN.N?).

Beispiel: Die Funktiong(N) = 3N? + 6N + 7 ist in O(N?). Denn es gilt beispielsweise
mit c; = 9 undc, = 7 fir alle nichtnegativen, ganzzahligdhg(N) < ciN2 + ¢y, al-

so g(N) = O(N?). Man kann ganz allgemein leicht zeigen, daR das Wachstum eine
Polynoms vom Gradk von der GroRenordnur@(NX) ist.

Das im Zusammenhang mit der Grof3-Oh-Notation benutzte Gleichheitszeichs
hat nicht die fiir die Gleichheitsrelation Ublicherweise geltenden Eigenschafter
So folgt beispielsweise au§(N) = O(N?) auch f(N) = O(N®); aber natiirlich ist
O(N?) £ O(N3).

Mit Hilfe der Gro3-Oh-Notation kann man also eine Abschatzung des Wachstun
von Funktionen nach oben beschreiben. Zur Angabe von unteren Schranken fiir
Laufzeit und den Speicherbedarf von Algorithmen muf3 man das Wachstum von Fur
tionen nach unten abschétzen kénnen. Dazu benutzt m@ralkeOmegeaNotation und
schreibtf € Q(g) oderf = Q(g), um auszudriicken, daf3mindestens so stark wachst
wie g. D.E. Knuth schlagt irﬁ] vor, die Gro3-Omega-Notation prazise wie folgt zu
definieren.

Q(g)={h|3c>0:3np>0:¥Yn>ng:h(n)>c-g(n}

Es ist alsof € Q(g) genau dann, weng € O(f) ist. Uns scheint diese Forderung zu
scharf. Denn ist etwd (N) eine Funktion, die fir alle geradéh den Wert 1 und fir
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alle ungeradeM den WertN? hat, so kénnte man nure Q(1) schlieRen, obwohl fiir
unendlich vieleN gilt f(N) = N2. Man wird einem Algorithmus intuitiv einen groen
Zeitbedarf zuordnen, wenn er fiir beliebig grof3e Probleme diesen Bedarf hat. Um ¢
Effizienz von Algorithmen nach unten abzuschéatzen, definieren wir daher

Q(g) = {h| 3 c¢> 0:3 unendlich vielen: h(n) > c-g(n)}.

Gilt fiir eine Funktionf sowohlf € O(g) als auchf € Q(g), so schreiben wif = ©(g).
Die weitaus haufigsten und wichtigsten Funktionen zur Messung der Effizienz vo
Algorithmen in Abh&ngigkeit von der ProblemgréBesind folgende:

logarithmisches Wachstum: by

lineares Wachstuniy

N-logN-WachstumN - logN

quadratisches, kubisches, WachstumN?, N3, ...
exponentielles Wachstum®23V, ...

Da es uns in der Regel auf einen konstanten Faktor nicht ankommt, ist es nicht erford
lich, die Basis von Logarithmen in diesen Funktionen anzugeben. Wenn nichts ande
gesagt ist, setzen wir immer voraus, dal alle Logarithmen zur Basis 2 gewahlt sind.

Es ist heute allgemeine Uberzeugung, daR héchstens solche Algorithmen praktikal
sind, deren Laufzeit durch ein Polynom in der Problemgré3e beschrankt bleibt. Algc
rithmen, die exponentielle Schrittzahl erfordern, sind schon fiir relativ kleine Problem
gréfRen nicht mehr ausfihrbar.

1.2 Zwei Beispiele arithmetischer Algorithmen

Wir wollen jetzt das Fihren eines Korrektheitsnachweises und das Analysieren v
Laufzeit und Speicherbedarf an zwei Algorithmen erlautern, die wohlbekannte aritt
metische Probleme l6sen. Wir behandeln zunéachst ein Verfahren zur Berechnung ¢
Produkts zweier nichtnegativer ganzer Zahlen und dann ein rekursives Verfahren z
Berechnung des Produkts zweier Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten.

1.2.1 Ein Multiplikationsverfahren

Wendet man das aus der Schule fir Zahlen in Dezimaldarstellung bekannte Verfahi
zur Multiplikation auf zwei in Dualdarstellung gegebene Zahlen an, so erhélt man be
spielsweise fir die zwei Zahlen 1101 und 101 folgendes Schema.

1101- 101
1101
0000
1101
1000001
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Der Multiplikand 1101 wird der Reihe nach von rechts nach links mit den Ziffern
des Multiplikators 101 multipliziert, wobei man das Gewicht der Ziffern durch entspre
chendes Herausriicken nach links bertcksichtigt. Am Schlufl? werden die Teilsumm
aufaddiert. Das Herausriicken um eine Position nach links entspricht einem Verdor
lungsschritt fur in Dualdarstellung gegebene Zahlen. Statt alle Zwischenergebnisse .
einmal am SchluR aufzuaddieren, kann man sie nattrlich Schritt fir Schritt akkumuli
ren.

Nehmen wir an, dafd undb die zwei zu multiplizierenden ganzen Zahlen sind, und
daf3x, y undz Variablen vom Typntegersind, so kann ein dieser Idee folgendes Mul-
tiplikationsverfahren durch folgendes Programmstiick beschrieben werden:

X:= &
y=Db
z2:=0;
whiley > 0do
{«x} if not odd(y)
then
begin
y:=ydiv 2;
X=X+ X
end
else
begin
y=y-1,
z:=7+X
end;

{jetzt ist z= a- b}

Wir verfolgen die Wirkung dieses Programmstiicks am selben Beispiel, d.h. fur d
Anfangswerte 1101 fix und 101 flry. Wir notieren in Tabelle 1.1 die Werte der Va-
riablen in Dualdarstellung zu Beginn eines jeden Durchlaufs durctvidile-Schleife,
d.h. jedesmal, wenn die die Schleife kontrollierende Bedingusd uberprift wird.

X y Z | Anzahl Schleifeniterationen
1101 101 0 0
1101 100 1101 1
11010| 10 1101 2
110100 1 1101 3
110100/ O | 1000001 4

Tabelle 1.1
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Es ist nicht schwer, in Tabelle 1.1 die gleichen Rechenschritte wiederzuerkennen, (
vorher beim aus der Schule bekannten Verfahren zur Multiplikation dieser zwei Zahle
ausgefuhrt wurden. Ein Beweis fiir die Korrektheit des Verfahrens ist diese Beobac
tung jedoch nicht. Dazu mussen wir vielmehr zeigen, daf fir zwei beliebige nichtneg
tive ganze Zahlea undb gilt, da3 das Programmstuick fiir diese Zahlen terminiert und
es das Produkt der Zahlarundb als Wert der Variablea liefert.

Um das zu zeigen, benutzen wir eine sogenaBatdeifeninvariantedas ist eine den
Zustand der Rechnung charakterisierende, von den Variablen abh&ngende Bedingt
In unserem Fall nehmen wir die Bedingung

P:y>0 und z+x-y=a-b
und zeigen, daf die folgenden drei Behauptungen gelten.

Behauptung 1P ist vor Ausfiihrung demvhile-Schleife richtig, d.h. vor erstmaliger
Ausfiihrung deif-Anweisung{x}.

Behauptung 2P bleibt bei einmaliger Ausfiihrung der in derhile-Schleife zu iterie-
renden Anweisung richtig. D.h. genauer, gelten dientide-Schleife kontrollie-
rende Bedingung und die BedinguRgror Ausfihrung der Anweisunx}, so
gilt nach Ausfuhrung der Anweisunig:} ebenfallsP.

Behauptung 3: Die in davhile-Schleife zu iterierendé-Anweisung wird nur endlich
oft ausgefiihrt. Man sagt statt dessen auch kurz, daf@tdie-Schleife terminiert.

Nehmen wir einmal an, diese drei Behauptungen seien bereits bewiesen. Dann
halten wir die gewlinschte Aussage, dal3 das Programmstick terminiert und am Er
z=a-bist, mit den folgenden Uberlegungen. DaRR das Programmstiick fiir beliebig
Zahlena undb terminiert, folgt sofort aus Behauptung 3. Wegen Behauptung 1 und Be
hauptung 2 mul3 nach der letzten Ausfiihrung der inndele-Schleife zu iterierenden
Anweisung{x} P gelten und die dievhile-Schleife kontrollierende Bedingung> 0
natirlich falsch sein. D.h. wir haben

(y>0 und z+x-y=a-b) und (y<O0),

alsoy = 0 und damitz = a- b wie gewiinscht.
Die Gultigkeit von Behauptung 1 ist offensichtlich. Zum Nachweis von Behauptung
nehmen wir an, es gelter Ausfihrung deif-Anweisung{x}

(y>0 und z+x-y=a-b) und (y>0).

Fall 1:[yist geradéDann wirdy halbiert undk verdoppelt. Es gilt also nach Ausfiihrung
derif-Anweisung{*} immer nochy > 0 undz+x-y=a-b).

Fall 2: [y ist ungeradgDann wirdy um 1 verringert und umx erhéht und daher gilt
ebenfalls nach Ausfihrung dérAnweisung wiedery> O undz+x-y=a-h).

Zum Nachweis der Behauptung 3 genligt es zu bemerken, daf? bei jeder Ausfiihru
der in dewhile-Schleife zu iterierendef-Anweisung der Wert vog um mindestens 1
abnimmt. Nach hdchstenslterationen muf3 alsg < 0 werden und damit die Schlei-
fe terminieren. Damit ist insgesamt die Korrektheit dieses Multiplikationsalgorithmu:
bewiesen.
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Wie effizient ist das angegebene Multiplikationsverfahren? Zunachst ist klar, daf3 d
Verfahren nur konstanten Speicherplatz bengtigt, wenn man das Einheitskostenmalf}
grundelegt, denn es werden nur drei Variablen zur Aufnahme beliebig grofRer gan:
Zahlen verwendet. Legt man das logarithmische Kostenmal3 zugrunde, ist der Speict
platzbedarf linear von der Summe der Langen der zu multiplizierenden Zahlen abhé
gig. Es macht wenig Sinn, zur Messung der Laufzeit das Einheitskostenmalf3 zugrur
zu legen. Denn in diesem Mal3 gemessen ist die Problemgrof3e konstant gleich 2. \
interessieren uns daher fur die Anzahl der ausgefuhrten arithmetischen Operationel
Abhangigkeit von der Lange und damit der Gro3e der zwei zu multiplizierenden Zahle
aundb.

Beim Korrektheitsbeweis haben wir uns insbesondere davon lberzeugt, daf? die
derwhile-Schleife iteriertef -Anweisung héchstensmal ausgefiihrt werden kann, mit
y = b. Das ist eine sehr grobe Abschatzung, die allerdings sofort zu einer Schranke
O(b) fiir die zur Berechnung des Produktsh ausgefiihrten Divisionen durch 2, Addi-
tionen und Subtraktionen fuhrt. Eine genaue Analyse zeigt, daf? dieyZdielanfangs
den Wertb hat, genau einmal weniger halbiert wird, als ihre Lange angibt; eine Verrin
gerung um 1 erfolgt gerade so oft, wie die Anzahl der Einsen in der Dualdarstellur
vony angibt.

Nehmen wir an, daR3 alle Zahlen in Dualdarstellung vorliegen, so ist die Divisiol
durch 2 nichts anderes als eine Verschiebe- oder Shift-Operation um eine Position n:
rechts, wobei die am weitesten rechts stehende Ziffer (eine 0) verlorengeht; die Verdc
pelung vorx entspricht einer Shift-Operation um eine Position nach links, wobei eine |
als neue am weitesten rechts stehende Ziffer nachgezogen wird. Das Verkleinern der
geraden Zahy um 1 bedeutet, die Endziffer 1 in eine 0 zu verwandeln. Es ist realistiscl
anzunehmen, dal} alle diese Operationen in konstanter Zeit ausfiihrbar sind. Nimmt n
an, dafd auch die Anweisugg= z+ xin konstanter Zeit ausgefiuhrt werden kann, ergibt
sich eine Gesamtlaufzeit des Verfahrens von der GréRenordd(iréingeb)). Legt
man die vielleicht realistischere Annahme zugrunde, daf? die Berechnung der Sum
z+xin der ZeitO(La&ngdz) + Langex)) ausfiihrbar ist, ergibt sich eine Gesamtlaufzeit
von der GréRBenordnur@(Langeb) - (Langda) + Langegh))).

1.2.2 Polynomprodukt

Ein ganzzahliges Polynom vom Grale- 1 kann man sich gegeben denken durch die
N ganzzahligen Koeffizientes, ...,an—1. Es hat die Form

p(X) = ap+apxt + ... +an_ XN
Wir lassen zunéchst offen, wie ein solches Polynom programmtechnisch realisiert wi
Seien nun zwei Polynomp(x) und g(x) vom GradeN — 1 gegebenp(x) wie oben
angegeben und

q(x) = bo+ bixt + ... + by_ ™ML,
Wie kann man das Produkt der beiden Polynax¢ = p(x) - q(x) berechnen? Bereits
in der Schule lernt man, daf? das Produktpolynom ein Polynom vom GRde22st,
das man erhalt, wenn man jeden Temx des Polynom$ mit jedem Termb;x! des
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Polynomsq multipliziert und dann die Terme mit gleichem Exponenten sammelt. Es
ist leicht, eine Implementation dieses sogenannten naiven Verfahrens anzugeben, w
man voraussetzt, dal3 die Polynome durch Arrays realisiert werden, die die Koeffizie
ten enthalten. Setzen wir die Deklarationen

var
p, g array [0.. N — 1] of integer,
r:array [0.. 2N — 2] of integer

voraus, so kann das Produktpolynom durch eine doppelt geschadbie®ehleife
wie folgt berechnet werden.

fori:=0to2N—2dor[i]:=0;
fori:=0toN—-1do
for j:=0toN—1dor[i+ jl:=r[i+ j]+ p[i] xq[]]

Diese Darstellung zeigt unmittelbar, daf3 zur Berechnung der Koeffizienten des Pr
duktpolynoms genali? Koeffizientenprodukte berechnet werden.

Wir wollen jetzt ein anderes Verfahren zur Berechnung des Produktpolynoms ang
ben, das mit weniger ald? Koeffizientenproduktberechnungen auskommt. Das Ver-
fahren folgt der Divide-and-conquer-Strategie, die ein sehr allgemeines und méachtig
Prinzip zur algorithmischen Lésung von Problemen darstellt. Es kann als Probleml
sungsschema wie folgt formuliert werden.

Divide-and-conquer-Verfahren zur Losung eines Problems der Grof3e N

1. Divide: Teile das Problem der Gréf3e N in (wenigstens) zwei annahern
gleich grof3e Teilprobleme, wenn:N1ist; sonst [6se das Problem der Gro-
Be 1 direkt.

2. Conquer: Lose die Teilprobleme auf dieselbe Art (rekursiv).
3. Merge: Fuge die Teillésungen zur Gesamtlésung zusammen.
Um dieses Prinzip auf das Problem, das Produkt zweier Polynome zu berechn

einfach anwenden zu kdnnen, nehmen wir an, daf} die Koeffizientedzaditier Poly-
nomep undq eine Potenz von 2 ist. Dann kann man schreiben

PO) = pr(X) +X2 pr(X)
mit

N
p(X) = ag+axt+- +a%_lx’z‘1

NZ

P = ay+ag, x+ootayax? L

Ebenso kann man auch schreiben

q(0) = 61 () + X2 ¢ (%)
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mit zwei analog definierten Polynome(x) undg,(x) vom Grade'% -1.
Dann ist

r(x)

P(X)q(x)
Pr(X)a () + (P (X) G (X) + Pr(X)a (%)) X2 + pr(X) g (X)xV.

Wir haben also das Problem, das Produkt zweier Polynome (vom G®fadg) mit
jeweilsN Koeffizienten zu berechnen, zerlegt in das Problem, vier Produkte von Poly
nomen mit jeweildN/2 Koeffizienten zu berechnen: Das sind die Prodykég, piar,
prai, Pror- Wie man daraus die Koeffizienten des Produktpolynofrs erhélt, ohne
dal weitere Koeffizientenprodukte berechnet werden missen, ist ebenfalls aus der o
angegebenen Gleichung fi{x) abzulesen. Wir wollen die Anzahl der Multiplikationen
von Koeffizienten, die ausgefiihrt werden, wenn man zwei Polynome vom Glrade

mit N Koeffizienten miteinander multipliziert, mitl(N) bezeichnen. Ein dem Divide-
and-conquer-Prinzip folgender Algorithmus zur Berechnung des Produktpolynoms, d
auf der oben angegebenen Zerlegung des Problems in vier Teilprobleme halber Gr¢
beruht, fiihrt also eine Anzahl von Koeffizientenproduktberechnungen durch, die dur:
folgende Rekursionsformel beschrieben werden kann.

M(N) = 4-M (g)

M(1) = 1.

Weil wir angenommen hatten, d&eine Potenz von 2 ist, aldé = 2K fir eink > 0,
erhédlt man als Losung dieser Rekursionsgleichung sofort

Natdrlich ist

M(N) = 4k = (22)k = (22 = N2.

Ein auf der oben angegebenen Zerlegung gegriindetes Divide-and-conquer-Verfal
liefert also keine Verbesserung gegeniiber dem naiven Verfahren. Es ist aber ni
schwer, eine andere Zerlegung des Problems anzugeben, so dal3 ein auf dieser Z
gung gegrindetes Divide-and-conquer-Verfahren mit weniger Koeffizientenproduktb
rechnungen auskommt. Wir setzen

z(x) = pr(x)ar(x),

und
Zm(X) = (P (X) + Pr (X)) (@1 (%) + G (X)) -
Dann ist "
PX)A) =2 (X) + (Zn(X) — 2 (X) — 2 (X)) X2 + 2z (X"
Ein auf dieser Zerlegung gegriindetes Divide-and-conquer-Verfahren zur Berechnt

des Produkts zweier Polynome riitKoeffizienten kann also wie folgt formuliert wer-
den.
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Verfahren zur Multiplikation zweier Polynoméx und g x) mit N Koeffizienten:
Falls N = 1 ist, berechne das Produkt der beiden Koeffizienten; sonst:

1. Divide: Zerlege die Polynome(x und ) in der Form
N N
P(X) = P(X) + pr(X)-x2 und ox) = 0i(x) + Gr(x) - x2
(%) + Pr(X) und am(X) = G (X) + Gr ().
2. Conquer: Wende das Verfahrémkursiy) an, um die folgenden Polynom-
produkte zu berechnen:

, setze p(x) =

z(X) = pI(X)a1(X), Zn(X) = Pm(X)Am(X), Z(X) = Pr(X)qr(X)

3. Merge: Setze(®)q(x) = 7 (X) + (zm(X) — 7 (X) — zr(x))x% + 2z (x)xN.

Offenbar sindp;, pm, pr undq, dm, g Polynome mitN/2 Koeffizienten. Da aul3er
im Fall N = 1 keinerlei Koeffizientenprodukte berechnet werden missen, erhalt ma
fur die Anzahl der nach diesem Verfahren berechneten Koeffizientenprodukte die R
kursionsformel

M(1) =1

und

FirN = 2% hat diese Formel die Lésung

M(N) — 3|( — 2(|093)k — 2k(|093) — N|093 — Nl'58'”.

Wir haben also eine Verbesserung gegenuber dem naiven Verfahren erreicht.

Das angegebene Verfahren ist nicht das beste bekannte Verfahren zur Berechn
des Produkts zweier Polynome in dem Sinne, dal3 die Anzahl der ausgefiihrten Ko
fizientenproduktberechnungen maéglichst klein wird. Es zeigt aber die Anwendbarke
des Divide-and-conquer-Prinzips sehr schén und ebenso, wie man nach dieser Strate
entworfene Algorithmen analysiert, ndmlich durch Aufstellen und Lésen einer Rekurs
onsgleichung. Wir werden in diesem Buch noch zahlreiche weitere Beispiele fur diesi
Prinzip bringen.

Wir nennen an dieser Stelle nur einige weitere Probleme, die auf diese Weise gels
und analysiert werden kénnen, ohne daf} wir dabei auf irgendwelche Details eing
hen. Es sind die Multiplikation langer ganzer Zahlen, die Multiplikation zwiierN-
Matrizen nach der Methode von Strass!l??], binéres Suchen (vgl. dazu Kapitel !
die Sortierverfahren Quicksort, HeapsoMy™ergesort (vgl. dazu Kapitel 2) und Verfar
ren aus der Geometrie, zum Beispiel zur Berechnung aller Schnitte von Liniensegme
ten in der Ebene (vgl. dazu Kapitel 7).


Literaturverweis [177]
[177] V. Strassen. Gaussian elimination is not optimal. Numer. Math., 13:354-356, 1969.
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1.3 \erschiedene Algorithmen flir dasselbe Prc
blem

Wie am Beispiel des Polynomprodukts im vorigen Abschnitt bereits gezeigt wurde
kann man dasselbe Problem durchaus mit verschiedenen Algorithmen I6sen. Das :
ist natdrlich, den fiir ein Problem besten Algorithmus zu finden und zu implementie
ren. Das verlangt insbesondere eine mdglichst optimale Nutzung der Ressourcen S
cherplatz und Rechenzeit. Wie wichtig die richtige Algorithmenwahl zur Losung eine
Problems sein kann, zeigt ein von Jon Bentley behandeltes Pr m [16], das wirind
sem Abschnitt genauer diskutieren wollen. Es handelt sich u um-Subarray-
Problem

Gegeben sei eine Folge von N ganzen Zahlen in einem Array. Gesucht ist die
maximale Summe aller Elemente in einer zusammenhangenden Teilfolge. Sie wird
maximale Teilsumme bezeichnet, jede solche Folge als maximale Teilfolge.

Fur die EingabefolgX[1.. 10]

31, —41 59, 26, —53, 58, 97, —93, —23, 84

ist die Summe der Teilfolg¥[3.. 7] mit Wert 187 die L6sung des Problems. Eine Vari-
ante dieses Problems wurde librigens im Rahmen des 4. Bundeswettbewerbs Inform
1985 als Aufgabe gestellt (Aktienkurs-AnaI!Z?], vgl. Aufgabe 1.5).

Ein sofort einsichtigesjaivesverfahren zur ng des Problems benutzt drei inein-
andergeschachtelter-Schleifen, um die maximale Teilsumme als Wert der Variablen
maxtsummeu berechnen.

maxtsumme= 0;
for u:=1toNdo
for o:=utoNdo
begin
{bestimme die Summe der Elemente in der Teilfo[ge %]}
Summe=0;
for i := uto o do Summe= Summet X[iJ;
{bestimme den groRReren der beiden Werte Summe
und maxtsummnie
maxtsumme= max Summe, maxtsumine
end

Die Losung ist einfach, aber ineffizient, denn sie bendtigt fir eine Folge der INinge
offenbar
o

Schritte, d.h. genauer Zuwelsungen, Additionen und Maximumbildungen.
Jetzt folgen wir dem Divide-and-conquer-Prinzip zur L6sung des Maximum-Subarre
Problems. Die Anwendbarkeit dieses Prinzips ergibt sich aus folgender Uberlegur

HMZ
|||\/|z


Literaturverweis [77]
[77] P. Heyderhoff, Hrsg. Bundeswettbewerb Informatik: Aufgaben und Lösungen, Band 1. Ernst Klett Schulbuchverlag, 1989.

Literaturverweis [16]
[16] J. L. Bentley. Programming pearls. Comm. ACM, 27:865-871, 1984. 


1.3 Verschiedene Algorithmen fir dasselbe Problem

Wird eine gegebene Folge in der Mitte geteilt, so liegt die maximale Teilfolge entwe
der ganz in einem der beiden Teile oder sie umfal3t die Trennstelle, liegt also teils i
linken und teils im rechten Teil. Im letzteren Fall gilt fir das in einem Teil liegende
Stiick der maximalen Teilfolge: Die Summe der Elemente ist maximal unter allen zt
sammenhangenden Teilfolgen in diesem Teil, die das Randelement an der Trennst

enthalten.
Wir wollen

die maximale Summe von Elementen, die das linke bzw. das rechte Ral
delement einer Folge von Elementen enthalt, kurz das linke bzw. rechte Randmaximt
nennen. Das linke Randmaximumaxfir eine FolgeX[l],.. ., X[r] ganzer Zahlen kann

man in®(r — I) Schritten wie folgt bestimmen.

Imax:=0;
summe=0;
fori:=1tordo

beg

in

summe= summet X][iJ;
Imax:= maxImax, summg

end

Entsprechend kann man auch das rechte Randmaxirmar fir eine Folge gan-
n einer Anzahl von Schritten bestimmen, die linear mit der Anzahl de
Folgenelemente wéchst. Das dem Divide-and-conquer-Prinzip folgende Verfahren z
der maximalen Teilsumme in einer Folgganzer Zahlen kann nun wie

zer Zahlen i

Berechnung

folgt formuliert werden.

Algorithmus maxtsun(X);
{liefert eine maximale Teilsumme der Folge X ganzer Zghlen

begin

if X enthalt nur ein Element a
then

ifa>0
then maxtsum= a
elsemaxtsum=0

else

begin

{Divide:}

teile X in eine linke und eine rechte Teilfolge A und B
annahernd gleicher Grolie

{Conquer}

maxtinA:= maxtsunfA);

maxtinB:= maxtsuniB);

bestimme das rechte Randmaximum r(Adxder
linken Teilfolge A

bestimme das linke Randmaximum hi&pder
rechten Teilfolge B

{Merge}

maxtsum= maxmaxtinA, maxtinB, rm&x®) + ImaxB))

end

end {maxtsun



14 1 Grundlagen

Bezeichnet nurT (N) die Anzahl der Schritte, die erforderlich ist, um den Algo-
rithmus maxtsurmfiir eine Folge der Langl auszufihren, so gilt offenbar folgende
Rekursionsformel: N

T(N)=2-T <§> +Const N
Da naturlichT (1) konstant ist, erhalt man als Losung dieser Gleichung und damit al
asymptotische Laufzeit des Verfahrens

T(N) = ©(NlogN).

Das ist schon viel besser als die Laufzeit des naiven Verfahrens. Aber ist es bereits
bestmdgliche Verfahren? Nein — denn die Anwendung eines weiteren algorithmisch
Losungsprinzips, des Scan-line-Prinzips, liefert uns ein noch besseres Verfahren. \
haben eine aufsteigend sortierte, lineare Folge von Inspektionsstellen (oder: Ereigr
punkten), die Positionen 1. N der Eingabefolge. Wir durchlaufen die Eingabe in der
durch die Inspektionsstellen vorgegebenen Reihenfolge und fihren zugleich eine v
jeweiligen Problem abhangige, dynamisch verénderliche, d.h. an jeder Inspektionsste
gegebenenfalls zu korrigierende Information mit. In unserem Fall ist das die maxima
SummebisMaxeiner Teilfolge im gesamten bisher inspizierten Anfangsstiick und da
an der Inspektionsstelle endende rechte RandmaxiBeanMaxdes bisher inspizier-
ten Anfangsstilicks. Das ist in Abbildung 1.1 dargestellt.

[ AAC [rArAraraQa g

1 bisMax ScanMax | N

Scan-line

Abbildung 1.1: Scan—Line

Nehmen wir nun an, dafl3 wir bereits ein Anfangsstiick der LAndgr gegebenen
Folge inspiziert haben und die maximale TeilsunbigMaxsowie das rechte Randma-
ximum ScanMaxin diesem Anfangsstiick kennen. Was ist die maximale Teilsumme
wenn man dagl + 1)-te Element, sagen wa, hinzunimmt? Die maximale Teilfolge
des neuen Anfangsstiicks der Langel liegt entweder bereits im Anfangsstiick der
Langel, oder sie enthdlt das neu hinzugenommene Elemesicht also bis zum rech-
ten Rand. Das rechte Randmaximum der neuen Folgé-milt Elementen erhalt man
nun aus dem rechten Randmaximum der Folge durch Hinzunahne atso aus dem
alten Wert vorScanMaxindem mara hinzuaddiert, vorausgesetzt, dal3 dieser Wert ins-
gesamt positiv bleibt. Ist das nicht der Fall, so ist die maximale Summe von Elemente
die das rechte Randelement enthalt, die Summe der Elemente der leeren Folge, als
Damit erhalt man folgendes Verfahren, das hier etwas allgemeiner beschrieben ist,
es fur das behandelte Problem notig waére.
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Q := Folge der Inspektionsstellen von links nach rechts
{= Folge der Positioned,...,N}
{Initialisiere}
ScanMax= 0;
bisMax:= 0;
while Q noch nicht erschoptto
begin
g:= nachstes Element von; Q
a:= das Element an Position q
{update ScanMax und bisMpx
if ScanMax+ a>0
then ScanMax= ScanMaxt+ a
elseScanMax= 0;
bisMax:= maxbisMax, ScanMax
end

Am Ende enthalt danhisMaxden gewiinschten Wert.

Dies ist ein Algorithmus, der in linearer Zeit ausfiihrbar ist. Denn an jedeNder
spektionsstellen miissen nur konstant viele Schritte (u.a. zum UpdagzaoMaxund
bisMaX und damit insgesamt n@®(N) Schritte ausgefiihrt werden. Das ist asympto-
tisch optimal. Es gibt keinen Algorithmus zur Bestimmung der maximalen Teilsumm
einer Folge vomN Elementen, der fur beliebig viel mit weniger alsc- N Schritten, fur
eine positive Konstante auskommt. Der Grund ist, daf3 zur Bestimmung der maxima-
len Teilfolge offensichtlich alle Folgenelemente wenigstens einmal betrachtet werde
mussen. Das sind aber beréitSchritte.

1.4 Die richtige Wahl einer Datenstruktur

Die beiden ersten der im vorigen Abschnitt angegebenen drei verschiedenen Algori
men zur Lésung des Maximum-Subarray-Problems haben vorausgesetzt, daR die Fc
der ganzen Zahlen, fur die die maximale Teilsumme ermittelt werden sollte, in einel
Array gegeben ist. Wir haben die gleiche Datenstruktur zur Implementation verschi
dener Verfahren benutzt.

Bereits im taglichen Leben machen wir aber die Erfahrung, dai die richtige Organ
sationsform fiir eine Menge von Daten und damit die richtige Datenstrukturwahl gar
erheblichen EinfluR darauf hat, wie effizient sich bestimmte Operationen firr die Date
ausfuhren lassen. Denken wir etwa an ein Telefonbuch: Es ist leicht, zu einem geg
benen Namen die zugehérige Telefonnummer zu finden; fur die umgekehrte Aufga
ist aber das bei Telefonblichern lbliche Gliederungsprinzip, zunachst nach Orten u
innerhalb eines Ortes nach Namen alphabetisch sortiert, wenig geeignet. Da der norr
le Telefonbenutzer aber héchst selten den zu einer Telefonnummer gehoérigen Nan
sucht, lohnt es sich nicht, etwa nach Nummern aufsteigend sortierte Telefonbticher
die Telefonkunden auszugeben.
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Nicht immer ist die richtige Wahl einer Datenstruktur so einfach. Es gibt viele Falle
in denen es keineswegs auf der Hand liegt, welche Organisationsform fiir eine Me
ge von Daten zu wahlen ist, um bestimmte Operationen auf der Datenmenge effi
ent ausfuhren zu kdnnen. Wir geben ein Beispiel, da®ads-office-Problerbekannt
ist: Fir eine gegebene, als fest vorausgesetzte MBhgen Orten (mit Postamtern)
und fiir einen beliebig gegebenen @rtder in der Regel nicht zM gehdrt (also kein
Postamt hat), soll festgestellt werden, welches der denp@échstgelegene Ort aus
M ist. Wie kann man die Mengi strukturieren, um derartige Anfragen, sogenannte
Nearest-neighbor-queriesdglichst effizient ausfiihren zu knnen? Eine alphabetische
Reihenfolge der Orte hilft offenbar wenig. Auf den ersten Blick scheint nichts andere
Ubrig zu bleiben, als fiir einen gegebenen Pwtie folgt vorzugehen. Man betrachtet
der Reihe nach jeden Ogte M und berechnet die Distar p,q) zwischenp undg.
Schlief3lich stellt man fest, fur welchesdie Distanzd(p,q) minimalen Wert hat. Es
ist offensichtlich, daf der Aufwand zur Beantwortung einer derartigen Nachbarschaf
anfrage wenigstens linear mit der Anzahl der Ort&linvachst, wenn man so vorgeht.
Kann man es besser machen? Die Idee liegt nahe, die Ori¢ ausachst in eine Land-
karte einzutragen und dann fur einen gegebenemp@echzusehen, welchem Ort aus
M p am né&chsten liegt. Die Landkarte mit den darin eingetragenen Ortév miglso
eine Datenstruktur fil, die Anfragen nach nachsten Nachbarn besser unterstitzt. W
idealisieren und prazisieren diese Idee noch weiter und nehmen an, daf} der Abst
zwischen je zwei Orten die gewohnliche, euklidische Distanz ist. $indd g Punk-
te mit reellwertigen Koordinatep = (py, py) undq= (dx,dy) in einem kartesischen
Koordinatensystem, so sei also die Distdlip,q) zwischenp undq definiert durch

d(p,0) = /(Pe— B2+ (py — )2

Dann kann man die euklidische Ebene fiir eine gegebene Ménga Punkten in Ge-
biete gleicher nachster Nachbarn einteilen. Jedem Ruak¥l ordnet man ein Gebiet
VR(p) der Ebene zu, das genau alle Punkte enthalt, deren Distamperinger ist als

zu allen anderen Punkten alk Auf diese Weise erhalt man fir jede (feste) Menge
M von Punkten eine vollstdndige Aufteilung der Ebene in disjunkte Gebiete, die sic
hdchstens an den Randern berihren. Abbildung 1.2 zeigt ein Beispiel einer derartig
Struktur fir eine Menge von 16 Punkten.

Man nennt eine solche Einteilung der Ebene das zur Méhgehérendé/oronoi-
Diagramm VOIM) und die einem Punkt € M zugeordnete RegioviR(p) die Voronoi-
Regionvon p. Fir eine genaue Definition vorD(M), fir Algorithmen zur Konstrukti-
on vonVD(M) und fir die Moglichkeit zur Speicherung véD(M) verweisen wir auf
Kapitel 7. Es ist bereits jetzt klar, wie man zu einem gegebenen Rudé&h nachsten
Nachbarn vor in M finden kann: Man bestimmt die Voronoi-Region, in giéllt. Ist
p € VR(q), so istq nachster Nachbar vop. Man kann zeigen, daR die RegiviR(q),
in die p fallt, in O(logN) Schritten bestimmt werden kann, weNrdie Gesamtzahl der
Punkte in der gegebenen Menigeist. Das Voronoi-Diagramm, auf Papier gezeichnet
oder mit den Mitteln einer Programmiersprache beschrieben und im Rechner geeig
gespeichert, ist also eine Datenstruktur, die Nearest-neighbor-queries gut unterstiitz

Die Frage nach der richtigen Datenstruktur kann man also genauer so formuliere
Gegeben sei eine Menge von Daten und eine Folge von Operationen mit diesen Dat
man finde eine Speicherungsform fir die Daten und Algorithmen flr die auszufil
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Abbildung 1.2

renden Operationen so, daf} die Operationen der gegebenen Folge mdglichst effizi
ausfuihrbar sind. Auch in dieser Formulierung sind noch viele fur die richtige Wahl we
sentliche Parameter offengelassen: Ist die Folge der Operationen vorher bekannt? W
nicht, kennt man dann wenigstens die (relativen) Haufigkeiten der verschiedenenin ¢
Folge auftretenden Operationen? Kommt es bei der Effizienz in erster Linie auf d
Ausfiihrungszeit, auf den Speicherbedarf, auf die leichte Programmierbarkeit, usw. a
Auf jeden Fall dirfte klar sein, daf? man die richtige Speicherungsform fir eine Men
ge von Daten nicht unabhangig davon wéhlen kann, welche Operationen mit welch
Haufigkeit mit den Daten ausgefiihrt werden.

Daten und Operationen mit den Daten gehdren also zusammen. Es ist heute Ublich
worden, sie als Einheit aufzufassen und atstrakten DatentypgADT) zu sprechen:
Ein ADT besteht aus einer oder mehreren Mengen von Objekten und darauf definiert
Operationen, die mit in der Mathematik tiblichen Methoden spezifiziert werden kdnnel
Wir geben einige Beispiele an, zuerst den ABdlynom Die Menge der Objekte ist die
Menge der Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Die Menge der Operationen er
halt genau die Addition und Multiplikation zweier Polynome. Nimmt man zur Menge
der Operationen weitere hinzu, z.B. die erste Ableitung eines Polynoms (die etwa f
ein Polynomp(x) = 3x3 + 6x— 7 das Polynonp (x) = 9x* + 6 liefert), so erhalt man
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einen anderen als den oben angegebenen ADT. In beiden Fallen hat man nur eine S
von Objekten. Das ist eher die Ausnahme.

Meistens hat man mehrere verschiedene Mengen von Objekten, und die Operatiol
sind nicht nur auf Objekte einer Sorte beschrankt, wie in dem oben schon diskutie
ten Beispiel einer Menge von Punkten, fur die Nearest-neighbor-queries beantwor
werden sollen. Als ADTPunktmengéann man dieses Beispiel folgendermafen be-
schreiben. Eine erste Menge von Objekten ist die Klasse aller endlichen Mengen v
Punkten in der Ebene; eine weitere Menge von Objekten ist die Menge aller Punk
der Ebene. Die Operatiomichster Nachbaordnet einer Meng& von Punkten und
einem Punkip einen Punkt au$/1 zu. Weitere Beispiele fiir Operationen auf diesen
Objektmengen sind die Operation des Einfligens eines Punktes in eine Menge und
Entfernen eines Punktes aus einer Menge. Sie liefern als Ergebnis wieder eine Mel
von Punkten. Will man auch noch zu je zwei Punkten die euklidische Distanz ermittel
kénnen, muld man die Menge der reellen Zahlen als weitere Objektmenge und die ot
definierte Distanzfunktion als weitere Operation hinzunehmen.

Die zur Definition eines ADT benutzten Objektmengen und Operationen werden, w
in der Mathematik tblich, ohne Ricksicht auf ihre programmtechnische Realisierur
spezifiziert. Die zwei wichtigsten Methoden sind Banstruktiveund dieaxiomatische
Methode.

Bei derkonstruktiven Methodgeht man von bekannten mathematischen Modellen
aus und konstruiert daraus neue; die jeweils benétigten Operationen werden expl
oder implizit mit Hilfe schon bekannter definiert. So kann man beispielsweise Punkte
der euklidischen Ebene als Paare reeller Zahlen auffassen und die Operation ,nach
Nachbar“ auf bekannte Operationen fir reelle Zahlen zurtickfiihren. Gemeint sind hi
natirlich die reellen Zahlen als Objekte der Mathematik und nicht ihre Realisierun
als Daten vom Typeal in einer konkreten Programmiersprache auf einem konkreter
Rechner.

Bei deraxiomatischen Methodeerden die Objektmengen nur implizit durch die An-
gabe von Axiomen fur die mit den Objekten auszufiihrenden Operationen festgele
Das geschieht ganz analog etwa zur tblichen Definition einer Gruppe in der Mathen
tik: Eine MengeG zusammen mit einer a@ definierten Verknipfungsoperation heif3t
Gruppe, wenn fir die Elemente vd@h und die Verknipfungsoperation die tblichen
Gruppenaxiome gelten.

Es ist moglich, Algorithmen so zu formulieren, daf? man nur auf Objekte und Oper:
tionen abstrakter Datentypen zurtickgreift. Wir geben dafir ein Beispiel und formulie
ren einen Algorithmus, der zu einer gegebenen, endlichen Mhgen Punkten ein
Paar(p,q) von zwei verschiedenen Punkten aisiefert, dessen (euklidische) Distanz
minimal unter allen Distanzen von Punkten adsst. Dabei setzen wir einen ADT
~Punktmenge"“ voraus, fiir den inshesondere die Operationen ,nachster Nachbar” u
LDistanz zweier Punkte* definiert sind.
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Algorithmus Nearest-neighborgM);
{liefert ein Paar(po,go) von Punkten aus M mit minimaler
euklidischer Distany

Fall 1: [M = 0 oder M enthélt nur einen PurkDann ist das Paar néchster
Nachbarn nicht definiert.

Fall 2: [M enthélt wenigstens zwei verschiedene Punkte p lind g

(a) Wahle zwei verschiedene Punkigymnd ¢ aus M und berechne ihre
Distanz dist.

(b) Bestimme fur jeden Punkt p aus M den nachsten Nachbarn q von |
in M\{p}; berechne die Distanz (¢h,q) der Punkte p und q; falls
d(p,q) < dist, setze p:= p, p :=q, dist:= d(p,q).

Man sieht in dieser Formulierung, dafd auch einige weitere Operationen fiir eir
PunktmengeéM (nicht nur ,nachster Nachbar" und ,Distanz zweier Punkte*) ausfuhr-
bar sein missen: Es mufd méglich sein, festzustelle™) eb0 ist oder obM nur einen
Punkt enthalt; ferner mufd es moglich sein, einen Punkihasiszuwahlen und ald
zu entfernen. Es werden jedoch keinerlei implementationsabhéangige Details fir Punl
mengen bendtigt.

Soll der Algorithmus in einer konkreten Programmiersprache implementiert werder
ist es notig, den ADT Punktmenge durch Angabe von Datenstrukturen fur die Objek
mengen und Algorithmen flr die benutzten Operationen zu realisieren. Dazu muss
wir sie auf die in der jeweils benutzten Sprache vorhandenen Datentypen und Gru
doperationen zurtickfihren. Denn die Programmiersprache besitzt in der Regel kei
Datentypen und Operationen fiir Variablen des entsprechenden Typs, die man direkt
Implementation des abstrakten Datentyps nehmen kdnnte. Ist die Programmierspra
beispielsweise die Sprache Pascal, so kann man Punktmengen ausgehend vom Gr
typ real und unter Benutzung der in Pascal vorhandenen Mdéglichkeiten zur Definitiol
strukturierter Datentypen definieren. Da detTyp in Pascal nur die Zusammenfas-
sung einer Menge von Objekten eines einfachen Typs ae@éerlaubt, kann man
diese Strukturierungsmethode nicht nehmen, um Punktmengen in Pascal zu realisiel
Eine Moglichkeit ist beispielsweise, die Punkte einer Menge als Elemente eines Arra
passender maximaler Gréf3e zu vereinbaren.

const
maxZahl= {passend gewahlte Zahl
type
Punkt= record
xcoord, ycoordreal
end;
Punktmenge- record
elementzahlinteger,
elementarray [1.. maxZah] of Punkt
end
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Eine Punktmeng# ist dann nichts anderes als eine Variable vom oben vereinbai
ten Typ. Es ist nicht schwer, alle zur Formulierung des Algorithidearest-neighbors
benutzten Operationen als Funktionen und Prozeduren zu formulieren, die diese Dat
struktur benutzen. Wir geben ein einfaches Beispiel.

function empty(M: Punktmengg: boolean
{liefert true genau dann, wenn M die leere Mengé ist
begin
empty.= (0= M.elementzahl
end

Eine Realisierung des ADT Punktmenge als Voronoi-Diagramm ist nicht so offer
sichtlich, weil nicht klar ist, wie diese Struktur mit den Mitteln einer Programmierspra:
che, wie z.B. Pascal, beschrieben werden kann (vgl. hierzu Kapitel 7).

Wir unterscheiden also zwischen Datentypen, abstrakten Datentypen und Datenstr
turen.Datentypersind die in Programmiersprachen Ublicherweise vorhandenen Grunc
typen, wieinteger, real, boolean, charactemd die daraus mit den jeweils vorhandenen
Strukturierungsmethoden, wiecord, array, set, file, gebildeten zusammengesetzten
Typen. Ein Datentyp legt die Menge der mdglichen Werte und die zuldssigen Operati
nen mit Variablen dieses Typs fest.

Ein abstrakter Datentyfst das Analogon zu einer mathematischen Theorie. Er be:
steht aus einer oder mehreren, mit Ublichen mathematischen Methoden festgelec
Mengen von Objekten und darauf definierten Operationen.

Eine Datenstruktuiist eine Realisierung der Objektmengen eines ADT mit den Mit-
teln einer Programmiersprache, z.B. als Kollektion von Variablen verschiedener Date
typen. Man geht haufig nicht ganz bis auf die programmiersprachliche Ebene hinun
und beschreibt eine Datenstruktur nur soweit, daf die endgtltige Festlegung mit M
teln einer Programmiersprache nicht mehr schwierig ist. Man kann eine Datenstruk
auch als Speicherstruktur auffassen, namlich als Abbild der im mathematischen Sir
idealen Objektmengen eines ADT im Speicher eines realen Rechners. Zur Realisiert
oder, wie man auch sagt, ztmplementierungines ADT gehdrt aber nicht nur die
Wahl einer Datenstruktur, sondern auch die Angabe von Algorithmen (Prozeduren u
Funktionen) flr die Operationen des ADT.

Die begriffliche Unterscheidung zwischen ADT und Datenstruktur wird in diesen
Buch nicht immer streng durchgehalten. Wir sprechen manchmal vdamgégmenta-
tion einer Datenstruktuund meinen damit eigentlich die Implementation eines ADT
durch eine Datenstruktur. Wir méchten aber ausdriicklich betonen, dal3 der Begriff D
tenstruktur sich stets auf Objekte der realen Welt und Operationen mit ihnen, nicht a
ideale Objekte der Mathematik bezieht.

Wir werden im folgenden die wichtigsten elementaren ADT (lineare Listen, Stape
Schlangen, Baume, Mengen) und mégliche Implementationen besprechen.
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1.5 Lineare Listen

Lineare Listen basieren auf dem in der Mathematik wohlbekannten Konzept einer en
lichen Folge von Elementen eines bestimmten Grundtyps. Man denke etwa an ei
endliche Folge ganzer oder reeller Zahlen. Fir eine endliche Folge von Zahlen spric
man Ublicherweise vom ersten, zweiten und allgemein isen Element und bezeich-
net sie mitag,ax unda;. Man kann an eine Folge ein Element anhé&ngen, ein Elemen
an einer bestimmten Stelle einfiigen oder entfernen und aus zwei Folgen durch ,Hi
tereinanderhangen” (Verketten) eine neue Folge machen. Es ist ferner tblich, auch
leere Folge explizit zuzulassen.

Entsprechend kann man den ADT ,(lineare) Liste" wie folgt definieren. Die Men-
ge der Objekte ist die Menge aller endlichen Folgen von Elementen eines gegeber
Grundtyps. Strenggenommen muifte man fir jeden Grundtyp einen eigenen ADT an(
ben. Wir werden das nicht tun, sondern uns den jeweiligen Grundtyp beliebig, aber fe
gegeben denken. Wir setzen allerdings meistens voraus, daf3 der Grundtyp wenigst
zwei Komponenten hat, eine ganzzahlige Schliisselkomponente und eine Kompon
te, die die ,eigentliche” Information enthalt. Das heil3t, mégliche Grundtypen sind wie
folgt vereinbart:

type
Grundtyp= record
key: integer,
info : {infotype}
{eventuell weitere Komponenten
end

Wir beschreiben eine lineare Listemit N > 1 Elementen durch = (ay,...,an);
() bezeichnet die leere Liste. Folgende Operationen mit linearen Listen werden b
trachtet.

Einfluger{x, p,L): Das Einfiigen eines neuen Elementésom jeweiligen Grundtyp)
in die ListeL an der Positiorp; alle Elemente ab Positiop riicken dabei um eine
Position nach hinten (man sagt auch: nach rechts). Diese Operation veréndert die Li
L zur ListeL’ wie folgt. IstL = (a3, ...,a,) und 1< p < n, so ist das Ergebnis die Liste
L' = (a1,...,8p-1,X,8p,...,an); istL= () undp=1, so istL’ = (x) das Ergebnis der
Einfligeoperation. Isp=n+1, soistL’ = (ay,...,an,X) das Ergebnis. In allen anderen
Fallen ist das Ergebnis undefiniert.

Entfernerip,L): Das Entfernen eines Elementes an der Posjtioracht aus der Liste
L=(as,...,ap_1,8p,8ps1,...,an) die Listel’ = (ay,...,ap_1, @p+1,.-.,an), falls 1<
p < n. Sonst ist die OperatioBntfernenundefiniert.

Suche(x,L): Diese Operation liefert die Position des Elementesder ListeL, falls
x in L vorkommt, und 0 sonst. Kommxmehr als einmal ir. vor, wird die von links
oder von rechts her erste Position geliefert, anderkommt.

Zugriff(p,L): Diese Operation liefert das Elemesy an derp-ten Position inL =
(a1,...,an), falls 1< p < n. Sonst ist die Operation undefiniert.
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Wir wollen uns zunachst mit diesen Operationen begniigen. Je nach Anwendungs
kann es aber sinnvoll sein, weitere Operationen mit linearen Listen vorzusehen. D
kdnnen beispielsweise sein: Eine Funktion, die prift, ob eine Ligter ist oder nicht,
die Operation des Hintereinanderhangens (Verkettens) zweier linearer Listen, das E
den von Teillisten oder das Ausgeben (Drucken) aller Elemente einer linearen Lis
nach aufsteigenden Positionen.

Sehr oft méchte man auch statt der oben angegebenen Einflige- und Entfer
Operationen Elemente nicht an einer bestimmten, explizit gegebenen Position, sond
nur abhéngig vom Wert (der Schliisselkomponente) des Elementes einfligen oder ¢
fernen kénnen. Wir bezeichnen diese Operationen mit

Einflger{x,L) und Entfernerx,L).

Alle bisher genannten Operationen operieren auf bereits bestehenden linearen Lis
Es ist meistens Ublich, wenigstens eine Operation explizit vorzusehen, die eine line:
Liste erzeugt, die Initialisierung einer linearen Liste als leere Liste. Naturlich kdnnt
man auch die Initialisierung nichtleerer linearer Listen zu einer gegebenen, nichtle
ren Menge von Elementen des Grundtyps explizit vorsehen. Andererseits lassen s
solche Listen aber offensichtlich aus der anfangs leeren Liste durch iteriertes Einflig
samtlicher Elemente erzeugen.

Wir geben jetzt mogliche Implementationen linearer Listen an. Dabei kommt es ur
nicht so sehr darauf an, sadmtliche fir lineare Listen interessanten Operationen p
grammtechnisch zu realisieren, als vielmehr darauf, die Auswirkungen einer bestimi
ten Datenstrukturwahl auf die Komplexitat der Operationen exemplarisch zu zeige
Man kann die zahlreichen mdglichen Implementation linearer Listen in zwei Klasse
einteilen.

1. Sequentiell gespeicherte lineare Listétier sind die Listenelemente in einem zu-
sammenhangenden Speicherbereich so abgelegt, dalR man — wie bei Arrays — auf
i-te Element Uber eine AdreRrechnung zugreifen kann.

2. Verkettet gespeicherte lineare Listétier sind die Listenelemente in Speicherzel-
len abgelegt, deren Zusammenhang durch Zeiger hergestellt wird.

Wir behandeln beide Speicherungsformen getrennt.

1.5.1 Sequentielle Speicherung linearer Listen

Wir wahlen als Datenstruktur zur Implementation sequentiell gespeicherter linearer L
sten ein Array von Elementen des Grundtyps.

const
maxelzahk= {genugend gro gewahlte Konstahte
type
Liste= record
elementarray [0.. maxelzahlof Grundtyp
elzahlt integer
end

Eine lineare Liste ist dann gegeben durch eine Variable
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var L: Liste

L.elzahlist die Anzahl der Listenelemente. Falls diese Zahl nicht 0 und kleiner ode
gleich der maximalen Elementzahbxelzahist, sind

L.elemert],...,L.elemenelzah]

die Listenelemente an den Positionen. Lelzahl Wir haben im Array der Elemente
des Grundtyps eine 0-te Position als uneigentliche Listenposition vorgesehen, weil v
so die Suchoperationen besonders bequem implementieren kénnen. Vor Beginn der
che nachx schreiben wir das gesuchte Elemg&ran diese Position. Damit wirks als
sogenannteBtopperim Falle einer erfolglosen Suche.

function Sucher(x: Grundtyp L: Liste) : integer,
{liefert die von rechts her erste Position, an der x in L
vorkommt, und den Wert 0, falls x in L nicht vorkorhmt

var

pos integer,
begin

L.elemer0] := x;

pos:= L.elzah|

while L.elemerfpog # x do

pos:= pos—1,;

Suchen= pos

end {Suchen

Wird ein Element durch seinen Schliissel eindeutig identifiziert, gentigt es naturlick
L.elemenf0].key:= x.key statt L.elemenf0] :=x

und
L.elementpod.key+# x.key statt L.elementpog # x

zu schreiben.

Wir geben noch die Prozeduren zum Einfiigen und Entfernen eines Elementes f
den Fall an, daf3 die Position, an der ein Element eingefiigt bzw. entfernt werden sc
gegeben ist. Sie zeigen, dal es im allgemeinen nétig ist, flr ein neu einzufliigendes E
ment zunachst Platz zu schaffen und eine durch Entfernen eines Elementes entstehe
Licke durch Verschieben von Elementen wieder zu schliel3en.

procedure Einfligen(x: Grundtyp p: integer, var L: Liste);

{liefert die durch Einfiigen von x an Position p in L entstehende
Liste, wenn p eine glltige Position innerhalb L oder die Position
unmittelbar nach Listenende ist, und eine Fehlermeldung $onst

var

pos integer,
begin
if L.elzahl= maxelzahl
then Fehler("Liste voll')
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else
if (p> L.elzahk-1)or (p< 1)
then Fehler ("ungultige Position)
else
begin
for pos:= L.elzahldownto p do {verschiebeh
L.elemerjipos+ 1] := L.elemeriipos;

L.elemenp] := x;
L.elzahl:= L.elzahl+1
end
end {Einflger}

procedure Entfernen(p: integer, var L: Liste);

{entfernt das Element an Position p aus der Liste L, falls p eine
gulltige Position innerhalb L ist, und liefert eine Fehlermeldung
sonst

var

pos integer,
begin
if L.elzahl=0
then Fehler (' Liste ist leer)
else
if (p> L.elzahl) or (p< 1)
then Fehler (*ungultige Position)
else
begin
L.elzahl:= L.elzahl-1;
for pos:= pto L.elzahldo {verschiebeh
L.elemerfpog := L.elemerpos+1]
end
end {Entfernenr}

Um in eine sequentiell gespeicherte Liste der LANgeNn neues Element einzufiigen
oder ein Element zu entfernen, missen offenbar im unginstigste ®&lIElemente
verschoben werden. Der glnstigste Fall liegt vor, wenn nur am Ende eingefligt und e
fernt wird; dann sind keine Verschiebungen notwendig. Wenn man annimmt, dal} je
derN méglichen Positionen gleichwahrscheinlich ist, kann man erwarten, dafd im Mitte
etwa die Halfte der Elemente verschoben werden mul. Das Einfiigen und Entfernen
nes Elementes erfordert bei sequentieller Speicherung einer linearen Liste also sow
im Mittel wie im schlechtesten Faf(N) Schritte. Dabei spielt es keine Rolle, ob die
Einflige- bzw. Entferne-Position explizit gegeben ist oder mit Hilfe der Suchoperatio
zunéchst gefunden werden mul3. Denn ist der Schliissel eines Elementes gegeben,
man ebenfalls im Mittel und im schlechtesten Fa(IN) Schritte ausfuhren, um das
Element mit diesem Schlussel in einer Liste der LaNgau finden bzw. festzustellen,
daf es kein Element mit diesem Schlissel in der Liste gibt.
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Sind jedoch die Elemente einer sequentiell gespeicherten linearen Liste nach a
oder absteigenden Schlisselwerten sortiert, gibt es effizientere Verfahren zum Sucl
eines Elementes. Verfahren zum Sortieren werden in Kapitel 2, Verfahren zum Such
in sequentiell gespeicherten linearen Listen in Kapitel 3 genauer diskutiert. Wir halte
hier nur fest, daR das Einfiigen und Entfernen in sequentiell gespeicherten linearen
sten ,teuer” ist, das Suchen aber jedenfalls dann sehr effizient méglich ist, wenn d
Liste sortiert ist.

1.5.2 \erkettete Speicherung linearer Listen

Statt die Listenelemente so in einem zusammenhangenden Speicherbereich abzule
dall man den Speicherplatz desn Listenelementes durch eine AdreRrechnung leicht
bestimmen kann, gehen wir jetzt so vor: Wir speichern zusammen mit jedem Listel
element einen Verweis auf das jeweils nachste Element ab. Die Listenelemente kdnr
also beliebig Giber den Speicher verstreut sein; insbesondere ist es nicht mehr erforc
lich, vorab einen Bereich hinreichender GréRe zur Aufnahme aller Listenelemente :
reservieren. Der belegte Speicherplatz pal3t sich vielmehr dynamisch der jeweiligen
tuellen GroRRe der Liste an. Man benétigt allerdings nicht nur fir die Listenelement
selbst, sondern auch fir die Zeiger Speicherplatz.

Eine lineare Liste kann implementiert werden als eine Folge von Knoten; jeder Knc
ten enthdlt ein Listenelement des jeweiligen Grundtyps und einen Zeiger auf das jewe
nachste Listenelement. Die Knoten haben also folgenden Typ.

type
Zeiger= TKnoten
Knoten= record
dat Grundtyp
next Zeiger
end

Eine ListeL = (ay,...,an) vonn Elementen des jeweiligen Grundtyps kann man wie
in Abbildung 1.3 veranschaulichen.

a1 @ | —t— - —— @

Abbildung 1.3

Wir miissen aber noch festlegen, wie wir den Listenanfang, das Listenende und c
leere Liste kennzeichnen. Hier gibt es zahlreiche Mdglichkeiten, die alle verschiedel
Vor- und Nachteile haben, d.h. insbhesondere Auswirkungen auf die Implementation d
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fur Listen auszufiihrenden Operationen. Wir geben im folgenden einige Moglichkeite
an und diskutieren ausgewabhlte Listenoperationen exemplarisch.

Eine erste Mdglichkeit ist die, eine Liste durch einen Zeiger auf den Listenanfang 2
realisieren und das Listenende durch einérZeiger zu markieren. Eine lineare Liste
ist also vollstandig beschrieben durch eine Variabl®m TypZeiger

var L: Zeiger

L ist leer genau dann, werinden Wertnil hat. Eine Position in einer verkettet ge-
speicherten Liste wird also nicht, wie bei sequentiell gespeicherten Listen, durch ei
laufende Nummer, sondern durch einen Zeiger auf ein Listenelement angegeben. |
in der ListeL nach einem Elememtdes Grundtyps zu suchen, mul3 man nicht nur den
Fall gesondert betrachten, dafeer ist, sondern auch jedesmal prifen, ob beim Inspi-
zieren des jeweils nachsten Listenelements nicht schon das Listenende erreicht ist,
durch einemil-Zeiger (graphisch: durch einen Punkt, wie in Abbildung 1.4 zu sehen
markiert ist.

Abbildung 1.4

function Sucher(x: Grundtyp L: Zeiger) : Zeiger,
{liefert einen Zeiger auf das von links her erste Vorkommen des
Elementes x, falls x in L vorkommt, und den Wirsons}
var
pos Zeiger,
begin
if L =nil
then Suchen= nil
else
begin
pos:=L;
while (posf.dat# x) and (post.nexts# nil) do
pos:= pos.next
{jetzt ist pog.dat= x oder po$.next= nil }
if post.dat= x
then {x gefundeh Suchen= pos
else{x kommt nicht voy Suchen= nil
end
end {Suchen

Man beachte, daf? wir die Position eines Elementes durch einen Zeiger auf ein
Knoten realisiert haben, dessgat- Komponente das Element ist.
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Diese Implementation einer linearen Liste hat offensichtlich mehrere Schénheitsfe
ler. Man muf3 den Fall der leeren Liste und die explizite Abfrage auf das Listenenc
nicht nur beim Suchen gesondert behandeln. Auch beim Einfligen eines Elementes (
beim Entfernen treten zahlreiche Sonderfélle auf.

Alle diese Schwierigkeiten entfallen bei der folgenden Implementation. Eine linea
re Liste ist gegeben durch einen Kopfzeiteadund einen Schwanzzeigtil, die
jeweils auf zwei uneigentliche, sogenannte Dummy-Elemente zeigen; die eigentliche
Listenelemente befinden sich zwischen diesen beiden Dummy-Elementen (vgl. Abb
dung 1.5).

S

al a2 - an —

f f

head tail

Abbildung 1.5

Die Liste ist durch den Kopf- und Schwanzzeiger gegeben.
var head, tail Zeiger

Wie vorher wird diei-te Position realisiert durch einen Zeiger auf den Knoten, der
dasi-te Listenelement enthalt. Der Schwanzzetgérmarkiert also die Position+ 1,

d.h. die Position nach dem Listenende.

Wir setzen (willktrlich) fest, dafl3 dinextKomponente des das Listenende markie-
renden Dummy-Elementes auf das vorangehende Element zuriickverweist. Das erlei
tert das Hintereinanderhangen zweier Listen, wie wir weiter unten zeigen werden. D
leere Liste hat also die in Abbildung 1.6 gezeigte Form. Sie wird durch die Prozedt

Initialisiere erzeugt.

f f

head tail

Abbildung 1.6
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procedure Initialisiere (var head, tail Zeigen);
begin

newhead);

newtail);

headt.next:= tail;

tailt.next:= head
end {Initialisiere}

Zum Suchen eines Elementegom Grundtyp kann man die schon bei der sequentiel-
len Speicherung linearer Listen benutzte Stopper-Technik anwenden und das gesut
Element vor Beginn der Suche in das Dummy-Element am Listenende schreiben.

function Sucher({x: Grundtyp head, tail Zeiger) : Zeiger,
{liefert einen Zeiger auf das von links her erste Vorkommen
des Elementes x, falls x in der Liste mit Kopfzeiger head und
Schwanzzeiger tail vorkommt, und den Wert tail spnst
var
pos Zeiger,
begin
tailt.dat:= x; {Stopper}
pos:= head
repeat pos:= posf.next
until post.dat= x;
Suchen= pos
end {Suchen

Beim Einfligen und Entfernen eines Elementes an einer gegebenen Ppsgtas
notwendig, demextZeiger des Vorgangers dgsten Knotens der Liste umzulegen;
auf diesen Zeiger kann man aber nicht mehr ohne weiteres (in konstanter Zeit) zugr
fen, wenn man Positiop wie bisher als einen Zeiger auf den Knoten auffal3t, dessetr
Datenkomponente daste Listenelement ist.

Nehmen wir beispielsweise an, daf3 ein neues ElemantPositionp eingeflgt wer-
den soll. Die Situation vor dem Einfligen kann graphisch wie in Abbildung 1.7 darge
stellt werden.

head tail

Abbildung 1.7

Nach dem Einfligen wird daraus die Situation von Abbildung 1.8.
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head tail

Abbildung 1.8

Die gewiinschte Situation kann im Falle des Einfligens durch einen Kunstgriff erreicl
werden. Man ersetzt dagiste Elementy durchx und fligtap an der(p+ 1)-ten Position
ein.

procedure Einflgen(x : Grundtyp p, head: Zeiger, var tail : Zeigen);
{liefert die Liste mit Kopfzeiger head und Schwanzzeiger tail, die
durch Einfligen von x an der Stelle, auf die p zeigt, entsteht
var
hilf : Zeiger,
begin
if p=tail
then hilf := tail
elsehilf := pt.next
newpt.nexy;
pT.next.next.= hilf;
pt.next.dat:= pt.dat,
pt.dat:=x;
if p=tail {eingefiigtan letzter Positign
thentail := tailft.next
if hilf = tail {eingefligt an vorletzter Positign
then tailt.next:= pt.next
end {Einfugenr}

Man beachte, daf? diese Prozedur das Einfligen eines neuen Elemauntésdann
korrekt bewerkstelligt, wenmp die Position des letzten Elementes oder die Position
unmittelbar nach Listenende (also die Positiaih) ist.

Das Entfernen eines Elementes an einer gegebenen Pogitést sich so im all-
gemeinen nicht durchfihren, weil beim Entfernen des letzten Elementes der Zeig
tailt.nextnicht korrekt adjustiert werden kann, wenn man auf den Vorgangermpvon
in der Liste keinen Zugriff hat. Man muf3 die Liste vom Anfang an durchlaufen, um
den dem Element an Positigmvorangehenden Knoten in der Liste zu bestimmen,
damit man dessenextKomponente Ubep hinweg auf den nachstfolgenden Knoten
zeigen lassen kann. Diese Schwierigkeit entfallt, wenn man eine andere Implementse
on des Positionsbhegriffs vornimmt. Statt zu sagen: ,Die Posjtiomerhalb der Liste
ist gegeben durch einen Zeiger auf den KnotendaitKomponenteay, der dasp-te
Listenelement enthalt, kann man auch sagen: ,Die Posjtit gegeben durch einen
Zeiger auf den Knoten, desseaxtKomponente einen Zeiger auf den Knoten dat-
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Komponentey, enthélt.” Die Position 1 ist also gegeben durch den Zdigedauf das
Dummy-Element am Listenkopf usw.

Man ,hangt" also gewissermallen mit dem Zeiger einen Knoten ,zurtick” und scha
auf den nachstfolgenden voraus, um das gegebenenfalls notwendige Umlegen von :
gern zu erleichtern. Wir verzichten darauf, Prozeduren zum Einfiigen, Entfernen us
fur lineare Listen anzugeben, wenn der Positionsbegriff wie zuletzt beschrieben impl
mentiert wird. Vielmehr begniigen wir uns damit zu zeigen, wie man ein Listenelemel
mit gegebenem Wex (dessen Position also zunéchst bestimmt werden muf3) nach dit
ser Technik deguriickhdngens mit Vorausschauemtfernt.

procedure Entfernen(x : Grundtyp head, tail: Zeigen;

{entfernt den von links her ersten Knoten mit Datenkomponente x
aus einer Liste mit Kopfzeiger head und Schwanzzeiger tail, falls x
in der Liste vorkommt; sonst wird eine Fehlermeldung ausgedgeben

var
pos: Zeiger,
begin
pos:= head

tailft.dat:= x; {Stoppet
while post.nextt.dat# x do pos:= posf.next
if post.next+ tail
then post.next:= post.next.next
elseFehler(*x kommt nicht vor;
if post.next= tail
{letztes Element wurde entfejnt
then tailt.next:= pos
end {Entfernern}

Dabei soll die Prozedufehler das Programm nach der entsprechenden Fehlermel
dung beenden. Wir haben hier, wie auch im Falle der anderen Listenoperationen, |
sonders darauf achten missen, dertZeiger des Dummy-Elementes am Listenende
auf den vorangehenden Knoten zeigen zu lassen. Das macht es mdglich, das Hinter
anderhangen (Verketten) zweier Listen in konstanter Schrittzahl auszufihren.

procedure Verkettenheadl, head?, taill, tail2Zeiger,

var head, tail: Zeigen);

{liefert zu zwei Listen mit Kopf- und Schwanzzeiger head1, head2,
taill, tail2 eine neue Liste mit Kopfzeiger head und Schwanzzeiger
tail, die durch Anhangen der zweiten Liste an das Ende der
ersten entstefjt

begin

head:= headt

taillt.nextt.next:= head2.next

tail ;= tail2;

if tail21.next= head?2 {leere Liste 2
then tailt.next= taillf.next

end {Verketten}
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Um das Einfiigen und Entfernen von Listenelementen bei gegebener Position m¢
lichst einfach ausfihren zu kdnnen, kann man zu jedem Listenelement nicht nur ein
Zeiger auf das nachstfolgende, sondern auch auf das jeweils vorangehende Listen
ment abspeichern. Man sprichtin diesem Fall doppelt verketteter Speicherueiper
linearen Liste; entsprechend nennt man die bisher besprochene Form der Speicher
aucheinfach verkettete Speicherurig einer doppelt verketteten linearen Liste haben
die Knoten also folgendes Format.

type
Zeiger= TKnoten
Knoten= record
dat: Grundtyp
vor, nach: Zeiger
end

Nehmen wir beispielsweise an, es soll das Element an Pogifimninnern der Liste
entfernt werden; die Positignsei durch einen Zeiger auf einen Knoten mit Datenkom-
ponentea,, realisiert, wie in Abbildung 1.9 zu sehen.

-l dp-1 ap api1 B
p
Abbildung 1.9

Das Entfernen wird erreicht durch folgende Zuweisung:

pt.vort.nach:= pt.nach
pt.nacht.vor:= pt.vor,

Naturlich kann man auch doppelt verkettete lineare Listen mit und ohne Kopf- un
Schwanzzeiger bzw. mit und ohne ein Dummy-Element am Listenanfang oder -en
implementieren.

Eine abschlieBende, allgemeine Bemerkung zum Entfernen von Listenelements
Wir haben die nach dem Entfernen nicht mehr benétigten Knoten nicht zur neuen ut
eventuell anderen Verwendung explizit freigegeben, sondern sie nur aus der die jewe
ge Liste realisierenden verketteten Struktur durch Umlegen von Zeigern entfernt. Me
kann diese Knoten bei manchen Pascal-Implementationen durch einen Aufruf der Ste
dardprozedudisposeexplizit freigeben. Man kann sie aber auch in einer eigenen Frei-
liste sammeln und jedesmal zunachst dort nachsehen, ob man nicht von dieser Freili
einen Knoten nehmen kann, bevor man einen neuen durch einen Aufruf der Standa
prozedumewschafft.
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Wir fassen einige Varianten verkettet gespeicherter linearer Listen noch einmal stic
wortartig zusammen.

Implementation 1Einfach verkettete Liste; gegeben durch Zeiger auf Listenanfang
Listenende durchil-Zeiger markiert, kein Schwanzzeiger; Positpdurch Zeiger auf
Knoten mit Datenkomponentg, realisiert.

Implementation 2Einfach verkettete Liste; gegeben durch einen Kopf- und einer
Schwanzzeiger, die jeweils auf ein Dummy-Element zeigen; Positidarch Zeiger
auf Knoten mit Datenkomponendg realisiert.

Implementation 3Wie Implementation 2, aber Positigndurch Zeiger auf Knoten
realisiert, dessenextKomponente einen Zeiger auf Knoten mit Datenkomponagte
enthalt.

Implementation 4(Vgl. Abbildung 1.10) Doppelt verkette lineare Liste, mit Kopf-
zeigerheadund Schwanzzeigeail, die auf das erste bzw. letzte Listenelement zeigen,;
die vor-Komponente des ersten und diachKomponente des letzten Listenelementes
haben den Wenil; die Positionp ist durch einen Zeiger auf das Listenelement mit
Datenkomponenta, realisiert.

ol &1 a _: :_ an |e
f f
head tail

Abbildung 1.10

Wir stellen fir diese vier Implementationen die im schlechtesten Fall zur Ausfuh
rung ausgewabhlter Listenoperationen bendtigten Schrittzahlen fur Listen der Nange
in Tabelle 1.2 zusammen.

Im Gegensatz zur sequentiellen Speicherung bringt es kaum Vorteile, die Elemel
einer verkettet gespeicherten linearen Liste etwa nach aufsteigenden Schlusselwerte
den Knoten zu speichern. Lediglich die erfolglose Suche kann unter Umstanden etw
verkurzt werden, weil beim Durchlaufen der Liste vom Anfang her die Suche berei
abgebrochen werden kann, sobald man auf ein Listenelement gestof3en ist, dessen
groRer als der des gesuchten ist.

Es kann jedoch sinnvoll sein, eine lineare Liste etwa nach abnehmenden Suchhé
igkeiten zu ordnen, wenn diese vorher bekannt sind. Kennt man die (relativen) Suc
haufigkeiten nicht, so kann man verschiedene Strategien implementieren, die mit c
Zeit eine fir das Suchen giinstige Anordnung (nach abnehmenden Suchhaufigkeit

entstehen lassen. Wir gehen auf diese Strategien in Kapitel 3 genauer ein.
Wenn wir offenlassen wollen, wie eine lineare Liste implementiert wird, schreiben v

type
Grundtyp= {der jeweilige Grundtyp}
Liste= list of Grundtyp
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Implementation

Einfligen eines neuen
Elementes am Listenanfang®(1) | ©(1) | ©(1) | ©(1)

Einfligen eines Elementes
an gegebener Position 0(1) | 6(1) | (1) | ©(1)

Entfernen eines Elementes$
an gegebener Position O(N) | ©(N) | ©(1) | 6(2)

Suchen eines Elementes

mit gegebenem Wert O(N) | O©(N) | ©(N) | O(N)

Hintereinanderhangen

zweier Listen O(N) | ©(1) | ©(1) | 6(2)
Tabelle 1.2

Dann kdnnen wir eine Listé einfach als Variable vom Typiste vereinbaren und
diesen Typ auch in den jeweils benétigten Funktionen und Prozeduren zur Manipulati
von Listen verwenden.

1.5.3 Stapel und Schlangen

Statt das Einfligen und Entfernen von Elementen an einer beliebigen Position innerh:
einer linearen Liste zuzulassen, genigt es fiir viele Anwendungen, wenn diese Ope
tionen am Anfang oder am Ende einer Liste ausgefuihrt werden kénnen. Wir fihren f
diese Operationen eigene Bezeichnungen ein.

pushheadl,x): Fugt das Elementam Anfang der Listé ein.

Wir nehmen also an, dafd man vom Anfang der Lisgprechen kann. Dies kann man
auch explizit machen und eine Funktitop mit folgender Bedeutung definieren.

top(L): Liefert den Wert des ersten (,0bersten“) Elementes der Liste

top(L) ist natirlich nur dann definiert, wenn die Lidtenicht leer ist. Seleer eine
Funktion, die fur eine Liste den Wertrrueliefert, wennL leer ist, undalsesonst. Dann
isttop(L) nicht definiert, falldeer(L) gilt. Es ist jedoch stets, also fiir jedesindx,

top(pushheadL,x)) = x.

Entsprechend definiert man eine Funktmrshtailwie folgt:

pushtailL,x): Figt das Elementam Ende der Listé ein.

Operationen zum Entfernen von Elementen am Anfang bzw. Endé& vegrden so
definiert:

popheadL,x): Entfernt das erste Element (am Anfang) toand weist es der Varia-
blenx vom Grundtyp zu; falldeer(L), ist popheadL, x) nicht definiert.
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poptail(L, x): Entfernt das letzte Element (am Ende) ound weist es der Variablen
x vom Grundtyp zu; fallseer(L), ist poptail(L,x) nicht definiert.

Es ist ferner mdglich, auch eine Funktibottom(oder:rear) zu definieren, die den
Wert des letzten (untersten) Elementes einer Lidiefert.

Werden fir lineare Listen nur die Operationen bzw. Funktioimémalisieren, leer,
top, bottom, pushhead, pophead, pushtail, poii6tigt, hat man Listen mit kontrol-
lierten Zugriffspunkten. Sie kénnen leicht so implementiert werden, daf3 alle Operatit
nen in konstanter Schrittzahl ausfiihrbar sind, und zwar gilt das sowohl bei sequentiel
als auch bei geketteter Speicherung der Lliste

Zwei Spezialfalle haben eine besondere Bedeutung und auch einen eigenen Nar
erhalten Stapel Hier sindInitialisieren, leer, top, pushheaghd popheadlie einzigen
zugelassenen Operationechlange Hier sind Initialisieren, leer, top, pushtaitind
popheadlie einzigen zugelassenen Operationen.

Im Stapel lassen sich also Elemente nach dem sogenannten LIFO-Prinzip (last in fi
out) und in Schlangen nach dem FIFO-Prinzip (first in first out) speichern. Die Ope
rationenpushheadund popheadbei Stapeln werden meistens einfgaisshund pop
genannt. Ferner nimmt man meistens an, daflbd@Operation nur das oberste Ele-
ment vom Stapel entfernt, ohne es zugleich einer Variablen vom Grundtyp zuzuweise
Denn man kann ja, falls nétig, das oberste ElementSmwnit Hilfe vontop(S) zunachst
einer Variablen vom Grundtyp zuweisen, bevor n@op(S) ausfiihrt. Bei Schlangen
spricht man statt vopopheadundpushtailauch vonrdequeuaindenqueue

Wir Uberlassen es dem Leser, sich eine geeignete Implementation fir eine line
Liste mit kontrollierten Zugriffspunkten, insbesondere also fiir Stapel und Schlange
genau zu uberlegen. Dabei ist darauf zu achten, daf} die jeweiligen Operationen
konstanter Schrittzahl ausfuihrbar sind. Daher ist es beispielsweise nicht ohne wei
res moglich, fir einen sequentiell gespeicherten Stapel einfach die Implementation ¢
Abschnitt 1.5.1 zu Gbernehmen und dabei das Element an Position 1 als oberstes |
ment des Stapels anzusehen. Abbildung 1.11 zeigt, wie ein sequentiell gespeiche
Stapel implementiert werden kann.

maxelzahl
frei
top  |[ITTTIATTTATTTTITIT
Stapel
2
1
0

Abbildung 1.11
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Werden in einer Schlange etwa ebenso haufig neue Elemente hinten angehangt
vorne entfernt werden, bleibt die Lange der Schlange nahezu unverandert. Ubernim
man einfach die Implementation aus Abschnitt 1.5.1 fir eine sequentiell gespeiche
te Schlange, so ,kriecht" die Schlange offenbar im anfangs reservierten Speicherk
reich maximaler Lange an das Ende dieses Bereichs, wenn man das vordere Elern
der Schlange im Array zunachst an Index 1 ablegt. Um zu verhindern, daf3 man kei
Elemente am Ende mehr anfiigen kann, wenn die Schlange am Ende angestol3en
obwohl vorne noch viel Platz ist, ist es sinnvoll, sich den reservierten Speicherberei
zyklisch geschlossen vorzustellen: St6R3t die Schlange am rechten Ende des resery
ten Bereichs an, beginnt man, am Anfang dieses Bereichs weitere Elemente einzufiig
Abbildung 1.12 veranschaulicht dies.

frei
1 — maxelzahl
i t
rear head
_ ~ ) _ ~ )
\ Schlange /

Abbildung 1.12

Wir Gberlassen es dem Leser, sich genau zu Uberlegen, wie die Opergtoptead
undpushtailimplementiert werden kénnen.

Ein wichtiger Anwendungsfall fiir Schlangen sikdarteschlangeraller Art, z.B.
Kunden vor Kassen, Akten vor Sachbearbeitern, Druckauftrage vor Druckern usw. Ha
fig ordnet man den in eine (Warte-)Schlange einzureihenden Elementen des jewe
gen Grundtyps Prioritaten zu und erwartet, dal3 Elemente mit héherer Prioritét Vorrai
vor solchen mit niedrigerer Prioritéat haben; d.h. sie miissen entsprechend eher aus
Schlange entfernt werden. Man spricht in diesem Fall Vorrangswarteschlangen
(englisch:priority queue$. Sie werden in Kapitel 6 genauer behandelt.

Wichtige Anwendungen fur Stapel findet man im Zusammenhang mit dem Erkenne
und Auswerten wohlgeformter Klammerausdriicke, bei der Realisierung von Unterpr
grammaufrufen und der Auflésung rekursiver Funktionen und Prozeduren in iterativi
Wir bringen dazu zwei einfache Beispiele.

Beispiel 1: Erkennen wohlgeformter Klammerausdriicke

Wir wollen Zeichenreihen, die aus 6ffnenden und schlieRenden Klammern bestehe
daraufhin Gberprifen, ob sie wohlgeformt sind, d.h. ob sie aus passenden Paaren
nender und schlieBender Klammern aufgebaut $i¢).) ist ein wohlgeformter Klam-
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merausdruck((() ist keiner. Die Menge der wohlgeformten Klammerausdriicke kanr
man wie folgt induktiv definieren.

(0) () ist ein wohlgeformter Klammerausdruck.

(1) Sindw; undw, wohlgeformte Klammerausdriicke, so ist auch der durch Hinter-
einanderschreiben vam undw, entstehende Ausdruglkw, ein wohlgeformter
Klammerausdruck.

(2) Mit wist auch(w) ein wohlgeformter Klammerausdruck.

(3) Nur die nach (0) bis (2) gebildeten Zeichenreihen sind wohlgeformte Klammei
ausdriicke.

Wie kann man durch einmaliges, zeichenweises Lesen von links nach rechts fests
len, ob eine nur aus den Zeichen ,(“ und ,)* gebildete Zeichenreihe ein wohlgeformte
Klammerausdruck ist? Es ist nicht schwer, sich davon zu tiberzeugen, daf3 man das f
stellen kann, wenn man nach folgender Methode verféhrt. Wir benutzen einen Staj
zur Speicherung 6ffnender Klammern. Immer wenn wir beim Lesen von links nac
rechts auf eine 6ffnende Klammer stoRRen, legen wir sie auf dem Stapel ab. Treffen v
auf eine schlieende Klammer, sehen wir im Stapel nach, ob dort noch eine 6ffnen
Klammer steht; wenn ja, entfernen wir sie. Wenn nein, gibt es mehr schlieRende :
offnende Klammern. Im letzten Fall ist die Zeichenreihe kein wohlgeformter Klammer
ausdruck. Ist am Ende der Stapel leer, ist die gelesene Zeichenreihe ein wohlgeforn
Klammerausdruck, sonst nicht.

Wir geben eine genauere Formulierung dieses Verfahrens an, ohne dal3 wir dabei
eine spezielle Implementation von Stapeln zurtickgreifen wollen. Daher nehmen wir &
dal3 wir einen Stapel als Liste des gewiinschten Grundtyps wie folgt vereinbart habe

type

Stapel= list of Klammerauf
var

S: Stapel

Wir verwenden nur die fiir Stapel zugelassenen Operatibmtalisieren, push, pop
undleer und eine Prozedur zum Lesen des jeweils nachsten Zeichens:

Initialisiere S als leeren Stapel
while noch nicht alle Zeichen gelesen
beginlies nachstes Zeichen x
if x="('
then pushS x)
else{x=")"}
{hole zugehdorige(" vom Stapél
if leer(S)
then {kein wohlgeformter Klammerausdruck
elsepop(S)
end; {while}
if not leer(S)
then {kein wohlgeformter Klammerausdruck
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Ein solcher Stapel, der nur gleiche Elemente speichert, kann nattrlich auch einfa
durch einen Zahler modelliert werden, der die Anzahl der Elemente auf dem Stap
angibt. Wir haben dieses Beispiel gewahlt, weil man auf ahnliche Art auch das E
kennen und Auswerten arithmetischer Ausdriicke erledigen kann. Das Verfahren wi
allerdings komplizierter, wenn man die Ublichen Vorrangsregeln (Punktrechnung ge
vor Strichrechnung) beim Auswerten arithmetischer Ausdriicke beachten muf3.

Beispiel 2: Iterative Auswertung einer rekursiv definierten Funktion oder Prozedur
Wir nehmen den Binomialkoeffizienten als Beispiel einer rekursiv definierten Funk
tion. Fur zwei natirliche Zahlemundk, mit 0 < k < n, ist (i) wie folgt definiert.
A fallsk=0 oderk=n
k)~ (D) + ("N, falso<k<n
(1) ist die Anzahl der verschiedenen Méglichkeitkrlemente aus einer Menge von

n Elementen auszuwéahlen. Man kann diese Definition unmittelbar in eine Funktionsd
klaration Ubersetzen.

function bin (n, k integey) : integer,
{berechnet die Anzahl der Mdglichkeiten, k aus n Elementen
zu wahlen, unter der Annahme, daf& k < n ist}

begin
if (k=0)or (k=n)
thenbin:=1
elsebin := bin(n—1,k—1) + bin(n— 1,k)
end {bin}

Um dieses Programm abzuarbeiten, muf offenbar einer der zwei rekursiven Fur
tionsaufrufe zunéchst zuriickgestellt werden und der andere (auf dieselbe Art) sow
abgearbeitet werden, bis man schlie3lich bei einem Funktionsaufruf angelangt ist, c
unmittelbar den Wert 1 liefert. Erst dann kénnen die vorher zurtickgestellten Funktion
aufrufe weiter bearbeitet werden. Entscheiden wir uns (willkiirlich) daftr, den erste
Funktionsaufruf zunachst zuriickzustellen und den zweiten weiterzubearbeiten, erg
chh beispielsweise das Berechnungsschema von Tabelle 1.3 bei der Berechnung

2Man erhélt also einen Stapel noch nicht erledigter Teilprobleme. Anfangs enthélt d
Stapel das zu I6sende Anfangsproblem, das ist die Berechnur{g)Morw. die Auffor-
derung zur Auswertung voin(n,k). Ein Problem ist in diesem Fall durch die beiden
Argumenten undk vollstandig beschrieben. Dann schaut man jeweils nach, ob auf der
Stapel noch unerledigte Probleme liegen. Ist das oberste Problem von de({]}cmin

0< k< n, so ersetzt man es durch zwei (Teil-)Problerffe1) wird das zweitoberste
und(". %) das neue oberste Element. Ist das oberste Problem von deffamitk = 0
odern = k, entfernt man es und erhéht das anfangs mit O initialisierte Zwischenergebn
um 1. Das wird solange durchgefiihrt, bis der Problemstapel leer ist.
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noch zu berechnen bisheriges Zwischent

(Problemstapel) ergebnig

() 2=0

D+6)

D+@D+06

D+@ z=1

D+ +0

(D) + () 2=2

(3 z2=3

0+ (@)

0+ 0+

©+ 0 z=4

6 z=5
z=6

Tabelle 1.3

Als Grundtyp fir den Problemstapel kénnen wir in diesem Fall wéahlen

type
problem= record
0, U: integer
end

Wir setzen voraus, daf3 folgende Vereinbarungen getroffen sind:

type

stack= list of problem
var

S: stack

p, g, X: problem

Dann kann die Berechnung der Binomialkoeffizien{fh d.h. das Abarbeiten der
rekursiv deklarierten Funktiobin(n, k) mit Hilfe des Stapel$ und der fiir Stapel zu-
gelassenen Operationen folgendermalRen ausgefihrt werden.
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Initialisiere S{mit dem Anfangsproblem p, fir das p.o=n
und p.u =k gilt};
z:=0; {Zwischenergebnis initialisieft
repeat
x:=top(S);
PON(S);
if (x.u=0) or (x.u=x.0)
thenz:=z+1
else
begin
q.0:=X0—1;
qu:=xu—1;
push(g,S);
g.u:=x.u;
push(q,S)
end
until leer(S)

Dies ist ein einfaches Beispiel fur ein allgemeines Prinzip, nach dem sich rekurs
ve Funktionen und Prozeduren mit Hilfe eines Stapel von (Teil-)Problemen abarbeite
lassen. Es kann afschema zur Rekursionseliminatiate folgt formuliert werden.

1. Initialisiere den Problemstapel S mit dem zu I6senden Anfangs-
problem.
2. repeat
bearbeite das oberste Problem pvan S
musseri{bei der Bearbeitung von)preilprobleme p, pg, ... zuriick-
gestellt werden, staple sie auf S
until Stapel S leer.

Nach diesem Schema erhédlt man dann ein gleichwertiges nichtrekursives, also ite
tives Programm. Der Leser wird in den folgenden Kapiteln zahlreiche Beispiele finder
auf die dieses Schema zur Rekursionselimination anwendbar ist. So einfach, wie es f
scheint, ist die Anwendung des Schemas in den meisten Fallen allerdings nicht. Es
oft nicht klar, wie ein Problem so vollstandig beschrieben werden kann, daf3 es zurtic
gestellt und auf einem Problemstapel abgelegt werden kann. Es ist ferner haufig ni
mdglich, das jeweils oberste Problem vollstandig zu bearbeiten, weil in die Bearbe
tung durchaus Ergebnisse von zunachst zuriickgestellten Teilproblemen eingehen k
nen. Bevor man dann mit der Bearbeitung eines Teilproblems beginnt, muf3 man si
unter Umstanden den gesamten, bis zur Zurtickstellung erreichten Zwischenzustand
Rechnung genau merken, zunachst das Teilproblem I6sen, und dann die (Haupt-) Re
nung fortsetzen. Das oben formulierte Schema zur Rekursionsaufldsung ist also e
als ein sehr grober Rahmen, aber keinesfalls als eine mechanisch anwendbare Rege
verstehen.
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1.6 Ausblick auf weitere Datenstrukturen

In diesem Abschnitt wollen wir eine kurze Vorschau auf weitere abstrakte Datentype
und Datenstrukturen geben, die in spateren Kapiteln ausfuihrlich behandelt werden. [
zu gehdren inshesondere Mengen.

Mengen unterscheiden sich von (linearen) Listen vor allem dadurch, daf man d
Elementen einer Menge Ublicherweise keine Ordnungsnummer zuordnet, also ni
vom ersten, zweiten, dritten,. Element einer Menge spricht. Das mathematische Men-
genkonzeptgeht davon aus, dal3 man alle Objekte eines gegebenen Universums, die
bestimmte Eigenschaft haben, zu einer neuen Gesamtheit zusammenfassen kann —
Menge aller Elemente mit dieser Eigenschaft. Dieses Prinzip zur Bildung von Menge
wird Komprehensionsschermganannt. Es ist ein sehr machtiges Mittel zur Mengenbil-
dung, das allerdings mit gehoriger Vorsicht benutzt werden muf3, um widerspruchlicl
Aussagen Uber Mengen zu vermeiden. (Ein beriihmtes Beispiel ist die Neatier
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthaltenlFgilt: U enthalt sich selbst als
Element genau dann, wehbhsich nicht selbst als Element enthalt.)

Mathematiker lernen den sinnvollen Gebrauch des Komprehensionsschemas
Mengenbildung in der Regel durch Erfahrung. Daneben gibt es eine axiomatisiel
Mengenlehre als mathematische Theorie. Sie ist auf der Elementbezielamginzi-
gem Grundbegriff aufgebaut. Dementsprechend kénnte man sich einen abstrakten |
tentyp Menge gegeben denken durch den Bereich aller Mengen im mathematisct
Sinne, zusammen mit einer einzigen, zweistelligen Relation in Sist wahr genau
dann, wenrx ein Element der Meng8ist.

Das Komprehensionsschema als Operation zur Bildung von Mengen ist als Operat
eines abstrakten Datentyps zu allgemein; die Elementbeziehung als einzige zugelass
Operation ist in vielen Fallen nicht ausreichend. Als Bausteine in Algorithmen trete
durchweg nur endliche Mengen, aber neben der Elementbeziehung zahlreiche weit
Operationen auf. Je nach dem Spektrum der jeweils zugelassenen Operationen wel
eigene abstrakte Datentypen mit besonderen Implementationen eingefuhrt. Wir beh
deln einige wichtige Félle im Kapitel 6 unter dem Stichwdgngenmanipulationspro-
blemeund begniigen uns hier mit einer groben Ubersicht.

Der Datentypset In Pascal kann man eine variable Anzahl von Elementen desse
ben Grundtyps zu einesetzusammenfassen und Variablen veatTyp verwenden.
Als Grundtypen sind nur einfache Typen, aber nicht derf@gbzugelassen. Die Men-
ge der durch desetTyp beschriebenen Werte ist — idealerweise — die Menge aller
Teilmengen der Menge der Werte des Grundtyps. In Wirklichkeit sind aber durch di
Implementation der Sprache starke Beschrankungen in der Anzahl der zugelasse
Elemente gegeben. Somit ist dieser in die Programmiersprache eingebaute Dater
von sehr eingeschranktem Wert fiir die Anwendungen. Wir werden ihn in diesem Buc
nicht verwenden.

Worterblche(Dictionarieg: Als Worterbuch wird eine Menge von Elementen eines
gegebenen Grundtyps bezeichnet, auf der man die Operationen Suchen, Einfligen
Entfernen von Elementen ausfiihren kann. Dartberhinaus wird stillschweigend vora
gesetzt, dald es eine Operation zur Initialisierung des leeren Worterbuches gibt. M
nimmt — wie bei linearen Listen — meistens an, daf3 alle Elemente tber einen in d
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Regel ganzzahligen Schliissel identifizierbar sind. Es ist tiblich, die Such-, Einflige- u
Entferne-Operation nur vom jeweiligen Schliissel abhéngig zu machen, so dal3 man
weiteren Vereinfachung h&ufig annimmt, daf3 ein Worterbuch eine M&ggazzahli-

ger Schlussel ist, auf der folgende Operationen ausgefuhrt werden.

Suche(x): Liefert den Wertrue genau dann, werxin Svorkommt,
undfalsesonst.

Wennx in Svorkommt undx Schlissel eines Elementes mit vielleicht umfangreicher
Datenkomponente ist, so soll als Ergebnis der Suchoperation nattrlich auch der Zug
auf die jeweilige Datenkomponente mdglich sein.

Einflgerix): ErsetzeSdurchSuU {x}.
Entfernerfx):  ErsetzeSdurchS\{x}.

Das Problem, eine geeignete Implementation fiir Woérterblicher zu finden, also ei
Datenstruktur zusammen mit moglichst effizienten Algorithmen zum Suchen, Einflige
und Entfernen von Schlisseln, nennt man\désterbuchproblem

Es ist offensichtlich, daf? sequentiell oder verkettet gespeicherte lineare Listen ei
mdgliche Implementation von Worterbiichern (also eine Losung des Warterbuchpro
lems) darstellen. Hashverfahren (vgl. Kapitel 4) und Baume aller Art (vgl. hierzu Kapi:
tel 5) liefern weitere Implementationsmdglichkeiten.

Kollektionen paarweise disjunkter Mengén einer Reihe von Anwendungen treten
Kollektionen von paarweise disjunkten Mengen auf, fir die einige oder alle der folger
den Operationen ausgefiihrt werden kénnen.

EinfigerS,x): Figt das Elementin MengeSein.
EntferneriS,x): Entfernt das Elementaus Menges.
Suche(S)x): Lieferttrue, wenn Elemenx in MengeSvorkommt, und
falsesonst.
Find(x): Liefert den Namen derjenigen Menge, die Elemeeit-
halt, wenn es eine solche Menge in der Kollektion gibt;
sonst ist der Wert undefiniert.

Diese Operationen verandern wohl einzelne Mengen der Kollektion, aber nicht d
Kollektion selbst. Die beiden folgenden Operationen dagegen veréandern die Kollektio

Union(A,B,C): Vereinigt die Menge® undB zur MengeC.

Es wird hier also angenommen, daf’ die MengamdB aus der Kollektion entfernt
werden und dafi€ = AU B neu aufgenommen wird. Fir vollstdandig geordnete Men-
gen von Schliisseln kann man in offensichtlicher Weise auch eine Opeggiibaum
Zerteilen einer Menge nach einem bestimmten Schliissel definieren.

Split(S,x): Zerteilt die MengeSin zwei MengerA undB mit:
A={y|ye Sundy < x} und
B={y|ye€ Sundy> x}.
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Es wird alsaSaus der Kollektion entfernt und daférundB neu aufgenommen. Man
nimmt in der Regel an, dal3 alle Mengen der Kollektion einen eindeutigen Namen b
sitzen. Ferner wird stillschweigend vorausgesetzt, dal? man eine Menge (z.B. als le
oder einelementige Menge) initialisieren kann. Das impliziert insbesondere die Verg
be eines die Menge eindeutig identifizierenden Namens. Das Problem, eine geeigr
Implementation fir eine Kollektion von Mengen zu finden, so daf? sich jede der hie
genannten Operationen effizient ausfiihren laf3t, nennen walldesneine Mengenma-
nipulationsproblemEs wird in Kapitel 6 behandelt.

Ein besonders wichtiger Spezialfall ist der, daf3 man mit einer Kollektion von laute
einelementigen Mengen startet und dann eine Reihe von Union- und Find-Operatior
ausfuhrt. Die Aufgabe, fur diesen Fall eine effiziente Implementation zu finden, ist a
Union-Find-Problembekannt und jede dazu geeignete Datenstruktur als Union-Finc
Struktur. Dieses Problem wird ebenfalls in Kapitel 6 behandelt.

1.7 Skip-Listen

In diesem Abschnitt wird eine mégliche Implementation von Wérterbtichern durch ve
kettet gespeicherte lineare Listen vorgestellt, die es — anders als die im Abschnitt 1.
diskutierten Varianten — erlaubt, alle drei Woérterbuchoperationen Suchen, Einflige
und Entfernen von Schlisseln fir eine Liste WrElementen mit hoher Wahrschein-
lichkeit in Zeit O(logN) auszufuhren. Diese von W. Pu 51] vorgeschlagent
Datenstruktur mit dem Name®kip-Listeund die zugehd orithmen zum Su-
chen, Einfigen und Entfernen sind ein erstes Beispiel fir eindomisierteDaten-
struktur. Ein weiteres Beispiel bringt Abschnitt 5.3. Der Algorithmus zum Einfugen
von Elementen in eine Skip-Liste verwendet einen Zufallsgenerator (Minzwurf). Di
Struktur der durch iteriertes Einfligen einer Folge von Schliisseln in die anfangs lee
Liste entstehenden Skip-Liste hdngt vom Ausgang zufélliger Minzwtirfe ab. Dadurc
kann zwar nicht verhindert werden, daf’3 wie im Fall gewdhnlicher, sortierter, lineare
Listen, vgl. Abschnitt 1.5.2, Strukturen zur SpeicherungMddchliisseln entstehen, fur
die das Ausfuhren einer einzelnen WaorterbuchoperatiortZ@i) kostet; dieser Fall ist
jedoch sehr unwahrscheinlich. Man kann erwarten, dal3 eine Skip-Liste entsteht, die
erlaubt, Suchen, Einfligen und Entfernen von Schlisseln ind{&gN) auszufiihren.
Wendet man das durch den Zufall (Minzwurf) gesteuerte Einfiigeverfahren mehrfa
auf dieselbe Schlisselfolge, jedesmal beginnend mit der anfangs leeren Liste, iteri
an, so ist der Erwartungswert (gemittelt Gber alle zufélligen Folgen von Miunzwirfer
fur die zur Ausfiihrung einer Such-, Einfiige- und Entferneoperation erforderliche Ze
in einer Skip-Liste mitN Elementen von der GréRenordnudgogN).

Wir stellen im folgenden Abschnitt die Struktur und die zugehdrigen Algorithmen fii
die Wdrterbuchoperationen vor und analysieren anschlie3end ihr Laufzeitverhalten.


Literaturverweis [152]
[152] W. Pugh. Skip lists: A probabilistic alternative to balanced trees. Comm. ACM, 33(6):668-676, 1990. (Erste Fassung in [151]).

Literaturverweis [151]
[151] W. Pugh. Skip lists: A probabilistic alternative to balanced trees. In Proc. Workshop of Algorithms and Data Structures, S. 437-449, 1989. Lecture Notes in Computer Science 382.
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1.7.1 Perfekte und randomisierte Skip-Listen

Wir nehmen ohne Einschrankung an, dal’ die Menge der als Wdérterbuch zu organis
renden Daten eine Menge ganzzahliger Schliissel ist. Die durch den jeweiligen Schili
sel identifizierbare ,eigentliche” Information wird also zur Vereinfachung der Darstel-
lung unterdriickt. Um in einer ,gewdhnlichen” sortierten, verkettet gespeicherten linee
ren Liste einen Schlisseku suchen, mul3 man die Liste unter Umstanden vom Anfang
bis zum Ende vollstandig durchlaufen, wzu finden oder festzustellen, dafn der
Liste nicht vorkommt. Die Suche geht offensichtlich schneller, wenn man Element
Uberspringen (englisch: skip) kann. Nehmen wir beispielsweise an, dal die Listene
mente die Schliissel der Reihe nach in aufsteigender Reihenfolge speichernund es n
nur von jedem Listenelement einen Zeiger auf das nachste, sondern dartiberhinaus a
von jedem zweiten Listenelement einen Zeiger auf das Ubernéachste Element gibt. A
bildung 1.13 (a) zeigt eine solche Liste, die die Schlugge#,8,15,17,20,43 47}
speichert.

(@)

(b)

(©

Abbildung 1.13

Jedes Listenelement ist durch einen Zeiger auf Niveau 0 mit dem nachstfolgend
Listenelement verbunden. Ferner ist jedes zweite Listenelement durch einen zuséat
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chen Zeiger auf Niveau 1 mit dem Ubernachsten Element verbunden. Am Anfang d
Liste befindet sich ein Kopfelement (ohne Schliissel), das Anfangszeiger auf die L
sten der auf Niveau 0 und 1 miteinander verketteten Listenelemente enthalt. Am En
befindet sich ein Endelement mit Schllisseter grof3er als alle in der Liste auftreten-
den Schlissel ist. (Es spielt die Rolle eines Stoppers fiir die Suche.) Um nach ein
Schliissek zu suchen, folgt man zunachst den Zeigern auf Niveau 1 bis ein Elemel
angetroffen wird, dessen Schliissel gréRexatt. Dann wechselt man von dem die-
sem Element in der Niveau-1-Liste unmittelbar vorangehenden Element auf das Nive
0 und findet dort entwederoder stellt fest, da in der Liste nicht vorkommt. Bei der
Suche nach dem Schlussel 17 werden also in der Liste von Abbildung 1.13 (a), beg
nend mit dem Kopfelement, der Reihe nach die Elemente mit den Schliisseln 4, 15, :
17 inspiziert. Man inspiziert also im unginstigsten Fall nur etwa die Halfte der Listen
elemente. Durch Einfihrung zuséatzlicher Zeiger konnte die Suchzeit in einer verkett
gespeicherten linearen Liste verklrzt werden.

Eine Verallgemeinerung dieser Beobachtung fuihrt zu folgender Definition: Ein
perfekte Skip-Listest eine sortierte, verkettete lineare Liste mit Kopf- und Endelement
fur die gilt: Jedes 2te (eigentliche) Element hat einen Zeiger auf da®@sitionen
weiter rechts stehende Element, fiir jedes0, ..., |logN|. Dabei istN die Anzahl der
(eigentlichen) Listenelemente. D.h. jedes Element hat einen Zeiger auf Niveau O &
das nachstfolgende; die Elemente an den Positionen 2,.4sid zusatzlich durch
Zeiger auf Niveau 1 miteinander verkettet; die Elemente an den Positionen 4,.8, 12
sind zusatzlich durch Zeiger auf Niveau 2 miteinander verkettet usw. Das Kopfele
ment enthalt Anfangszeiger auf die (aufsteigend sortierten) Niixtasten, fir jedes
i=0,...,|logN|; das Endelement hat einen Schllissetler grofZer ist als alle in der
Liste gespeicherten Schlissel. Jedes (eigentliche) Listenelement hat also einen Nive
0-Zeiger, die Halfte der Elemente hat zusatzlich einen Niveau-1-Zeiger, ein Viertel z
sétzlich einen Niveau-2-Zeiger usw. Nehmen wir zur Vereinfachung einmal afN dai3
eine Potenz von 2 ist und zahlen wir die vom Kopfelement ausgehenden Zeiger nic
mit, so ist die Gesamtzahl der Zeiger einer perfekten Skip-Liste also

[logN]

N N
Nt —+—+...+1= = <2N
to ket i; 5 < 2N,

d.h. nur doppelt so grol3 wie in einer ,gewdhnlichen* verkettet gespeicherten line:
ren Liste. Abbildung 1.13 (b) zeigt ein Beispiel fiir eine perfekte Skip-Liste mit acht
Schlusseln.

Ist N die Anzahl der gespeicherten Schlissel, so hat jedes Element hochste
[logN]| + 1 Zeiger. Hat ein Elementt i + 1 Zeiger auf den Niveaus,Q.,i, so sa-
gen wir: pt ist ein Element mitHdhe i Wir bezeichnen die H6he vaot mit p.héhe

Fir jedes mit 0 < i < pf.héhesei pt.nexfi] der Zeiger vorpt auf das 2Positionen
weiter rechts stehende Element oder das Endelement, wehiPesiffonen rechts von
pt kein Element mehr gibt. Die maximale Hohe eines Elementes in einer (perfektel
Skip-Liste wirdListenhéhegenannt. Dies ist zugleich die Hohe des Kopfelements. Sie
hat fiir eine perfekte Skip-Liste mi Elementen den WertlogN|. Ist die perfekte
Skip-Liste L durch einen Zeigetk.kopf auf das Kopfelement gegeben und hatlie
Listenhohel.hdhe so kann die Suche nach einem Schlisseie folgt beschrieben
werden:
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function Sucher(x: integer, L : liste) : Zeiger,

{liefert einen Zeiger auf das Element mit Schlissel x, falls x in der
Skip-Liste L mit Zeiger L.kopf auf das Kopfelement und
Listenhohe L.héhe vorkommt, unitl sons

var

p: Zeiger,
i :integer,
begin
p := L.kopf;
for i := L.héhedownto 0 do
{folge Niveau-i-Zeigerh
(%) while pt.nexfi]t.key< x do
p = pt.nexfi];
{jetztist(p = L.kopfund x< pt.nex{f0]1.key oder
(p # L.kopf und g.key< x < pt.nexf0]1.key }
p := pt.nex{o];
(xx) if pt.key=x
then {x kommt an Position p in L vgr

Suchen=p
else{x kommt nicht in L voy
Suchen= nil
end {Suchen

Verfolgen wir beispielsweise die Suche nach dem Schlissel7 in der perfekten
Skip-Liste von Abbildung 1.13 (b), so wird der Schlisgaler Reihe nach mit den
folgenden Schllsseln verglichen (in den (wit und (xx) markierten Programmzeilen):
47,15, 47, 20, 17.

Folgt man also Zeigern der perfekten Skip-Liste nach abnehmenden Niveaus, so m
man einem Zeiger auf Nivedhdchstens einmal folgen. Dabei trifft man dann auf ein
Element der Hohe D.h. die Anweisung := pt.nex{i] wird fir festes hdchstens ein-
mal ausgefuhrt; lediglich die dierhile-Schleife(x) kontrollierende Bedingung kann
zweimal geprift werden, ist aber beim zweiten Mal garantiert nicht erfiillt. Man hatte
daher statt dewhile-Schleife auch einé-Anweisung nehmen kénnen, um zu errei-
chen, daf3 an der Stel(@) in der FunktionSucherauf Niveaui vorgeruckt wird, bis
x < pt.nex{i]t.key ist. Die hier angegebene Realisierung des Suchverfahrens fiir pe
fekte Skip-Listen kann jedoch unveréndert auch fir die spater erklarten randomisiert
Skip-Listen benutzt werden.

Aus der Beschrankung fiir die Hohe einer perfekten Skip-Liste folgt natirlich sofort
daR das Suchen stets@glogN) Schritten ausgefiihrt werden kann. Einfligen oder Ent-
fernen eines Schlissetsviirde jedoch eine vollstdndige Reorganisation der perfekter
Skip-Liste erfordern und dah&(N) Schritte benétigen. Will man beispielsweise in die
perfekte Skip-Liste von Abbildung 1.13 (b) ein neues kleinstes Element mit Schlissel
einfligen, so miissen samtliche bisherigen Elemente ihre Héhen &ndern, um wieder €
perfekte Skip-Liste zu ergeben. Man verzichtet daher auf die Forderung, dal3 die Hoh
aufeinanderfolgender Elemente dem starren Schema perfekter Skip-Listen unterliec
und sorgt vielmehr dafir, da’ Elemente mit verschiedenen Hohen etwaim gleichen Vi
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haltnis wie bei perfekten Skip-Listen auftreten, ihre Verteilung innerhalb der Liste abe
zuféallig erfolgt. Abbildung 1.13 (c) zeigt ein Beispiel einer Skip-Liste, die fur jedes

0 <i < 3, die gleiche Zahl von Elementen mit Hohkat wie die perfekte Skip-Liste
von Abbildung 1.13 (b), aber in anderer Weise Uber die Liste verteilt. Solange Elemen
mit groRen Hohen relativ selten und solche mit niedrigen Hohen dafiir haufiger auftr
ten, kann man erwarten, daR3 die Suche nach einem Schkisaeh dem fiir perfekte
Skip-Listen angegebenen Verfahren nicht nur weiterhin unverandert durchgefiihrt we
den kann, sondern auch effizient bleibt. Das werden wir im Abschnitt 1.7.2 genau
analysieren. Statt also eine perfekte Skip-Liste zu erzeugen, sorgt man lediglich daf
dalR Elemente mit jeweils verschiedenen Héhen im selben Verhaltnis auftreten wie
perfekten Skip-Listen, diese aber gleichmafiig und zufallig Gber die Liste verteilt wel
den. Dieser Effekt wird dadurch erreicht, dal? man beim Einfligen eines Schlissels
die Hohept.héhedes Elementep, dasx speichert, unabhéangig von allen anderen Ele-
menten zuféllig wahlt im Bereicl®,maxhohgund zwar so, daR die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafpt.hdhe=i ist, gleich 2"+ ist:

prob(pt.hdhe=i) = 2i—11’ 0 <i < maxhéhe

Dabei istmaxh6heeine (global festgesetzte) obere Schranke fir die Listenhdhe un
damit auch fiir die H6he jedes einzelnen Elementes. Der Wertmapthdhewird ori-
entiert an der Listenhthe einer perfekten Skip-Liste NiiElemente, wobeN grof3
genug gewahlt wird, um alle je auftretenden Elemente in Skip-Listen mit hocHdtens
Elementen unterbringen zu kénnen. Man wahlt afsmxhohe= |logN| fur genligend
grol3 gewahltebl. Um die nachfolgende Analyse zu vereinfachen, ignorieren wir aller-
dings die Hohenbeschrankung und tun so, als kdnne die Hohe eines Listenelemer
beliebig gro3 werden. Denn die Wahrscheinlichkeit daftir, daf3 ein Listenelement eil
Hohe hat, dig logN | lbersteigt, ist so gering, daf? wir sie vernachlassigen kénnen.

Die auf diese Weise durch iteriertes Einfligen in die anfangs leere Liste entstehe
denrandomisierterSkip-Listen hei3en (entsprechend dem Vorschlag von P [151]
einfachSkip-Listen

Nehmen wir also an, wir hatten eine parameterlose Funkéindomhohg), die bei
ihrem Aufruf eine Hohe mit den genannten Eigenschaften liefert. Dann kdnnen wir d:
Einfigeneines neuen Schlusselg eine Skip-Listd. mit Kopfzeiger..kopfund Hohe
L.héhewie folgt beschreiben. Wir suchen zunachst nacBa wir annehmen, dafin
der Skip-Liste noch nicht vorkommt, endet die Suche erfolglos beim Element mit del
groften Schlissel, der kleiner oder glekakt. (Fallsx kleiner als alle Schliissel in der
Liste L ist, endet die Suche schon beim Kopfelement.) Hinter dieses Element wird e
neues Elementt mit Schlissek und zufallig gewahlter Hohpt.h6heeingeschoben.
Es mussen dazu alle tbpt hinwegfiihrenden NiveaitZeiger, mit 0< i < pt.hdhe
verandert werden. Damit das maéglich ist, sammelt man wahrend der Suche diach
Quellen aller dieser Zeiger in einem Zeiger-Arigydate Fur jedes enthaltupdatgi]
einen Zeiger auf das am weitesten rechts liegende Listenelement miti Hike von
der Einflgestelle. Ist dipt zuféllig zugewiesene Hohgt.héhegrolRer als die bishe-
rige Listenhdhe..h6he miissen das Kopfelement durch zuséatzliche Zeigepawind
L.héheentsprechend verandert werden. Genauer kann das Verfahren wie folgt besch
ben werden:


Literaturverweis [151]
[151] W. Pugh. Skip lists: A probabilistic alternative to balanced trees. In Proc. Workshop of Algorithms and Data Structures, S. 437-449, 1989. Lecture Notes in Computer Science 382.
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procedure Einfligen(x : integer, var L : Liste);
{fugt Schlussel x in Skip-Liste L mit Zeiger L.kopf auf das
Anfangselement und Listenhéhe L.hdhg ein
var
update: array [0 .. maxhodhgof Zeiger,
p: Zeiger,
i : integer,
neuehdhe 0.. maxhdhe
begin
p:= L.kopf
for i := L.héhedownto O do
begin
while pt.nexfi]t.key< x do
p = pt.nexfi];
updatéi] := p
end {for};
p:= pt.nex{q];
if pt.key=x
then {Schlissel x kommt schon yor
else{einflgenr}
begin
neuehthe= randomhohé);
if neuehdhe- L.hohe
then
begin
{neues Element direkt mit Kopfelement verkniipfen
und Listenhéhe adjustierén
for i := L.héhe+ 1 to neuehthelo
updatdi] := L.kopf;
L.h6he:= neuehdhe
end,
{schaffe neues Element mit Hohe neuehthe und Schijssel x
newp);
pT.héhe:= neuehdhept.key.:= Xx;
for i := 0 to neuehdhelo
{schiebe p in die Niveau-i-Listen jeweils unmittelbar nach
dem Element upddigt ein}
begin
pt.nexti] := updatéi]t.nexfi];
updatdi]t.nexfi] := p
end
end
end {Einfuger}

DasEntferneneines Elementes mit Schllissehus einer Skip-Listé erfolgt vollig
analog: Zunachst sucht man nactDabei benutzt man wieder ein Arraypdateund
merkt sich fur jedesin updatégi] einen Zeiger auf das rechteste Elemerit links von
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x mit Hhei. Dann kann man das Elemguit mit Schliissek aus allen Niveau-Listen,

0 <i < pt.héhe entfernen. Falls nach Entfernen vpnh die Listenh6he gesunken ist,
muf3 man sie entsprechend adjustieren. Um festzustellen, ob dieser Fall vorliegt, i
man dem Zeiger des Kopfelementes auf dem héchsten Niveau folgen und nachsef
ob er noch auf ein eigentliches Listenelement oder auf das Endelement mit Sciliisse
zeigt. D.h. die Listenhthe kann um 1 verringert werden, wenn gilt

L.kopft.nexfL.hthét .key= co.

Genauer kann das Verfahren zum Entfernen eines Schlisssetseiner Skip-Liste
wie folgt beschrieben werden:

procedure Entfernen(x : integer, var L : Liste);

var
update: array [0 .. maxhodheof Zeiger,
p: Zeiger,
i :integer,
begin
p := L.kopf;
for i := L.héhedownto 0 do
begin
while pt.nexfi]t.key< x do
p = pt.nexfi];
updatéi]:=p
end; {for}
p := pt.nex{o];
if pt.key=x
then
{Element p entfernen und ggdfs. Listenhthe adjustidren
begin
for i := 0to pt.h6éhedo
{entferne p aus Niveau-i-Listé
updatdi]t.nexfi] := pt.nexfil;
while (L.h6he> 1) and (L.kopft.nex{L.hohét.key= «) do
L.h6éhe:= L.héhe—1
end
end {Entfernen}

Die Verfahren zum Einfligen und Entfernen von Elementen in Skip-Listen haben eir
Eigenschaft, die sie von den entsprechenden Verfahren fiir die im Kapitel 5 ausfihrli
behandelten Suchbaume, insbesondere von den Verfahren fir nattrliche Baume, g
wesentlich unterscheidet: Eine Skip-Liste, aus der ein Element entfernt wurde, hat d
selbe Struktur, als ware das Element niemals dagewesen. Daher bleibt auch nach e
langeren Folge von Updates die ,Zufalligkeit* der Struktur erhalten. In diesem Sinn
sind Skip-Listen unabhangig von der Erzeugungshistorie. Anders als etwa nattirlic
Suchb&aume kdnnen Skip-Listen durch iteriertes Einfllgen und Entfernen von Eleme
ten nicht ,degenerieren®.
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1.7.2 Analyse

Das Einfugeverfahren fur Skip-Listen benutzt eine Funktemdomh6h@, die eine
zufallige Hohe erzeugt und zwar so, daf? gilt: Die Wahrscheinlichkeit dafir, dal3 di
Hohe O erzeugt wird, ist/2 und fur jedes > 0 ist die Wahrscheinlichkeit dafur, da
die Hohei + 1 erzeugt wird, halb so grof3 wie die, daf? die Hokezeugt wird. Also ist

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daR genau die Hbaezeugt wird, gleich 122, und die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daR eine Hohd erzeugt wird, gleich 42, fiir jedesi > 0.

Bei der Implementation des Einfiigeverfahrens haben wir zur Vereinfachung zusatzli
vorausgesetzt, dalR die vomndomhoh@ gelieferte Hohe stets kleiner oder gleich ei-
ner global festgesetzten maximalen Hohaxhéheleibt. Weil die Wahrscheinlichkeit,
ein Element mit einer H6he von etwa 15 zu erzeugen, schon ,praktisch” gleich Nu
ist, werden wir in der Analyse von dieser globalen Hohenbeschrankung der Einfachh
halber zunéchst absehen. Zur Realisierungramtomh6h@ setzen wir eine parame-
terlose Funktiorrandon() voraus, die unabhéngige und gleichverteilte Zufallszahlen
im Bereich(0, 1) liefert. Dann erzeugt die folgende Funktiamndomhdh@ Hohen im
Bereich[0, maxhohemit exponentiell (mit dem Faktor/R) abnehmenden Wahrschein-
lichkeiten.

function randomhohé) : integer,

var
hoéhe: integer,
begin
héhe:= 0;

while (randon() < 3) and (héhe< maxhohgdo
hoéhe:= hohe+1,;
randomhdhe= héhe
end

Erzeugt man die Héhen mit dieser Funktimamdomhdoh@, so ist der Erwartungswert
fur die Anzahl der Elemente mit HoHeoder groRRer in einer Liste mN Elementen
gleichN/2', fiir jedes > 0. Die Hohenverteilung der Elemente stimmt also mit der von
perfekten Skip-Listen tberein.

Wir schatzen nun di8uchkostem einer Skip-Liste ab. Nach dem in Abschnitt 1.7.1
angegebenen Verfahren beginnen wir die Suche beim Kopfelement der Liste und fiihr
dann jeweils einen der folgenden beiden Schritte aus: Entweder folgen wir einem Zeig
auf dem gerade aktuellen Niveau von einem Element zum né&chstfolgenden oder al
wir gehen innerhalb eines Elementes von einem Niveau zum nachstniedrigeren Uk
Tritt der erste Fall ein, d.h. folgen wir einem Zeiger auf Nivéaso hat das Element,
auf das dieser Zeiger zeigt, die Hohdir jedesi > 0. Natirlich gibt es auch Zeiger
auf Hohei, die auf Elemente mit Hohe i zeigen, aber dendnlgt unser Algorithmus
nicht (erprift sie hdchstens), weil fur solche Zeiger ein Zeiger auf dasselbe Elemer
mit gréRerer Hohe ebenfalls bereitspgéft wurde. Das Entlanglaufen von Niveau-
Zeigern zu Elementen mit Hohei > 0, und das Herabsetzen des aktuellen Niveaus
wird solange durchgefiihrt, bis das Niveau 0 erreicht ist und dort der gesuchte Schliis
gefunden wird oder aber festgestellt wird, dal3 der gesuchte Schliissel in der Skip-Li
nicht vorkommt. Abbildung 1.14 zeigt ein Beispiel eines solchen Suchpfades nach de
Schlussel 16 in der Skip-Liste von Abbildung 1.13 (c).
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erwartete Position
des Schliissels 16

I
!
I
\, i 7l
I
I

Abbildung 1.14

Um den Erwartungswert fiir die Lange des Suchpfades zu berechnen, verfolgen \
den Suchpfad rickwarts, beginnend beim Niveau-0-Zeiger auf das Element, das ¢
gesuchten Schliissel enthélt oder das, falls der gesuchte Schliissel nicht vorkommt,
kleinsten Schlissel enthalt, der groRer als der gesuchte ist. Dazu nehmen wir allgen
ner an, dafd wir uns innerhalb eines Elememtauf dem Niveau befindenj > 0, und
fragen uns, was der Erwartungswe (k) fur die Lange eines Suchpfades ist, der vom
Niveaui in pt aus gerechnet nach links zurlickverfdigtliveaus hinaufsteigE C(k)
ist also die Anzahl der Schritte, die man vom Nivéan pt aus beim Zurtckverfol-
gen des Suchpfades bendtigt, um erstmals auk éliveaus Uber Niveau liegendes
Niveau zu gelangen. Als Schritt zahlen wir dabei jeweils das Heraufklettern um ein N
veau und das Zurlicklaufen eines NivaaZieigers von einem Element mit Holheu
seinem Ursprung. Wir machen keine Annahmen tber die Hoheyaaer die Hohen
der Elemente links vopt. Wir setzen allerdings voraus, dafinicht das Kopfelement
der Skip-Liste ist. (Diese letzte Annahme ist gleichbedeutend mit der Annahme, d:
die Liste nach links unbegrenztist.)

Wir haben angenommen, daf3 wir unginauf Niveau befinden. Also ispf.héhe> i
und mit Wahrscheinlichkeit von jeweils/2 ist pt.h6he= i und pt.héhe> i aufgrund
unseres Verfahrens zur Erzeugung einer zufélligen Hohe. D.h. sind wir mit unsere
durch zuféllige Minzwurfe gesteuerten Heraufsetzen der Héhe bereits bis zui Hoh
gekommen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafir, daf3 wir aufh6ren oder fortfahren, d
Hohe hinaufzusetzen, jeweilgd

Fall 1:i = pt.h6éhe Das impliziert, daR der zuriickverfolgte Suchpfad vom Element
pt zu einem Element mit wenigstens Hétgeht und von diesem Element noch immer
k Niveaus hinaufklettern muf3.

Fall 2:i < pt.hdhe Das impliziert, daf3 der zurtickverfolgte Suchpfgdwenigstens
ein Niveau hinaufklettert und nicht einen NiveaiZeiger zuriicklauft. Also muR3 der
Suchpfad von diesem neuen Nivaau1l aus gerechnet nodéh- 1 Niveaus hinaufstei-
gen, um beim Zurtckverfolgen insgesanitiiveaus hinaufzusteigen.

Damit erhalten wir die folgende RekursionsgleichungB@(k):

ECk) = - ((Kosten, um einen NiveauiZeiger zuriickzulaufein+ EC(K))

+ - ((Kosten, um vom Niveauzu Niveaui + 1 hinaufzusteigen

NI NI -
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+EC(k—1))

(1+ECK) + %(1+ EC(k— 1))

NI

Es gilt also

EC(K) = 2+ EC(k—1).

Da die Lange eines kirzesten Pfades, der beim Zuriickverfolgen 0 Niveaus hinau
klettert, natirlich O ist, gilt

EC(0)=0.
Die Rekursionsformel hat die Lésung

EC(K) = k.

Wir verwenden dieses Ergebnis, um den Erwartungswert fiir die Ldnge eines Suc
pfades in einer Skip-Liste mit Lande zu berechnen. Dazu zerlegen wir den (zurtick-
verfolgten) Suchpfad in drei Teile.

Teil 1: Zuerst betrachten wir den Teil des Suchpfades, den man ausgehend vom |
veau 0 im Element mit dem gesuchten Schliissel zurticklaufen mui3, yid fod Ni-
veaus hinaufzusteigen. Den Erwartungswert fiir die Lange dieses Teils des Suchpfa
haben wir gerade berechnet. ErisE(log, N — 1) = 2(log, N — 1).

Teil 2: Dann schéatzen wir ab, wieviele Knoten mit Hohe wenigstensNog 1 es
in der Skip-Liste hochstens gibt. Denn sind wir beim Zuriickverfolgen des Suchpfad
bereits auf Niveau logN — 1 angekommen, so wird man im weiteren Verlauf sicher
noch hdchstens so viele Zeiger zuriickverfolgen missen, wie es insgesamt Knoten |
Hohe mindestens lgdN — 1 in der Skip-Liste gibt. Offenbar ist der Erwartungswert
der Anzahl der Elemente mit Hohe mindestens, Mg- 1 gleich dem Produkt aus der
AnzahlIN der Listenelemente und der Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein Listenelemel
die Hoéhe mindestens lg@)l — 1 hat, also hochstens

log,N—-1 logy N
N(3) () e

Teil 3: Schlie3lich schatzen wir ab, wieviele Niveaus man noch vom NivegiNeg
1 bis zur Listenhdhe, also bis zur Héhe des Kopfelementes, hinaufsteigen muf3. V
haben die Listenhdhe willkiirlich global beschrankt dumdixhéhealso eine nicht all-
zu weit oberhalb von logN — 1 liegende Konstante. Man kann allerdings auch ohne
diese Beschrankung argumentieren und (durch einen nicht ganz einfachen Beweis) :
gen, daf’ der Erwartungswert fur die Hohe einer Skip-ListeNnElementen gleich
log, N + 1 ist, wenn man die Hohenbeschrankung fallen 1&3t. Nehmen wir an, daf3 di
Erwartungswert flr die Differenz zwischen der Listenhdhe unglbg 1 gleich 2 ist,
dann ergibt sich insgesamt als obere Schranke fiir die Suchkosten der Wert

2(logN — 1) + 2+ 2= O(logN).

Es ist klar, daf3 auch die Kosten fur damfligenund Entfernenvon Elementen in
Skip-Listen von derselben Groflienordnung sind.
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Wir haben hier nur eine obere Schranke fiir die Kosten der drei Worterbuchoper
tionen Suchen, Einfugen und Entfernen hergeleite [143] ist der Erwartungswert f
die Kosten exakt berechnet worden. Das Ergebnis t, daf3 die oben angegebene
schatzung recht scharfist. Kurzlich haben Munro und Papa [127] eine determini
te Variante von Skip-Listen vorgestellt, die es erlaubt, alle d Orterbuchoperatione
stets, also auch im schlechtesten Fall, in Z¥ibgN) auszufuhren. Diese Struktur hat
Ahnlichkeiten mit den im Abschnitt 5.2 eingefiihrten balancierten Baumen. Anders a
die in diesem Abschnitt eingefiihrten Skip-Listen sind die determinierten Skip-Liste
aber nicht mehr unabhéngig von der Entstehungshistorie.

1.8 Aufgaben

Aufgabe 1.1

Fir welche der folgenden Paare von Funktiofiamdg gilt f(n) = O(g(n)), f(n) =
Q(g(n)) bzw. f(n) = B(g(n)) fur naturliches Argument? Dabei soll stets] den ganz-
zahligen Anteil vorx bezeichnen.

(B f(nm)=[¥n]; g(n) =100
(i) f(n) =[logyenl; g(n) = [log,N]
(i) f(n) =[Jn; g(n) = [Vn]
(iv) f(n)=n?% g(n) = [nlogn]
(v) f(n)=17n>—-36n+17; g(n)=n?

(vi)  f(n) = [nlogn] +[/n]; g(n) = [nlog?n]

Aufgabe 1.2
Ein Polynom vom Grad®l Iai3t sich auch schreiben in der Form

p(X) =ro(X—ry1)(X—r2)...(X—rn).

Leiten Sie aus dieser Schreibweise eine mogliche Form zur Reprasentation von Pc
nomen ab und beschreiben Sie, wie zwei Polynome bei der gewéhlten Reprasental
miteinander multipliziert werden. Wie wirden Sie zwei Polynome bei dieser Reprase
tation addieren?

Aufgabe 1.3

Seienu und v zwei Dualzahlen der Langd, wobeiN = 2" eine Zweierpotenz sei.
Uberzeugen Sie sich davon, daR das ,Schulverfahren® zur Multiplik@idtt) Schrit-

te bendtigt. Entwerfen Sie dann ein Divide-and-conquer-Verfahren zur Berechnung o
Produkts analog zum Verfahren zur Berechnung des Produkts zweier Polynome L
analysieren Sie die Laufzeit des Verfahrens.

Aufgabe 1.4

Im N x N-Gitter sei eine Meng®! von Punkten mit paarweise verschiederaflerten
gegeben. Die Dominanzzathk( p, M) eines Punktep € M beziiglichM ist die Anzahl
aller Punkte auM, die links unterhalb vom liegen, also

dZ(p,M) =#{q= (Xq,Yq) € M | Xq < XpAYq < Yp} flr p= (Xp,¥p)-


Literaturverweis [143]
[143] T. Papadakis, J. I. Munro und P. V. Poblete. Analysis of the expected search cost in skip lists. In Proc. 2nd Scandinavian Workshop on Algorithm Theory, S. 160- 172. Lecture Notes in Computer Science 447, Springer, 1990.

Literaturverweis [127]
[127] J. I. Munro und X. Papadakis. Deterministic skip lists. In Proc. 3rd Annual Symposium On Discrete Algorithms (SODA), S. 367-375, 1992.
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Beispiel:
y
5T * Ps
T * P2
T * P3 * pa
17T * P * Pe
1 5 X

FiurM = {p1,...,ps} ist

dz(p1,M) =0, dZp2,M) = 1, dz(ps,M) = 1, dZpa,M) =2,
dz(ps,M) = 4), dZps,M) = 1.

a) Eine Mdglichkeit zur Bestimmung der Dominanzzahlen aller Punkte einer Meng
M ist das folgende, der Divide-and-conquer-Strategie folgende Verfahren:

DZ-BestimmungM : Punktmenge
BestehtM nur aus einem einzigen Elemgmtdann istdz p, M) = 0, sonst:

1. {Divide} Wahle einenx-Wert xo so, dal3 die vertikale Gerade= xg die
MengeM in zwei nahezu gleichgrofl3e Teilmengehn und M, aufteilt. M1
sei dabei die Menge mit den kleinerneiWerten.

2. {Conquer}

2.1 Bestimme die Dominanzzahlen aller Punkt®&inbeziiglichM durch
DZ-BestimmungM).

2.2 Bestimme die Dominanzzahlen aller Punkt®iinbeztiglichM, durch
DZ-BestimmungM,).

3. {Merge} Sortiere die Elemente iM = M1 U Mz nach aufsteigendew
Werten zu einer Folgps, ..., pn von Punkten. Bei gleicheppWerten ordne
die Elemente auls!; vor denen aubl, ein. SetzéM 1Count:= 0, und durch-
laufe die Punkte gemaf der Sortierung wie folgt:

fori:=1tondo
if pi € M1
then
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begin
M1Count:= M1Count+ 1;
dz(pi,M) := dz(pi,M1);
end
else{p € M2}
dz(pi,M) := dzpi,Mz) + M1Count

Stellen Sie eine Rekursionsformel auf fiir

T(N) = Anzahl der Schritte, die zur Bestimmung der Dominanzzah-
len einer Menge miN Elementen nach dem VerfahrBz -
Bestimmundpendtigt wird.

Begriinden Sie diese und geben Sie eine Losung der Rekursionsformel an. Ne
men Sie dabei an, daZahlen inNlogN Schritten sortiert werden kénnen, und
beachten Sie b).

b) Zeigen Sie, daR die Rekursionsformel
N
T(N)=2:T(5)+ 6o N-log“N +¢ciN

die Lésung
T(N) = O(N-log“"IN)

hat.

c) Geben Sie ein anderes als das in a) angegebene Verfahren an, das zu geget
MengeM und gegebenem Punkte M die Zahldz p,M) berechnet. Schatzen
Sie die Laufzeit ab, wenn mit diesem Verfahren die Dominanzzahlen aller Punk
p ausM beziiglichM berechnet werden.

Aufgabe 1.5
(Bundeswettbewerb Informatik 19#7])

Ein groRRes Wirtschaftsmagazin einen Lesern eine Analyse der Bérsenentwic
lung der letzten finf Jahre prasentieren. Dazu sollen unter anderem die Kurse der wil
tigsten Aktien in diesem Zeitraum untersucht werden. Fir jede Aktie soll nachtraglic
ein bester Einkaufstag festgestellt werden.

Dabei wird angenommen, dal3 ein Kapitalanleger jede Aktie hdchstens einmal einc
kauft hatte, und zwar in einer beliebigen Stiickzahl, und daf er zum Ende des betra
teten Zeitraums alle Stiicke wieder verkauft hat. Der beste Einkaufstag fiir eine Akt
ware dann derjenige gewesen, der zu einem eingesetzten Betrag den héchsten Ge
geliefert hatte (Steuern, Gebihren und alternative Anlagemaoglichkeiten sollen auf
Betracht bleiben).

Das Wirtschaftsmagazin hat von einem Borsendienst Informationen Gber die Noti
rungen jeder Aktie fiir alle Bérsentage der letzten flinf Jahre gekauft. Fir jede Akt
erhélt es eine Zahlenfolge. Die erste Zahl ist der Kurs der Aktie am ersten Borsent
und jede folgende Zahl gibt die absolute Kursveranderung gegeniber dem Vortag an
der Reihenfolge der Borsentage. Der Kurs, der sich fur einen gewissen Tag ergibt, ¢
fur alle Kaufe und Verkaufe dieses Tages.


Literaturverweis [77]
[77] P. Heyderhoff, Hrsg. Bundeswettbewerb Informatik: Aufgaben und Lösungen,
Band 1. Ernst Klett Schulbuchverlag, 1989.
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Unterstiitzen Sie die Kursanalyse durch Schreiben eines Programms, das fiir eine ,
tie aus der gegebenen Zahlenfolge nachtréaglich einen besten Einkaufstag, einen be:
Verkaufstag und den dabei hdchsten erzielbaren Gewinn (in Prozent vom eingese
ten Betrag) ermittelt. Da das Programm sehr lange Zahlenfolgen bearbeiten muf3,
es aul3erordentlich wichtig, daR die Laufzeit bei zunehmender Zahlenfolgenléange nic
starker als notig wachst.

Beispiel:Die Eingabe

,127.5-052-113.5-137-2-6-9-21-17-50.54-7-1225-3 2"

liefert die Ausgabe:

.Ein bester Einkaufstag ware der 14. Borsentag gewesen, ein dazugehdriger Vi
kaufstag der 16. Borsentag. Der so realisierbare Gewinn wére 6.7669 % vom eing
setzten Betrag gewesen.”

Aufgabe 1.6
Gegeben sei ein lineares Feld positiver reeller Zahlen, in Pascal beschrieben durch
folgenden Vereinbarungen:

constn = {irgendeine positive Zahl, z.B500;
typefeld= array [1.. n] of real;
var a: feld

Gegeben seien auRerdem eine FunkgjolR — {0,1}, die als Werte 0 oder 1 liefert,
und die folgende Funktiogtest

function gtest(li, re: integen : integer,
var m: integer,

begin
if li >re
then gtest.= 0
else
begin
m:= (li +re) div 2;
gtest:= gtes(li,m— 1) 4+ g(a[m]) + gtes{m+ 1,re)
end
end

a) Beschreiben Sie, welches Resultat die Funktion beim Agfres${1,n) fiir ein
gegebenes Fekliefert.

b) Ermitteln Sie groBenordnungsmanig die Anzahl der Additionen bei der Ausfiih
rung eines Aufrufs vorgtestli,re) im schlimmsten Fall, in Abh&ngigkeit von
|re—li|, mit Hilfe einer Rekursionsformel.

c) Geben Sie in Pascal ein alternatives (iteratives) Verfahren zur Ermittlung de
Funktionswertegtestan; verwenden Sie denselben Funktionskopf.
Aufgabe 1.7

Das maximale Element in einem linearen Feld kann auf folgende Weise bestimmt we
den.
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program Maximum(input, outpuy;

constN = {eine feste Zaht

type feld= array[1.. N] of integer,

var a: feld;

procedure max(var a: feld; i, j : integer, var m: integep);

{bestimmt das maximale Element im Bereifh a.,a[j]
und weist es m 2u

var my, np, mitte: integer,

begin
if i =]
then m:= ai]
else
ifi=j—1
then
begin
if afi] < a[j]
thenm:=a]j]
elsem:= a|i]
end
else
begin
mitte:= (i + j) div 2;
maxa, i, mitte, m);
maxa, mitte+1, j, mp);
if m <np
thenm:=mp
elsem:=m
end
end, {max

begin {Maximun}
{Eingabe der Werte von(q,...,a[N]}
max(a,1,N,m)

end {Maximunt.

a) Berechnen Sie die Anzahl der Vergleichsoperationen, die zwischen Element
des Feldes ausgefuhrt werden, durch Aufstellen und Losen einer Rekursionsgl|

chung.

b) Vergleichen Sie das angegebene Verfahren mit dem ,naiven” Verfahren zur B

stimmung des Maximums.

c) Andern Sie das Verfahren so ab, daR zugleich das maximale und das minim:
Element des linearen Feldes bestimmt wird und ermitteln Sie ebenfalls die Ar

zahl der ausgefuhrten Vergleichsoperationen zwischen Feldelementen.
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Aufgabe 1.8

Gegeben sei eine sortierte Lidtevoneinander verschiedener ganzer Zahlen in sequen
tieller Speicherung. Gegeben sei auRerdem einexXZ@hsucht ist das gréfite Element
in L, das< xist. Die Lange der Listé& seiN.

a) Geben Sie in verbaler Beschreibung einen Algorithmus an, der diese Aufgabe
logarithmischer Schrittzahl 16st.

b) Folgende Pascal-Vereinbarungen seien gegeben:

constN = {z.B} 500;
type feld= array [1.. N] of integer

Schreiben Sie eine Funktion zu dem in a) entwickelten Algorithmus.

function suche(var liste: feld; x, li, re: integer) : integer,
{sucht das grofite Elemestx im Bereich listdi .. re]}

Aufgabe 1.9

Gegeben sei eine nichtleere verkettete lineare Ligfanzer Zahlen mit ungerader Ele-
mentzahl. Die Liste beginnt und endet mit je einem bedeutungslosen Dummy-Elemel
das einen beliebigen Wert haben kann. Zwischen den beiden Dummy-Elementen bef
den sich die eigentlichen Listenelemente.

ey

~Dummy* ce ,Dummy* | -

eigentliche Liste

head tail
Die Struktur der Knoten der Liste in Pascal wie folgt gegeben.

type Zeiger= TKnoten
Knoten= record
key: integer,
next: Zeiger
end

a) Schreiben Sie eine Prozedur
procedure mitte (head, tail: Zeigen);

die das Element an der mittleren Position der Liste entfernt.

b) Schreiben Sie eine Prozedur
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procedureteilen(var head, headeven, headoddeigen;

die die ListeL mit Anfangszeigeheadaufteilt in zwei (anfangs leere, also durch
je zwei Dummy-Elemente gegebene) Listen mit Anfangszdigadeverbzw.
headoddIn die eine Liste sollen die Elemente dusnit geradzahligem Eintrag
gehangt werden, in die andere die Elemente mit ungeradzahligem Eintrag. Al
rufe vonnewsind dabei nicht erlaubt.

¢) Schreiben Sie eine Prozedur
procedure umdreher(head, tail: Zeigen;

die die Reihenfolge der Elemente, d.h. die Zeiger, in der Liste umdreht, ohne ei
zweite Liste zu verwenden (d.h. Aufrufe vaewsind nicht erlaubt).

Aufgabe 1.10

Schreiben Sie ein Programm, das ein Element mit gegebenem Schliissel aus einer ge
tet gespeicherten linearen Liste mit Dummy-Elementen am Anfang und Ende entfer
Verwenden Sie nicht die Technik des ,Zuriickhdngens mit Vorausschauen*, sonde
verfahren Sie wie folgt. Durchsuchen Sie die Liste nach dem zu entfernenden Eleme
Ersetzen Sie das zu entfernende Element durch dessen Nachfolger in der Liste und
fernen Sie diesen. Achten Sie auf mdgliche Sonderfélle wie Entfernen des ersten o
letzten Elementes, und schéatzen Sie den Aufwand ab.

Aufgabe 1.11

Schreiben Sie ein Programm, das ein Element mit gegebenem Schlissel aus einer
steigend sortierten linearen Liste, die verkettet gespeichert ist, entfernt. Schatzen
den Aufwand ab.

Aufgabe 1.12

Gegeben sei eine verkettet gespeicherte lineare Liste mit Anfangsheg@und Li-
stenelementen des in Aufgabe 1.9 vereinbarten Typsk®dKomponenten seien ent-
lang der Verkettung aufsteigend sortiert. Das Ende der Liste ist durch ein Listeneleme
gekennzeichnet, desseextKomponente den Weriil hat. Schreiben Sie eine Prozedur
Teilemit folgenden Eigenschaften. Aus dexadListe werden alle Listenelemente, de-
renkeyKomponente kleiner als ein gegebener Schliisgtl— und nur diese — an die
anfangs leer&leiner-Liste Ubergeben und dabei aus theladListe entfernt. Es kann
vorausgesetzt werden, dal® HeadListe zuvor sowohl Elemente mieyKomponente

< kals auch solche mkeyKomponente> k enthalt. Verwenden Sie folgenden Proze-
durkopf:

procedure Teile (k : integer, var head, kleinerZeigen);

Aufgabe 1.13

Gegeben sei eine verkettet gespeicherte Liste durch einen Zeiger auf das Kopfelem
head der Typ der Elemente sei wie in Aufgabe 1.9 vereinbart.
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T

head

Positioni sei implementiert als ein Zeiger auf das Element, dessahZeiger auf ein
Element mit Schlissel; zeigt. Schreiben Sie eine Prozedur, die die Elemente an de
Positionenp undpt.nextmiteinander vertauscht, wemn.next< > nil ist.

Aufgabe 1.14

Erstellen Sie zwei Pascal-Programme zur iterativen Berechnung der folgenden ver:
gemeinerten Binomialkoeffizienten.

1 5 11 15 16

Das allgemeine Bildungsgesetz laugt = 1, (3) =29 und () = (4,1 + (423).

a) Das erste Pascal-Programm verwende einen Stapel, der verkettet gespeichert,
Uber Zeiger realisiert wird.

b) Das zweite Pascal-Programm verwende ein Berechnungsschema, das mehrfa
Berechnung von gleichen Teilresultaten vermeidet.

Aufgabe 1.15

Einfache, vollstandig geklammerte, arithmetische Ausdriicke kénnen wie folgt definie
werden.

(1) Jede Variable,b,c...ist ein einfacher, vollstandig geklammerter, arithmetischer
Ausdruck.

(2) Mit a und B sind auch(a + B), (a —B), (a =), (a/B) einfache, vollstandig
geklammerte, arithmetische Ausdriicke.

(3) Sonst nichts.

Geben Sie ein Verfahren zur Auswertung von Ausdriicken mit Hilfe eines Stapels a
das mit Hilfe eines Stapels Variablen, Operatoren und Zwischenergebnisse speich
Das Verfahren soll nur auf die fiir Stapel Gblichen Operationen, aber nicht auf eir
konkrete Implementation Bezug nehmen.

Beispiel:Die Auswertung des Ausdrucks

(c+ ((a+b)xa))

erzeugt bei Auswertung (d.h. Lesen von links nach rechts) folgende Stapelbelegung
(jede zeile ist eine Stapelbelegung, das oberste Element steht jeweils rechts).
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c
C,+
c,+,a
cC,+,a,+
C7+7a7+7b
c,+,(a+b
C7+7

Aufgabe 1.16

Ein einfacher, vollstandig geklammerter, arithmetischer Ausdruck ist wie in Aufga
be 1.15 definiert. Ein solcher Ausdruck heif3t auch arithmetischer Ausdruck in Infixnc
tation. Der aquivalente arithmetische Ausdruck in Postfixnotation ist analog wie folc
definiert.

(1) Jede Variabley, b, c,... ist ein Ausdruck in Postfixnotation.

(2) Sind(a+p), (a —B), (a*p), (a/B) Ausdriicke in Infixnotation, so sindB+,
op—, apx, af/ die aquivalenten arithmetischen Ausdriicke in Postfixnotation.

(3) Sonst nichts.

Beispiel Der zu(((a+ b) x a) + ) quivalente arithmetische Ausdruck in Postfixno-
tation istab+ ax c+.

a) Geben Sie ein Verfahren an, das einen Ausdruck in Infixnotation in den aquivi
lenten arithmetischen Ausdruck in Postfixnotation mit Hilfe zweier Stapel um-
wandelt (einen Stapel fiir den arithmetischen Ausdruck, den zweiten als Hilfsst;
pel fur Operationen). Das Verfahren soll nur auf die fir Stapel Giblichen Opere
tionen, aber nicht auf eine konkrete Implementation Bezug nehmen.

b) Geben Sie eine mdgliche Implementation des Verfahrens in Pascal an.

c) Geben Sie ein Verfahren an, das mit Hilfe eines Stapels den Wert eines in Po
fixnotation gegebenen Ausdrucks errechnet.

Aufgabe 1.17

Geben Sie ein Verfahren an, das mit Hilfe eines Stapels eine Folge von Buchstak
einliest und in umgekehrter Reihenfolge wieder ausgibt. Die Lange der Folge ist unb
kannt, das Ende der Eingabe durch einen Punkt markiert. Das Verfahren soll nur auf
fur Stapel Gblichen Operationen, aber nicht auf eine konkrete Implementation Bez
nehmen.

Aufgabe 1.18

In einem Sackbahnhof mit drei Gleisen befinden sich in den Gle&gsemd S, zwei
Zige mit Waggons fur Zielbahnhéfbzw. B. GleisS; sei leer (vgl. Abbildung).
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1 3

AAB — S

BABA ___ 'S

Betrachten Si&;, S, S3 als Stapel und erstellen Sie ein Programmestiick in Pseudo
Pascal unter Verwendung der unten angegebenen Funktionen bzw. Prozedur, das z
beliebige aus Waggons fidrund B bestehende Ziige so umordnet, daf} anschlieZend i
S alle Waggons fUA und in$; alle Waggons fiiB stehen.

procedure pushvar S; Stapej X: Waggon;
{push stellt X auf S gb
function pop(var S: Stape] : Waggon
{pop liefert vordersten Waggon von S und entfernt ihn von S,
wenn S nicht leer ist; Fehler sorjst
function top(S: Stape] : Zielbahnhof
{top liefert den Zielbahnhof des 1. Waggons in S, ohne ihn
zu entfernek;
function leer(S: Stape) : boolean
{leer liefert true, wenn S leer; false sohst
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